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Abstrakt

Predlozené dizertaéni prace je vénovana nékterym statistickym metodam apliko-
vatelnym v neurofyziologii, a to odhadu posunuti a diferencidlni entropie. Prace
sestava ze Sesti kapitol a dodatku. V prvni kapitole jsou strucné nastinény neu-
rofyziologické zaklady, zejména popis neuronu a jeho aktivity. V kapitole druhé
jsou popsany vybrané matematické modely samostatného neuronu. Ve tieti kapitole
jsou polozeny statistické zaklady. Jsou definovany pojmy tykajici se charakteris-
tik rozdeéleni, ndhodnych procesu, parametrickych odhadu rozdéleni a diferencidlni
entropie. Podrobnéji jsou rozpracovany techniky neparametrického odhadu hustoty.

Kapitola ¢tvrta pojednava o odhadu parametru posunuti rozdéleni definovanych
na polopiimce. Uvedeny jsou jednak neparametrické odhady (minimélni hodnota,
odhady odvozené z odhadu nosice hustoty, navrzend korekce minimalni hodnoty),
jednak odhady parametrické. Z nich je vétsi prostor vénovan odhadum s minimalnim
rizikem, uvedeny jsou maximélné vérohodné a robustni odhady. Vsechny uvedené
odhady jsou porovnany pomoci simulaci i redlnych dat.

Pata kapitola se zabyva odhady diferencialni entropie. Diskutuji se plug-in od-
hady zalozené na odhadu hustoty histogramem, jadrovym odhadem a momentovym
odhadem. Je navrzen histogram optimalni vzhledem k odhadu entropie. Déle jsou
uvedeny nékteré primé odhady diferencialni entropie, je navrzen piimy odhad inspi-
rovany momentovymi odhady hustoty. Vsechny odhady jsou opét porovnany pomoci
simulovanych dat.

Posledni kapitola se vénuje odhadu diferencialni entropie z intervalové cenzoro-
vanych dat. Jsou aplikovany dva algoritmy a je navrzen postup odhadu entropie
na zakladeé jejich vystupu. V dodatku je uveden popis programovych implementaci

vytvorenych ve vypocetnim systému MATLAB.
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Abstract

Submitted thesis is engaged in some statistical methods applicable in neurophysi-
ology — estimation of shift parameter and differential entropy. This thesis consists
of the six chapters and the appendix. In the first chapter, there are briefly outlined
neurophysiological basics, particularly description of single neuron and its activity.
The second chapter consists of characterization of the chosen mathematical models
of a single neuron. In the third chapter, there are stated statistical foundations. The
terms related to characteristics of random variable distribution, stochastic processes,
parametric estimation of a distribution and differential entropy are defined there.
Techniques of nonparametric density estimation are elaborated more deeply.

The fourth chapter deals with estimation of the shift parameter of a distributi-
ons defined on half-line. Mentioned are nonparametric estimates (minimum value,
estimates derived from density support, proposed correction of minimum value) as
well as parametric estimates — minimum risk estimates, maximum likelihood esti-
mates and robust estimates. All the stated estimates are compared with the aid of
simulated and real data.

Differential entropy estimates are included in the fifth chapter. There are dis-
cussed plug-in estimators based on estimation density by histogram, kernel estimate
and moment estimate. There is proposed histogram optimal with respect to entropy
estimate. Further, included are some direct entropy estimators, outlined is direct
entropy estimator inspired by moment density estimate. Comparison of all stated
estimates is done, based on simulated data.

The last chapter is turned to estimation of differential entropy in the case of
interval-censored data. There are applied two algorithms for this purpose. The pro-
cedure based on theirs results is suggested for entropy estimate. In the appendix,

there are stated descriptions of implementations created in computational system
MATLAB.

Basic references
Cover, T. M., Thomas, J. A., 1991. Elements of information theory. John Wiley,
New York.

Lehmann, E. L., Casella, G., 1998. Theory of Point Estimation, 2nd Edition.
Springer-Verlag, New York.
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Prehled znaceni a zakladnich

pojmu

Prehled znaceni

e « ...parametr posunuti

e CV .. koeficient variace

e A ... sitka datového okna

® 7, 1 ...Sikmost, resp. jeji odhad

® 7, Yo ...Spicatost, resp. jeji odhad

e I'(b) ...gamma funkce, I'(b) = :foxb_le_:”dx, b>0
o IQR ... mezikvartilové rozpéti, IQR =t 75 — to.25
e n ...rozsah vybéru

e Ny ... mnozina pfirozenych ¢isel a nuly

e 10si¢ hustoty f(t) ... mnozina {t|f(t) > 0}

e o(h*) ...tifda konvergence, O(:Lk) — 0 pro h — 0.

e () ...zékladni prostor
e U(h) ...digamma funkce, ¥(b) = % InT'(b)
e R ... mnozina redlnych ¢cisel

e S; resp. S ...vybérova smérodatna odchylka, resp. jeji realizace
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e 0, 0 ...odchylka, resp. jeji odhad
e 0% 62 ...rozptyl, resp. jeho odhad
o [t] ...celd cést cisla t

o (Ty,...,T,) resp. (t1,...,t,) ...ndhodny vybeér rozsahu n, resp. jeho realizace

o Tiy < -+ < Ty resp. tqy < -+ <ty ...pofadovd statistika usporddana na

zakladé ndhodného vybéru rozsahu n, resp. jeji realizace
e ¢, ...a-kvantil
e O ...parametricky prostor
e 0, 0 ... skalarni resp. vektorovy parametr

e 7 ...mnozina celych cisel

Zakladni pojmy a vzorce

e Indexni funkce Ij,3)(t) je definovana jako

(
1 prot € [a,b),
L) (1) =
0 prot ¢ [a,b).
e Charakteristickou funkci v (z) ndhodné veliciny T' definujeme pro V@ € R

vzorcem

() = E (€°7).

e Symbolem D7 budeme znacit diferencidlni operdtor

: & f(t)
D f(t) = ———=.
fy =24
e Meéjme posloupnost ndhodnych velicin 77,75, ... a ndhodnou velicinu 7T'. Po-

tom fekneme, ze T,, konverguje k T

— skoro jisté, jestlize
Plw:T,(w) > T(w)} =1,
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— podle pravdépodobnosti, jestlize pro kazdé e > 0 plati
P{w: |T(w) = T(w)| > €} = 0;
— podle stiedu, kdyz pii ET? < oo pron =1,2,... plat{
E(T, —T)* —0;

— v distribuci, kdyz 7,, ma distribuéni funkci F),(t), T ma distribuéni funkci
F(t) a F,(t) konverguje k F(t) v kazdém bodé t, v némz je F'(t) spojitd.

Rozdéleni pouzita v dalsim textu

e Exponencidlni rozdéleni E()\;a) s parametry A > 0 a a dané hustotou

ft: X a) = XD ¢ >, (1)

e Gamma rozdéleni G(\;b;a) s parametry A > 0, b > 0 a a dané hustotou

f(t; A, b,a) = Me_k(““) t>a. (2)

Alfa rozdéleni A(\;a) s parametry A > 0 a a dané hustotou

ft;xa) =Xt —a)e 9 t>a. (3)

Normaln{ rozdéleni N(y; 0%) s parametry p a o > 0 dané hustotou

1 _%(75?7#)2

ft g 0) = , te(=00,00). (4)

e
oV 2T

Weibullovo rozdéleni W(a; b; ¢) s parametry b > 0, ¢ > 0 a a dané hustotou

f(t;a;b;¢) = eb(t — a)b_le_c(t_“)b, t>a. (5)

Logaritmicko normélni rozdéleni LN(u; 02;a) s parametry p, o > 0 a a dané
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hustotou
1 _l(ln(tfa)fu)2
e 2

f(t;/i;a;a):m v ;o tza (6)

e Inverzni Gaussovo rozdéleni 1G(u; A\;a) s parametry u > 0, A > 0 a a dané

hustotou
D) AR s 7
. . . — 2p“4(t—a .
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Uvod

V soucasnosti se v neurofyziologickych védach vynaklada mimoiradné usili ve vyz-
kumu v oblasti pfenosu informace mezi neurony. Vétsina piistupu k této otazce je
do znac¢né miry zalozena na presné identifikaci casu generovani neuronalniho pulsu.
Proto je dulezité charakterizovat posloupnosti akénich potencidlu forméalnim popi-
sem, ktery by ovSsem odpovidal experimentalnim poznatkum. Mezi dobfe znamé
a overené vlastnosti neuronu patii i refrakternost. Nyni uvedeme nékolik piikladu
ilustrujicich jak dulezité muze byt vyuziti refrakterni periody.

Pti zdznamu neurondlni aktivity jednoduchou extracelularni elektrodou je ob-
vyklé zaznamenavat akéni potencidly vice neuronu. Pti analyze takového zaznamu
vyvstava otazka identifikace aktivniho neuronu. Pokud budeme ,,chybné* predpok-
ladat, ze v datech neni obsazena zadn& refrakterni perioda, neziskdme analyzou
spole¢ného zaznamu zadné ¢i jen velmi vagni informace o jednotlivych akénich po-
tencidlech (viz Cox (1962), strana 79). V praci Meunier et al. (2003) je vyvinuta me-
toda pro odhad frekvenci akénich potencialt dvou neuront emitujicich nerozlisitelné
akcni potencidly. Tato metoda je zalozena na existenci tzv. ,tiché periody“ v po-
sloupnosti akénich potencialu, refrakterni periodu Ize téz v tomto smyslu pouzit.

V ¢ldnku Lehky (2004) je analyzovéan Poissontv proces. Pro odhad reakce neu-
ronu na stimul je zde vypracovana metoda postavend na bayesovském zakladé. Ba-
yesovsky odhad rozptylu parametru symbolizujiciho rozptyleni je mnohem nizsi nez
obvyklé odhady, coz umoziuje vytvaret pomoci diskutované bayesovské metody
presnéjsi intervalové odhady odpovédi neuronu na stimul. Existence refrakterni pe-
riody umoznuje redukovat rozptyl poctu akénich potencidlu a nasledné rozptyl frek-
venci pozorovanych akénich potencialu. Korekéni faktor zalozeny na refrakterni pe-
riodé lze téz pouzit k redukci rozptylu vérohodnostni funkce a nasledné ke snizeni
vychyleni odhadu charakteristik spojenych s akénimi potencialy.

Kullback-Leiblerova vzdalenost, kterou se okrajové zabyvame i v této praci, je

dulezitym néstrojem pro vyzkum neuronalniho kédovéani informace (viz Kostal a
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Lansky (2006); Kostal a Lansky (2007)). Existence refrakterni periody mé vyznamny
teoreticky dopad na urceni Kullback-Leiblerovy vzdalenosti. Navic, tato vzdalenost
je casto odhadovana pomoci diferencidlnich entropii jednotlivych hustot. Kvalitni
odhad refrakterni periody pomuze vylepsit odhady diferencialni entropie, a to zej-
ména v pripadé pouziti tzv. plug-in odhadu.

V préci Berry II a Meister (1998) je modelovana odezva na svétlo u sitnicového
ganglionu pomoci ndhodnych akénich potencidli kombinovanych s refrakterni pe-
riodou. Dle jejich teorie je momentalni frekvence akénich potencialu dusledkem
,volné frekvence akcénich potencialu®, ktera zavisi pouze na stimulu, a ,,obnovovaci
funkci®, kterd zavisi pouze na casu od posledniho akéniho potencidlu. Tato obnovo-
vaci funkce je nulova pro absolutni refrakterni periodu a poté postupné roste az do 1.
Autori ukazuji, ze refrakterni vlastnost, ackoliv ¢asto povazovana za limitujici faktor
vykonnosti neuronu, muze ve skutecnosti prispivat k neuronalni stabilité. Obecné
feceno, spravné urceni refrakterni periody podstatné ovlivni spravnost posuzovani
frekvence akénich potencidlu (viz Barbieri et al. (2001) a Brown et al. (2002)). Tento
problém je také casto predmétem zdjmu v ramci aplikace neuronalnich modelu, coz
je diskutovano napiiklad v pracech Albano et al. (2007), Buonocore et al. (2002),
Buonocore et al. (2003), Ricciardi a Esposito (1966) a Teich et al. (1978).

Metoda pouzitd v praci Guillory et al. (2006) vyuziva pro modelovani posloup-
nosti akénich potencialu Poissonuv model s proménlivym ¢asem spolecné s rozsitenim
o refrakterni periodu. Na rozdil od jinych ptistupu pouzivanych pro Poissonuv pro-
ces je formulace prezentovana v jejich praci nezavisla na definici délicich intervalu a
vyzaduje zadani nékolika uzivatelem specifikovanych parametri. Pro metodu odhadu
jsou diskutovany také problémy tykajici se statistické zavislosti a efekty stacionarity.

V praci Fiore et al. (2005) je navrzena procedura pro srovnani aktivity jed-
noho neuronu stimulovaného v opakujicich se cyklech s nehomogennim Poissonovym
procesem. Hustota pravdépodobnosti mezipulsnich intervalu predikovana pro tento
proces je vypoctena na zakladé experimentalni hustoty akénich potencidlu a jsou
vyhodnoceny odlignosti od rozdéleni experimentalnich intervali. Vyvinuty postup
byl aplikovan na posloupnosti akénich potencialu, které byly indukovany otevirdnim
a zaviranim distalniho ¢lanku nohy humra. Dle predpokladu lezela hustota kratkych
mezipulsnich intervalu (o délce méné nez 20-40 ms) tésné pod trovni predikovanou
pro nehomogenni Poissonuv proces, vyskyt refrakterni periody byl zahrnut.

Ve shodé s vysledky dalsich praci data pouzitd v préci Schaette et al. (2005) na-

znacuji, ze neuronalni refrakterni vlastnost silné ovliviiuje variabilitu posloupnosti
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akénich potencialu. Autori zkoumaji stochasticky model generovani akcénich po-
tencialu, ktery zahrnuje vliv refrakterni periody prostfednictvim obnovovaci funkce.
Vzhledem k tomu, ze data pouzita v jejich praci jsou ve shodé s definici procesu
obnovy, muze byt obnovovaci funkce odvozena z histogramu mezipulsnich intervala
ziskanych pii konstantni stimulaci. Vysledny popis poskytuje kvantitativné presné
predikce variability odpovédi na celém rozsahu frekvenci akénich potencialu, pro
konstantni stejné jako pro amplitudové modulovany zvukovy stimul. Modelové para-
metry ziskané pro konstantni stimulovani mohou byt vyuzity pro predikci variability
odpovédi na dynamicky stimul.

7 vySe uvedenych ptikladu plyne, ze refrakterni perioda podstatné ovliviuje
kédovani informace prendsené posloupnostmi akénich potencialu. Z experimentalni-
ho hlediska je tedy odhad jeji délky dulezitym tkolem.

Pomoci konceptu diferencidlni entropie muzeme identifikovat zmény v chovani
neuronu (podobné jako pomoci frekvencnich charakteristik) a srovnat chovéani dvou
¢i vice neuronu za ruznych experimentélnich situaci. Pro tento ucel je tfeba mit
k dispozici kvalitni odhady diferencialni entropie. Z definice diferencialni entropie
plyne, ze otazka kvality odhadu entropie je spjata s problémem identifikace hus-
toty realizaci nahodnych veli¢in. Odhad diferencialni entropie lze pouzit k vypoctu
Kullback-Leiblerovy vzdalenosti, pomoci niz lze urcit pripadné zmény v chovani
neuronu ¢i rozdily mezi neurony.

V praxi je potfebné odhadnout diferencialni entropii v relativné kratkém case
a navic na zakladé malého rozsahu dat. K tomuto ucelu by mohly poslouzit rychlé
plug-in odhady zalozené na momentovém odhadu hustoty. Tyto odhady hustoty trpi
nékolika vyznamnymi nedostatky. Jejich nasazeni je tfeba proveérit.

Experimentalni situace pii zdznamu dat je komplikovana faktem, Ze je nemozné
poridit casové neomezeny zaznam neuronalni aktivity. Konkrétné, pokud zazna-
menavame neuronalni aktivitu po néjakém stimulu, je reakce neuronu pouze docasna.
Abychom ziskali dostatec¢né mnozstvi dat, musime tento experiment nékolikrat opa-
kovat. Dalsi podobna situace nastane, pokud sledujeme vétsi mnozstvi neuronu na-
jednou a chceme identifikovat moznou neurondlni aktivitu ihned po stimulu.

V obou pripadech dostaneme vétsi mnozstvi relativné kratkych intervalové cen-
zorovanych zdznamu neurondalni aktivity namisto jednoho dlouhého zaznamu jak je
obvyklé. Z téchto vzorku chceme odhadnout diferencidlni entropii (a poté pripadné
spocitat Kullback-Leiblerovu vzdélenost od rozdéleni neurondlni aktivity bez sti-

mulu).
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Kapitola 1
Neurofyziologické zaklady

V této kapitole strucné shrneme neurofyziologické zédklady fungovani neuronu. Infor-
mace zde uvedené pochézi predevsim z knih Sampath a Srinivasan (1977) a Gerstner
a Kistler (2002). Detailngjsi informace lze ziskat napiiklad v knihach Ochs (1965) a
Katz (1966).

Existuje mnoho typu neuronu s Sirokym rozpétim strukturdlnich a funkénich

odlisnosti. Zhruba je muzeme rozdélit na
1. senzorické neurony,
2. interneurony,
3. motoneurony a
4. neurony v centralnim nervovém systému.

Nicméneé vSechny neurony se skladaji z ndsledujicich ¢tyr ¢asti: téla, dendritu, jedné
¢i vice synapsi a axonu, ktery muze byt pokryt myelinovym pouzdrem. Schéma

obecného neuronu je uvedeno na obr. 1.1 a 1.2.

1.1 Axon

Se znacnym zjednoduSenim muzeme axon povazovat za cylindrickou polopropust-
nou membranu obsahujici axoplasmu a obklopenou extracelularni tekutinou. Vnitini
i vnéjsi kapaliny obsahuji soli, zejména chlorid draselny a chlorid sodny, jez jsou ioni-
zovany v roztoku. Koncentrace draselnych iont uvniti je mnohem vyssi nez vné. Toto

vede k presunu prebyteénych draselnych ionu ven. Pomoci této ionové difuze vznikne
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Obr. 1.1: Schéma obecného neuronu.

elektrické pole, které je v protivaze ,,chemickému poli“. Rovnovahy je dosazeno, kdyz
se tyto sily vyrovnaji. Potom fekneme, ze membréana je ,,polarizovana“ v klidovém

stavu.

Rovnovaha miZe byt narusena bud zménou extraceluldrni koncentrace ionti ane-
bo vnéjsim pusobenim elektrického potencidlu sméfujiciho pres membranu. Pozna-
menejme, ze rozdil potencidli dvou bodu se rovna elektrickému napéti mezi témito

dvéma body. Pokud je vysledkem vyssi kladny membranovy potencial, mluvime o
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depolarizaci. Kdyz je tato depolarizace dostatecné velkd (pokud dosdhne urcitého
prahu), je pfes stimulovanou ¢dst emitovan puls' a potencidl membrdny se vrati
do klidové urovné. Predpokladame tedy, ze axon muze byt pouze ve dvou stavech:
excitovaném a neexcitovaném.

Posloupnost emitovanych pulsu se obvykle nazyvéa posloupnosti akénich poten-
cidlu. Kratkou dobu po emitovani akéniho potencidlu nemuze byt oblast stimulace
znovu excitovana. Tato vlastnost se nazyvé refrakternost?. Bezprostfedné po gene-
rovani akénitho potencidlu nemuze byt oblast stimulace excitovana jakkoliv silnym
stimulem. Zde mluvime o absolutni refrakterni periodé. Nasleduje tzv. relativni

refrakterni perioda, kdy je excitace mozna pouze na zakladé velmi silného stimulu.

1.2 Synapse

Interakce neuronu se uskutecniuje v synaptické oblasti (viz obr. 1.2) prenosem ak-

tivity jednoho neuronu na dal$i neurony axonem. Konce axonu rozsitené do vy-

_— 0
Nnaptické Stérbina

Obr. 1.2: Schéma synapse.

bouleniny zvané bouton priléhaji k bunééné membrané nebo k dendritu. Bouton
nemd s membranou fyzicky kontakt, mezi nimi je stérbina. V boutonu se nachazeji
malé zasobniky nazyvané ,vesicles“. Tyto obsahuji tzv. ,prenaSec“, ktery hraje
roli zprostiedkovatele neurondlni aktivity neuronu mezi axonem a télem bunky.

V zasadé je ruznymi zpusoby modifikovana prostupnost membrany riznym iontm.

1V tomto smyslu lze téz pouzit neurofyziologické terminy ,akéni potencidl® & ,impuls“ a
statisticky termin , udalost“.
2Pieklad anglického refractoriness. Pouzivé se téz vyraz refrakénost, refrakéni.
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Pokud je vysledna zména potencialu kladna, mluvime o excitacnim postsynaptickém
potencidlu, a pro zapornou zménu potencidlu o inhibi¢nim postsynaptickém po-
tencidlu. Za nepfitomnosti jakéhokoli vstupu sméruje membréanovy potenciél ke kli-
dové trovni.

Jsou znamy i synapse, které neobsahuji chemicky prenase¢, nybrz zde pusobi
piimy elektricky ucinek. Nazyvaji se ,,gap junctions“ a nachézeji se obvykle podél
chemickych synapsi. Specializované membrénové proteiny zajistuji piimé elektrické
spojeni mezi dvéma neurony. Predpoklada se, ze ,,gap junctions® jsou zapojeny do

synchonizace neuront.

1.3 Télo a dendrity

Jadernd a cytoplazmaticka struktura i metabolické funkce neuronu se nelisi od jinych
bunék. Jedinou vyjimkou je, ze neurony se obvykle nedéli. Vystupy sousedicich neu-
ronu, axony, se pripojuji na télo nebo na dendrity. Postsynaptické potencialy jsou
indukovany emitovanymi akénimi potencidly na nékolika mistech membrany. V téle
neuronu se nacitaji. Tyto jevy se oznacuji jako prostorové a ¢asové secitani. Pokud
nacitany vysledek presdhne prah excitace membrany, neuron emituje prostiednic-
tvim axonu puls. Cést axonu pripojend k télu, hillock, ma nizsi préh nez ostatni
casti membrany, a proto je oblasti generujici puls.

Dendrity predstavuji rozsitenou plochu pro pripojeni piichozich axonu, které se
vétvi pro vytvoreni mnoha synapsi. V dendritech muze téz vzniknout akéni po-

tencidl. Ulohy a chovéni dendriti nejsou dosud zcela pochopeny.

1.4 Neuron emitujici idealni pulsy

Predchazejici text muzeme zhruba shrnout nasledujicim zpusobem: Dendrity hraji
roli ,,vstupniho zafizeni®, shromazduji signdly pfichdzejici od okolnich neuront a
prendsi je do téla neuronu. Télo muzeme povazovat za ,,vyhodnocovaci jednotku “
zajistujici generovani vystupniho signalu v ptipadé, Ze celkovy vstup dosahne jistého
prahu. Tento vystupni signdl je prevzat axonem, ,vystupnim zaiizenim“, ktery
doruéi signal dalsim neuronum.

Signdlem v nervovém systému rozumime postupujici akéni potencial. Zpracovani

signalu v takto slozité siti je komplexni zalezitosti a nemuze byt popsano jedno-
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duchymi prostiedky. Nicméné informace je vzdy kédovana pomoci posloupnosti
akénich potencidlu. Presnéji feceno jsou ,neurondlni zpravy“ kédovany do posloup-
nosti pulsu. Opravnéné je mozné predpoklddat, ze tato zprava je obsazena ve frek-
venci ¢i v ¢asovém usporadani pulsu, nikoliv ve tvaru akcénich potencialu.

V tomto kontextu se spiSe nez oznaceni akéni potencidl uziva vyrazu puls®. Pulsy
maji amplitudu kolem 100mV a obvykle trvaji 1-2ms. Posloupnost pulsu emitova-
nou samostatnym neuronem* budeme povazovat za fadu nerozlisitelnych udalosti,
které nastavaji v pravidelnych nebo nepravidelnych intervalech. Pulsy jsou v této
posloupnosti obvykle dostateéné separovany (diky refrakterni vlastnosti) a je tedy
mozné je zaznamenavat pomoci jemné mikroelektrody umisténé pobliz axonu ¢i téla

neuronu (pro ilustraci viz obr. 1.3).

Obr. 1.3: Zaznam neurondlni aktivity pomoci mikroelektrody.

1.5 Spontanni neuronalni aktivita

V poloviné minulého stoleti byly poprvé pozorovany malé ndhodné depolarizacni
potencidly za absence jakéhokoliv stimulu. Nazyvame je ,miniaturni koncové po-
tencidly “ a vysvétlujeme je nahodnym uvolnovanim zasobniku acetylcholinu ze sy-
naptickych ,vesicles“. Tento fakt znamenal konec dlouhou dobu udrzovaného pies-
védceni, ze se periferni neurondalni systémy chovaji deterministicky. Neurony tedy
emituji pulsy i spontanné, bez externiho stimulu. Proto za identickych podminek

pro realizace muzeme tici, ze posloupnosti akénich potencidli maji charakter sto-

3V anglickych textech se pouziva vyraz ,spike“, ktery vsak neni mozné piekladdat piimo.
4Anglicky ,,spike train*.
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chastickych bodovych procesu (ndhodné rozdélenych posloupnosti nerozlisitelnych
udalosti).

Proces generovani pulsu je navic komplikovan tim, Ze neurony jsou vzajemné pro-
pojeny, coz ¢ini teoreticky rozbor velmi naroénym. Nicméné za jistych predpokladu
je mozno modely aktivity samostatného neuronu konstruovat. V kapitole 2 jsou

nékteré neuronalni modely diskutovany.
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Kapitola 2

Vybrané matematické modely

samostatného neuronu

V této kapitole uvedeme nékolik matematickych modelu samostatného neuronu.
Vyjimecné se zde budeme odkazovat na definice uvedené v kapitole Statistické
zéklady. Cerpame zde piedevsim z knih Gerstner a Kistler (2002), Holden (1976) a
Sampath a Srinivasan (1977).

2.1 Neurofyziologicka data

Pozorovand posloupnost akcénich potenciali muze byt popsdna mnoha zpusoby.
Na jedné strané muze byt celd posloupnost popsana vyctem délek casovych inter-
valu mezi jednotlivymi pulsy. Na strané druhé ji muzeme popsat jedinym ¢cislem,
prumérnou frekvenci pulst, coz ovSsem predstavuje zna¢nou kondenzaci dat. Ob-
vykle se pro porovnavani dat s urc¢itym modelem pouzivaji statistické charakteris-
tiky patfici mezi tyto dva extrémni piipady. Jednim z takovych popisu je histogram
casovych intervali mezi pulsy.

Obecné se ma za to, ze posloupnosti intervali mezi spontannimi akénimi po-
tencidly jsou stacionarni ve smyslu definice 3.6, tfebaze jsou znamy vyjimky. Po-
kud bychom pripustili, ze vSechny intervaly mezi pulsy bodového procesu maji
stejné rozdéleni a jsou navzajem nezavislé, dostavame se k procesu obnovy (viz de-
finice 3.10). V tomto piipadé je proces generovani akénich potencidlu zcela popsan
hustotou pravdépodobnosti mezipulsnich intervali. Myslenka, ze posloupnost ak-

¢nich potencialu je procesem obnovy, se jevi jako velmi zjednoduSujici. Nicméné
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statistické testy ukazuji, ze posloupnosti akénich potencialu pozorované na dlouhém
casovém useku tuto vlastnost ¢asto maji.

Rada autortl, napf. Fetz a Gerstein (1963), Levick a Williams (1964), Poggio a Vi-
enerstein (1964) a Skvaril et al. (1971) pouziva pii modelovani posloupnosti intervala
mezi akénimi potencialy nejruznéjsich hustot pravdépodobnosti: ¢asto byva pouzita
hustota exponencialniho rozdéleni (1) s @ =01 s a > 0, normalntho rozdéleni (4) ¢
gamma rozdéleni (2) (popf. jeho specidlniho piipadu b = 2, tj. alfa rozdéleni (3));
pouzivaji se jak rozdéleni nesymetricka tak symetricka, unimodalni i multimodéalni;
uplatnuji se tzv. rozdéleni s tézkym chvostem. Rozmanitost pouzivanych hustot
ukazuje na rozdilnost skupin neuront. Komplexni neurondlni model musi generovat
mnoho ruznych rozdéleni mezipulsnich intervalu a soucasné obsahovat co nejvice

vlastnosti realného neuronu.

2.2 Prehled neuronalnich modelu

Na zacatku rozboru jednotlivych neurondlnich modelt se musime zminit o tom,
ze procesy obnovy predstavuji pouze jednu cast aktivity neuronu. Neuron, ktery
v prubéhu konkrétni periody produkuje pulsy ve shodé s procesem obnovy se muze
,prepnout “ do stavu aktivity, kdy produkuje vysoce korelovany ¢i periodicky vystup.
Pro modelovéni takového vystupu musi byt pouzity jiné ptistupy nez proces obnovy.
Nicméné obecny popis procesu jako bodového procesu a jeho charakterizace pomoci
hustot byva uzitecna i k teoretickému vyjadieni chovani neuronu, jehoz vystup ne-
splnuje podminky procesu obnovy.

Neuronalni modely se v literatuie klasifikuji mnoha zpusoby (viz Sampath a
Srinivasan (1977)). Pokud o nich budeme uvazovat jako o matematicky definovaném

procesu, muzeme je rozdélit na
e superpozi¢ni modely,
e interaktivni modely,
e difuzni modely,
e nacitaci modely,
e modely diskrétni ndhodné prochazky a
e modely spojité nahodné prochézky.
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bude neuron vystupovat jako zafizeni s jistym prahem, které pfijima sledy ex-
citacnich a inhibiénich impulsu. Tyto sledy se mohou ovliviiovat ruznymi zpusoby:
1. a) presynapticky, s potlacenym inhibi¢nim efektem a

b) postsynapticky, s excitatnim impulsem zvysujicim membranovy potenciél
a s inhibi¢nim impulsem pusobicim na snizeni membranového potencialu

¢i zpusobujicim navrat na klidovou troven potencialu;

2. a) nezdvisle na sobé, tj. ur¢itd posloupnost akénich potencidli nezavisi na
ostatnich, nebo
b) jedna posloupnost je fizena jinymi.
Kromé vlastnosti jednotlivych neuronédlnich modelu je dulezité vymezit charakteris-

tiku hypotetického neuronu. V nésledujicim vyctu jsou sumarizovany nékteré vlast-

nosti takového neuronu.

1. Predpoklddame, Ze neuron je izolovan od ostatnich neuront, propojeni neu-

ronu do sité je ignorovano.

2. V zasadé mame dvé vstupni posloupnosti: ,excitacni“ a ,inhibi¢ni“. Tato

oznaceni se vztahuji k efektu, ktery ma puls v synaptické oblasti.
3. Posloupnosti akénich potencialu splnuji podminky kladené na procesy obnovy.
4. Zména membranového potencidlu zapri¢inéna piichozim pulsem je okamzita.
5. Dendrity a jejich efekty se neuvazuji.

6. Prostorova sumace je ignorovana, nicméné jeji efekt je obvykle zachycen pro-

stfednictvim superpozice vstupnich posloupnosti.

V prubéhu zkoumani neuronalni aktivity bylo vyvinuto velké mnozstvi modeltu neu-
ronu, viz napiiklad publikace Gerstner a Kistler (2002), Holden (1976) a Sampath
a Srinivasan (1977). V dalsi podkapitole uvedeme relativné jednoduché, avsak prak-

ticky pouzitelné modely tiidy real-time.

25



2.3 Real-time neuronalni modely

Princip nejjednodussiho real-time neuronéalniho modelu je nésledujici: V neuronu je
nac¢itan potencial (ktery muze v prubéhu naé¢itani i poklesnout), a kdyz je dosazeno
prahu 6, tak je emitovan puls. Poté je potencial okamzité vybit a znova zacind

nacitani. Schéma tohoto modelu je zobrazeno na obr. 2.1. Tento real-time model

A

nap¢ti

prah

Obr. 2.1: Schéma real-time neurondlniho modelu.

ale neni realisticky, nebot predpokldds, Ze potencidl je vybit bezprostfedné po
emitovani pulsu. Redlné je pro vybiti potencialu potieba relativné kratky casovy
okamzik (v souladu s refrakterni vlastnosti). Na obr. 2.2 je do real-time modelu
zacClenéna refrakterni perioda. Nasledujici dvé podkapitoly popisuji konkrétni neu-

ronalni modely ze t¥idy real-time modelu.

2.3.1 Perfect integrate-and-fire model

Perfect integrate-and-fire model nacita vstupy bez jakéhokoliv poklesu az do doby,
kdy je dosazeno prahového napéti . Bezprostiedné poté je generovan akéni potencidl
a membranovy potencial je resetovan do klidové hodnoty. Pokud je z(7) vstup dany
jako funkce ¢asu, a predpokladame, ze predchozi puls byl emitovan v case 0, tak je

podprahovy generator potencidlu dan jako
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Obr. 2.2: Schéma real-time neuronalnfho modelu s refrakterni periodou. Seds pole vy-
mezuji trvani tohoto ¢asového intervalu.

Pokud byl posledni akéni potencial emitovan v ¢ase 7;_1, nasledujici akéni potencidl

bude emitovan v ¢ase 7; takovém, ze

( T )
7; = min i’T |7 >m_; 0= / x(u)du; lim Vim) = 0} :
_— TO—T
Pokud je vstupem konstantni funkce z(7) = ¢, frekvence generovani akénich po-
tencidlu je r = T__IT_ = 5 a je tedy amérna ke vstupu. Perfect integrator model
3 i—1

s konstantnim prahem je mozné vyuzit jako jednoduchy analyticky model pro gene-
rovani ndhodnych posloupnosti akénich potencidli, kdy jako vstupni funkci vezmeme

realizace nahodné veli¢iny.

Vlastnosti tohoto modelu zavisi na typu vstupu. Pokud je vstupni funkce sérii
kladnych pulsu, V(7) poroste ve formé schodovité funkce dokud nebude dosazen
prah 6. Pokud je vstupni funkce Poissonuv proces o intenzité A (viz piiklad 3.8),
ma vystup gamma rozdéleni fddu b, jez se rovna celé casti cisla %. Symbolem A zde

znaéime amplitudu zmény v napéti V(1) zapticinéné jednim vstupnim pulsem.

Pokud je vstup z(7) modelu perfect integrate-and-fire posloupnosti kladnych
a zapornych pulsu, vyslednou trajektorii je ndhodna prochazka. Pokud je vstupem
bily sum, nebo pokud frekvence kladnych a zapornych pulsu konverguje k nekoneénu,

kdyz jejich amplituda A — 0., je generovan Wieneruv proces.
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2.3.2 Leaky integrate-and-fire model

V tzv. leaky integrate-and-fire modelu (nebo také Lapicqueové ¢i leaky integrator
modelu) se v podprahovém rezimu vstupy linedrné nacitaji a potencidl exponenciélné
klesa na zakladé casové konstanty ¢. Pokud napéti dosdhne prahu 6 je generovan
akéni potencial a napéti je okamzité resetovano na klidovou hodnotu, ktera muze

byt transformovana na 0. Model muzeme popsat rovnici

T

V(r) = /x(u)e

0

7(7-

7 du pro 0 < V(7) < 6, (2.1)

kde predpokladdme emitovani predchoziho pulsu v ¢ase 0. Cas generovan{ pulsu 7;

za predpokladu generovani predchéazejictho pulsu v case 7;_; muzeme zjistit z rovnice

( 7 ]
—(r;—u
7, = min iT | 7>m71; 0= / x(u)e™ ¢ )du; lim V(n) = 0} . (2.2)
TO—T
Ti—1

Casy generovani pulst, které jsou odpovedf na konstantn{ vstup x(u) = ¢ jsou dény

jako Teseni rovnice (2.2), tedy

T =T —¢ln <1 - %) : (2.3)

kde c¢ > 6. Refrakterni perioda, prestoze neni piimo zabudovana v modelu, muze
byt jednoduse ptictena k délce t; = (7;—7;_1) kazdého mezipulsniho intervalu. Timto

zpusobem ziskame mezipulsni intervaly o délkach

kde a je doba trvani absolutni refrakterni periody.

2.4 Nahodnost v neuronalnich modelech

Modely zminéné v predchozi podkapitole jsou v zasadé deterministické. Nahodné
posloupnost akénich potencialu je produkovana pouze tehdy, kdyz jsou pritomny
nahodné fluktuace ve vstupu nebo v generovaném potencialu. Déle je mozné uvazovat

neuronalni modely s nestdlym prahem anebo s nestabilnimi parametry — obé tyto
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situace zpusobi, ze vystup neuronu bude stochasticky.

Jednim z moznych vysvétleni proménlivosti prahu ¢i parametru je neurofyziolo-
gicky fenomén zvany akomodace. Tato vlastnost neuronu je zalozena na skutecnosti,
ze pokud je stimul aplikovan v dostatecné nizké frekvenci, neuron neni excitovan
prestoze bylo dosazeno jeho predpoklddaného prahu. Neuron se sam piizpusobil
zméné. !

Dalsi otazkou je, zda neurony pracuji nahodné samy o sobé. Moznymi zdroji

nahodnosti pii generovani pulsu mohou byt
1. terméalni sum, kdy teplota ovlivni potencial neuronalni membrany,

2. koneény pocet ionovych kanalu v membrané neuronu, kdy elektrickd vodivost

membrany zavisi na po¢tu otevienych kanalu a
. s 7 s ’ ’. o
3. efekty souvisejici se zesitovanim neuront.

Obecné teceno, pokud jsou neurony fizeny vstupnim napétim o znamé zavislosti
na case, chovaji se viceméné deterministicky. Zda se neurony budou chovat témeér

deterministicky nebo spise nahodné zavisi na stimulu.

2.5 Neuronalni modely pouzité v dalsim textu

V dalsim textu budeme pfedpokldadat, ze posloupnosti akénich potencidlu splnuji
pozadavky kladené na procesy obnovy. V takovém piipadé jsou pozorované mezi-
pulsni intervaly realizacemi stejné rozdélenych ndhodnych velic¢in 77, ..., T, s husto-
tou f(t). Tato hustota je obvykle definovéna na intervalu [0, co), zanedbéva se doba
trvani akéniho potencidlu i refrakterni perioda. To je ovSem v pripadé refrakterni
periody znacné zjednoduseni, realné by meély byt ndhodné veliciny 7T; definovany na
intervalu [a, 00), kde a > 0 je konstanta.

Nejjednodussim stochastickym modelem neurondlni aktivity je Poissonuv proces.
Pokud je posunut o konstantu a, maji mezipulsni intervaly exponencidlni rozdéle-
ni (1). Univerzalnéjsim modelem je gamma rozdéleni (2). Ve ¢lanku Reeke a Coop
(2004) se konstatuje, ze pomoci hustoty gamma rozdéleni lze dobte aproximovat
hustotu mezipulsnich intervalii pro libovolny model, nebot pro b > 1 je gamma

rozdéleni velmi tvarné, od exponencidlniho k témér normalnimu. Pfipomenme téz

1Co je vsak zajimaveéjsi, pokud stimul dostateéné pomalu zvy$ujeme, neuron ziistane neexci-
tovany za jakkoliv silného stimulu. Hornim limitem zde bude pouze prurazné napéti membrény.
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vztah gamma rozdéleni k perfect integrate-and-fire modelu se vstupnim Poissonovym
procesem, viz str. 27. Exponencidlni rozdéleni (1) je zvlastnim piipadem gamma
rozdéleni (2) s b = 1. Pro b = 2 v rovnici (2) dostdvame hustotu alfa rozdéle-
ni (3). Hustota alfa rozdéleni reflektuje existenci obou refrakternich period, absolutni
i relativni, stejné jako hustota gamma rozdéleni.

K modelovani posloupnosti intervaltu mezi akénimi potencialy pouzijeme i dalsich
rozdéleni: normalni s hustotou (4), kde sice je P(t < 0) > 0, ovSem pii vhodné volbé
parametru (@ > 0, o relativné malé) zanedbatelnd; Weibullovo (5), kde se volbou
b = 1 dostdvame k exponencidlnimu rozdéleni; logaritmicko normélni (6); inverzni
Gaussovo (7).

Charakteristiky vybranych rozdéleni pii posunuti a = 0 jsou uvedeny v tab. 2.1.
Pii neurofyziologické interpretaci ma stfedni hodnota mezipulsnich intervalu sou-
vislost s frekvenci generovani pulsu a rozptyl s variabilitou posloupnosti akénich po-
tencialu. Koeficient variace nam poslouzi k vybéru konkrétnich parametrua danych

rozdéleni pro simulacni studie.

Tab. 2.1: Stfedni hodnota E, rozptyl D a koeficient variace CV vybranych rozdéleni.

Rozdéleni E D CcvV
Normaln{ U o? 7

b b 1
Gamma 2 % G
Exponencidlni % /\—12 1

2

Weibullovo D(EL)e /o [D(2) — r2(bL)|e-2/b %r)) —1
Logaritmicko normalni erto°/2 21 +a?/2) (7" _ 1) eo? — 1
Inverzni Gaussovo U w3/ A w/A

Dalsim modelem, se kterym budeme pracovat, je Ornstein-Uhlenbeckuv proces
generovani pulsu, ktery je jednim z nejznaméjsich neurondlnich modelu (viz napf.
Gerstner a Kistler (2002)). Tento model je specidlnim piipadem leaky integrate-and-
fire modelu (2.1), kde vstup X (7) je Gaussovsky bily sum. Alternativni popis tohoto
modelu muze byt proveden nésledujicim zpusobem.

Ptredpoklddejme ndhodny proces X (7), popisujici depolarizaci membrany, ktera
generuje akéni potencidl vzdy pfi prvnim dosazeni urcité urovné. Model depolarizace

membrany je zalozen na ptedpokladu, ze vstup neuronu je nacitan v ¢ase az do
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dosazeni jistého prahu. V tomto momenté je generovan akéni potencidl a nacitani
zaCina znova. Pokud je zde refrakterni perioda o délce a, jsou mezipulsni intervaly
determinovany ¢asem Tg prvniho dosazeni prahu S procesem X (7), coz muzeme
zapsat jako

Ts = inf{r > a, X (1) > 5|X(a) =29 =0 < S5} (2.4)

a proces X (7) je popsan rovnici

X(r)

dX (1) = (- ;

+ ,u) dr + ocdW (1), X(a)=0, (2.5)
kde W(7) predstavuje Wieneruv proces (integral z § korelovaného sumu s nulovou
stfedni hodnotou a amplitudou rovnou jedné, viz priklad 3.9), ¢ je ¢asova konstanta
modelu. Amplituda Sumu je ddna odchylkou o > 0, a parametr pu, ktery zde re-
prezentuje signal, je konstantou zpusobujici v procesu X (7) rust. Hustota ndhodné
veli¢iny (2.4) neni znama v uzaviené formé (viz Lansky a Sato (1999)), a proto musi

byt pii praci s timto modelem pouzita simula¢ni technika.

Konvence pro dalsi kapitoly

V dalsim textu, pokud to nebude bezpodminecné nutné, jiz nebudeme pouzivat
neurofyziologické terminy, ale jejich ekvivalenty se statistickym vyznamem. Zejména
namisto spojeni ,,mezipulsni interval “ budeme uzivat pojmu ndhodné velicina, resp.
realizace a pokud nebude uvedeno jinak znacit T', resp. t. Ze statistického hlediska je
absolutni refrakterni perioda ekvivalentni posunuti (relativni refrakterni periodou se
nebudeme zabyvat), proto budeme v dalsim textu pouzivat tento termin a oznacovat
symbolem a. PTi odhadu entropie z cenzorovanych dat budeme namisto pojmu puls

uzivat obecnéjsi terminy ,,udalost“ ¢i ,,obnova*.
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Kapitola 3

Statistické zaklady

V této kapitole shrneme statistické definice, metody a postupy pouzivané, analyzo-

vané a rozpracovavané v nasledujicich kapitolach.

3.1 Charakteristiky rozdéleni

Definice 3.1. Obecny s-ty moment «; ndhodné veliciny 7" kolem bodu ¢ je dan

vztahem
as=FE(T—-c¢)°, s=0,1,2,....

Rekneme, ze moment o existuje, je-li E|T — ¢|* < oo.

Definice 3.2. Pokud v definici 3.1 polozime ¢ = ET', budeme mluvit o centralnich

momentech
us = E(T — ET)®, s=0,1,2,....

Pozndmka. Mezi obecnymi momenty a centralnimi momenty plati vztahy

po = 1,

p = 0,

M2 = Q2 — Oéfa

fs = az—3aiog + 208,

py = oy —4aios+ 6020y — 3ai.
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Definice 3.3. Kumulanty jsou linedrni kombinace momentu volené tak, aby ku-
mulant souc¢tu nezavislych nahodnych veli¢in byl sou¢tem kumulantu jednotlivych
s¢itancu. Oznac¢ime-li s-ty kumulant jako x4, ma tedy pro nezavislé ndhodné veliciny
Ti,...,T, platit

ko (Th+ -+ Tp) = kig(T)) + -+ + kg (T}).

Tuto vlastnost maji charakteristiky definované jako

K1 = ET
Ro = 2
R3 = U3

Ka = jug — 345
ks = ps — 10pops
ke = po — 15apa — 10u3 + 3043,

Poznamka. Existuje-li k-ty moment kolem pocéatku, tj. ap pro ¢ = 0, lze charakte-

ristickou funkei rozvinout pro malé ¢ v radu

Polozime-li

a pouzijeme dalsitho Taylorova rozvoje

1

1 1
In(l+2)=2z2-— 522 + gz?’ — 4 (—l)kﬂzzk + o(2")
dostaneme
k
In () Z 74 o(th). (3.1)

Jelikoz se pfi nezavislosti charakteristické funkce nasobi (a tudiz jejich logaritmy se
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scitaji) vyplyvé z (3.1) aditivni vlastnost kumulantu pii nezavislosti.

Pozndmka. Mezi zékladni charakteristiky hustoty f(t) patii mira jeji polohy, rozpty-
lenosti, Sikmosti a Spicatosti. Jako miru polohy pouzivame stiedni hodnotu pu, jako
miru variability smérodatnou odchylku o, jako miru sikmosti (informaci o symetrii

¢i asymetrii) pouzivame vztah

"= H3 _ K3
===2
o3 o3
a pro miru Spicatosti predpis
~ Ha K4
g = 12 _ i
ot 4

ktery zaruci, ze mira Spicatosti je nulova pro normalni rozdéleni.

3.2 Nahodné procesy

V této podkapitole uvedeme nékteré definice a charakteristiky vztahujici se k nahod-
nym procesiim. Cerpat zde budeme ze knih Andél (1976), Cox (1962) a Praskové a
Lachout (2001).

Definice 3.4. Necht (9, A, P) je pravdépodobnostni prostor, necht 7 C R. Systém
realnych nahodnych velicin {X,,7 € T} definovanych na (€2, A, P) se nazyva na-
hodny proces.

Poznamka. V ptipadé, ze T = Z nebo T = Ny, mluvime o procesu s diskrétnim
casem nebo casové fadé. Pokud T = [a,b], kde —co < a < b < oo, fikdme, Ze

{X,, 7 € T} je proces se spojitym Casem.

Pozndmka. Néhodny proces se podle okolnosti oznacuje také { X, (w)}, {X,} anebo
{X(7,w)}; symbol 7 € T se vynechdva, je-li ze souvislosti ziejmé, o jakou mnozinu 7T
jde.

Pozndmka. Néhodny proces {X,.(w),7 € T} muzeme chapat jako funkci dvou
proménnych w, 7. Pro pevné 7 € T je X, = X,(-) ndhodna veli¢ina definovand
na 2; pro pevné w € Q je Xy = X(y(w) redlnou funkci proménné 7. Této funkci

fikdme trajektorie procesu { X, (w),7 € T}.
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Pozndmka. Kazdé koneéné podmnoziné {ry,...,7,} C T, n € N, lze pfifadit systém
ndhodnych velicin { X, ..., X, }, které maji simultdnni rozdéleni s distribuéni funk-
ci

F. a(x1,...,0,) =P(X,, <uz,,..., X, <x,).

Definice 3.5. Necht {X,,7 € T} je ndhodny proces takovy, ze pro kazdé 7 € T

existuje stredni hodnota FX,. Potom funkce
ur = BX,

definovand na T se nazyv4 sttedni hodnota procesu { X, }. Jestlize plati F|X,|? < oo

pro vSechna 7 € T, potom funkce dvou proménnych definovand na 7 x 7 predpisem
R(s,7) = E(Xs — ug)(X,; — u,)

se nazyva autokovarian¢éni funkce procesu {X,}. Hodnota R(7,T) se nazyva rozptyl

procesu v case T.

Definice 3.6. Rekneme, ze ndhodny proces {X,,7 € T} je striktné staciondrni,
jestlize pro libovolné n € N, pro libovolna realnd x4, . .., z, a pro libovolnd 74, ..., 7,
a h takova, ze T, € T, e + h € T, 1 < k < n plati

FTl,...,Tn('r17 L 7In) = FTl—I—h,...,Tn—l—h(xlv L 7xn)-

Pozndmka. 7 definice striktni stacionarity mimo jiné plyne, Zze vSechny ndhodné
veliciny X maji stejné rozdéleni a ze zédkladni charakteristiky jako stfedni hodnota

a autokovarianéni funkce se neméni pii posunuti v case.

Piiklad 3.7. Bily sum je proces {X,,7 € Z} nekorelovanych ndhodnych veli¢in
s nulovou stfedni hodnotou a stejnym konetnym rozptylem. Pokud jsou nahodné
veliciny X, nezavislé, mluvime o striktnim bilém Sumu. Néazev je odvozen ze spekt-

ralnich vlastnosti tohoto procesu a analogie s fyzikalnimi vlastnostmi bilého svétla.

Piiklad 3.8. Predpokladejme, ze v intervalu (7,7 + h], a to nezavisle na 7, dojde
k vyskytu jedné udélosti s pravdépodobnosti Ah+o(h), A > 0, vice nez jedné udalosti
s pravdépodobnosti o(h), a ze poéty uddlosti, které se vyskytnou v disjunktnich
¢asovych intervalech, jsou vzajemné nezavislé ndhodné veliciny. Necht N, znaci pocet

udalosti v intervalu [0, 7]. Potom {N,,7 > 0} je ndhodny proces, ktery se nazyva
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Poissonuv. Pocty udélosti NV, maji Poissonovo rozdéleni s parametrem Ar,

—)\7')\ k
P(NT:k):%, k=0,1,....

Konstanta A se nazyva intenzita Poissonova procesu.

Piiklad 3.9. Wieneruv proces (nebo také Brownuv pohyb) je ndhodny proces
{W,, 7 > 0}, ktery mé tyto vlastnosti:

1. Wy =0a{W,,7> 0} mé spojité trajektorie.

2. Pro libovolné casové okamziky 0 < 7 < 1 < --- < 7, jsou piirustky procesu
W, —Wo, We, = Wo,, ..., W, — W, | nezavislé ndhodné veli¢iny.

3. Pro libovolné 0 < 7 < s maji prirustky W, — W, normalni rozdéleni s nulovou

stfedni hodnotou a rozptylem o2(s — 7), kde o2 je kladnd konstanta.

Definice 3.10. Necht {T;,,n € Ny} je posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in,
které nabyvaji pouze kladnych hodnot; dale predpokladejme, ze 17,75, ... maji

stejné rozdéleni s distribucni funkci F' a se stfedni hodnotou p. Polozme
k=0

Potom proces ndhodnych veli¢in { N, 7 > 0} takovych, ze
N, =sup{n: S, <7},
se nazyva proces obnovy.

Pozndmka. Néhodn4 veli¢ina S, znadi cas, kdy dojde k vyskytu (n + 1)-ni udédlosti
(obnovy), N, je pocet uddlosti v intervalu [0, 7]. Je-li Tp = Sy = 0, povazujeme
pocatek za cas obnovy. Néekdy v tomto pripadé mluvime o ¢istém procesu obnovy.

Néhodné veliciny 17,75, ... jsou doby mezi udalostmi.

Véta 3.11. Intervaly mezi udalostmi u Poissonova procesu { N, 7 > 0} o intenzité A

maji exponencidlni rozdéleni (1) s parametrem a = 0.

Diikaz. Viz Tuckwell (1988). O
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Definice 3.12. Dobu mezi 7 a nasledujici udalosti, tj.
V()= SN, —,

oznacujeme jako dopfedny rekurencni cas. O dobé mezi posledni udélosti a ¢asem
T, tedy
Ult)=7—-8n._1, 72>,

mluvime jako o zpétném rekurenénim case.

Pozndmka. Rekurencni ¢asy jsou ilustrovany na obr. 3.1.

| | |
| [
Vit ta Urga
T T+A

Obr. 3.1: Ilustrace rekurencnich casu.

Definice 3.13. Necht f(t) je hustota intervala mezi uddlostmi. Potom funkci
F) = [ fw)du
t

nazveme funkef preziti. Déle necht vyraz E(N; ,4a) je sttedni hodnota poctu udélosti

na intervalu (7,7 4+ A). Potom definujeme tzv. hustotu obnovy jako funkci

. E NT,T
) = i, S

Véta 3.14. Necht fi(t) oznacuje hustotu prvniho intervalu mezi uddlostmi (pred-
poklddame, ze prvni udédlost nastane v case 0) a A je sitka intervalu na kterém

sledujeme nastoupeni udalosti. Potom hustota U, je dana jako

fu.(t) = h(T — ) F(t) (3.2)
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a hustota V, je rovna

T

Fo () = fu(r +1) + / h(r — ) f(u+ t)du. (3.3)

0

Déle, pokud uvazujeme limitni rozdéleni pro A — oo, pak limitni hustota je pro oba

rekurencni casy dana jako

F(t
fim = 21, (3.4)
L
kde )
— = lim h(A —1).
ol A—o0
Diikaz. Viz Cox (1962). O

Piiklad 3.15. Pro Poissontiv proces o intenzité A plat{ F(t) = e h(t) = X a
fv.(t) = fu.(t) = Ae7*. Rozdéleni obou rekurenc¢nich cast je zde tedy stejné jako

rozdéleni intervali mezi udalostmi.

3.3 Parametrické odhady rozdéleni

Tato kapitola je zpracovana na zékladé knih Andél (1978), Lehmann a Casella (1998)
a Machek (1980).

3.3.1 Zaklady teorie odhadu

Predpoklddejme, ze ndhodny vektor T' = (T1,...,T,) ma hustotu f(¢, ), pricemz
0 = (01, ...,0k) je neznamy parametr. Na zaklade T je tteba ziskat co nejlepsi odhad
parametru @, o kterém vime pouze to, ze nalezi do parametrického prostoru ©.
V pripadé bodového odhadu, kterym se budeme déle zabyvat, to znamena najit
zobrazeni g takové, aby ndhodny vektor U = ¢(T') v néjakém rozumném smyslu co

nejlépe aproximoval hodnotu 6.

Definice 3.16. Rekneme, ze odhad U parametru 6 je nestranny, plati-li EU = 0
pro kazdé @ € ©. Rekneme, 7e odhad U parametru € je asymptoticky nestranny,
plati-li lim,, ., EU = @ pro kazdé 8 € ©. Plati-li EU = 6+ b(0), kde funkce b neni
identicky rovna nule na mnoziné O, nazyva se odhad U vychyleny. Vektoru b(8) se
pak tika vychyleni odhadu U v bodé 6.
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Definice 3.17. Necht 0 je jednorozmérny parametr a predpoklddejme, ze Ty, T5, . ..
je vybér z rozdéleni zavislého na 0. Pro kazdé ptirozené ¢islo n méjme definovan
odhad U, = g,(T4,...,T,). Rekneme, ze odhad U, je konzistentni, jestlize U,, — 6
podle pravdépodobnosti pfi n — oo.

3.3.2 Maximalné vérohodné odhady

Necht nahodny vektor 71, ..., T, ma hustotu f(ty,...,t,;6). Parametr 6 € ©, kde
O je interval na primce, respektive k-rozmérny vektor parametru 0 € O, kde O je

cast k-rozmérného euklidovského prostoru.

Definice 3.18. Funkci parametru 6 definovanou pro vSechny mozné realizace (717,
. T) = (t, ..., t,) vztahem

L(9|t1, . ,tn) = f(tl, Ce ,tn, 9)
nazveme funkeci vérohodnosti.

Metoda maximalni vérohodnosti spoc¢iva v tom, ze se jako odhad parametru 6
voli odhad é(tl, ..., t,) takovy, ze plati

LO(ty, ... t)|t, .. tn) = sup L(O)ty, . .., t,), (3.5)
6co

pokud funkce L(0|tq,...,t,) v nékterém bodé parametrického prostoru svého sup-

rema nabyva a pokud je tento bod skutecné zavisly na tq, ..., t,.

Definice 3.19. Statistika é(tl, ..., tn), spliujici (3.5), se nazyva maximalné véro-

hodny odhad parametru 6.

Pozndamka. Zpravidla je vyhodnéjsi pracovat s logaritmem funkce vérohodnosti misto

s puvodni funkci vérohodnosti. Logaritmus funkce vérohodnosti,
[(O)ty, ... ty) =InL(O|t1,... ,ty), L(O|t1,...,t,) >0,

se nazyva logaritmickda funkce vérohodnosti. Protoze je logaritmus ryze rostouci
funkei, muzeme podminku (3.5) nahradit obdobnou podminkou pro logaritmickou

vérohodnostni funkei: maximalné vérohodnym odhadem bude odhad (1, ..., t,)
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splnujici podminku
1Oy, ... t)|tr, .. tn) = supl(O]ty, ... tn). (3.6)
©

Poznamka. Pokud
1. funkce {(0ty, ..., t,) nabyva svého suprema v nékterém vnitinim bodé para-
metrického prostoru;
2. mnozina hodnot ¢y, ...,t,, pro které f(t;,...,t,;0) > 0 nezavisi na 6,
3. funkce [(f|tq,...,t,) ma derivaci podle 6, popi. pii vektorovém parametru
0 = (04, ...,0;) prvni parcidlni derivace podle vSech slozek parametru 6,

l1ze maximalné vérohodny odhad parametru 6 hledat obvyklymi metodami pro sta-

noveni extrému, tedy feSenim rovnice

AUl .. 1)
a0

=0

pii redlném parametru, a feSenim soustavy rovnic

DLt ... tn)
29,

=0, i=1,...,k

pii vektorovém parametru.

Priklad 3.20. Pro exponenciélni rozdéleni (1) postupné ziskdme

Ftr, ..t X a) = Anem e At Ft) — L) alty, ... t,)

LA alty, ... t,) =nln(A) +nda — At + -+ -+ 1,).
Pokud uvazujeme parametr a jako pevné dany, dostaneme odhad parametru A jako

1
Lt 4 +tn) —a

)\MLE =

Pro soucasny odhad obou parametru stanovime soustavu rovnic

n
~—(ti+--+ty)+na = 0

A
A = 0,
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kterd vsak nema feSeni, coz je v souladu s predeslou poznamkou — podminka 2. je
porusena.

Maximalné vérohodny odhad parametru a odvodime nasledujici ivahou: bez
ohledu na parametr A\ hodnota vérohodnostni funkce poroste se zvétsujicim se pa-
rametrem a. Pfirozenou hranici, kam az muze a rust na zékladé realizaci tq,...,t,
je hodnota min{ty,. .., t,}, kterd je tedy maximdlné vérohodnym odhadem parame-

tru a. Maximalné vérohodny odhad obou parametru pak dostaneme jako

A 1
a="17T, a = .
W 1y [T~ To)

n

(3.7)

Pozndmka. Systém vérohodnostnich rovnic se nam obvykle podaii sestavit. Vétsinou
vSak neni mozné ziskat jeho feseni analyticky, je tfeba maximalizovat vérohodnostni

funkci numericky.

Maximalné vérohodné odhady a parametr posunuti

Pritomnost parametru posunuti muze zasadnim zpusobem ovlivnit maximalné veé-
rohodné odhady zbylych parametru i jejich charakteristiky. Pro konstrukeci charak-
teristik maximalné vérohodnych odhadu jsme vyuzili tvrzeni z knihy Andeél (1978).
V piipadé exponencidlniho rozdéleni (1) s a = 0 muzeme odvodit rozdéleni pro

maximalné vérohodny odhad Z parametru A,

1
Z=7 nTy

jako hustotu

J2(2) (n — 1)1 zntt
Jeho stfedni hodnota je
B(Z) = A= . -
a rozptyl -
D) =N

Nyni lze provadét tsudky o nestrannosti ¢i konzistenci ziskaného odhadu a popri.

navrhovat v tomto smeéru kvalitnéjsi odhad.

V piipadé, ze uvazujeme exponencidlni rozdéleni (1) s a # 0, se situace zmeéni.
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Dostaneme
()" (=
(n—1)! 22

Nyni vyjadiime stfedni hodnotu jako

). kde z > na.

fz(z) =

E(Z) = (n\)"a" 'T'(—(n—1),an\).

Odvozena stfedni hodnota obsahuje neldplnou Gamma funkci se zdpornym prvnim
parametrem, takze ji neni mozné prevést na nekonecnou fadu, pouze aproximovat.
Nelze analyticky vypocitat integrél pro F(Z?), proto nelze vyjadiit rozptyl. Je tedy
vidét, ze pritomnost posunuti u rozdéleni (1) zdsadné meéni statistické vlastnosti

odhadu vhodného v ptipadé a = 0.

3.4 Neparametrické odhady hustoty

3.4.1 Odhad hustoty histogramem

Histogram je zédkladnim neparametrickym odhadem hustoty. Jeho konstrukce je re-
lativné snadna, presto se zde objevuji problémy s nastavenim volitelnych parametru

histogramu.

Definice 3.21. Pro nase ucely pouzivame histogram definovany jako

fhzst Z [zj,l,Zj)(t) (Z I[Zjl,zj)(ti)> +

j n
ZTI’L7Z77L+1] (Z IZ’I‘I’L7Z77L+1] > ) t 6 R (38)

i=1

=2
1
ndm

s m ekvidistantnimi nebo neekvidistantnimi délicimi intervaly o délkach d; = zj41 —
2, 7 =1,...,m, a hranicich z; < 20 < -+ < 25, < Zp41. V zdsadé mizeme Fici,
ze pii konstrukei histogramu rozlozime interval [21; z,,11] € R na podintervaly a na

kazdém z nich nezndmou hustotu odhadneme konstantou.

Pozndmka. Muzeme zvolit ekvidistantni déleni, kde d; = d Vj je konstanta. Pro

urceni d pak plati vztah
d— Zm+1 — <1
—

Jiné smysluplné (neekvidistantni) déleni dostaneme, kdyz pozadujeme, aby v kazdém
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ndmi urceném intervalu lezel stejny pocet pozorovani (az tieba na posledni délici

interval).

Pozndmka. Histogram je definovan tak, aby splioval
/ Fuise(t)dt = 1.

Volba ,,parametra“ histogramu

Histogram pfti své konstrukci vyzaduje zadani ,vnitinich parametru®. Je to pocet
deélicich intervalu m (u ekvidistantniho déleni ekvivalent s sitkou intervalu; u déleni
se stejnym poctem pozorovani v délicim intervalu ekvivalent s poctem pozorovani
v intervalu) a vymezeni intervalu [z1, z,,+1] na némz histogram konstruujeme. Op-
timalni volba zavisi v obou pfipadech nejen na velikosti ndhodného vybéru n, ale
také na typu rozdéleni a na hodnotach jejich parametru.

Vhodnou volbou poc¢tu délicich intervalu m se snazime najit kompromis mezi
dvéma protichudnymi pozadavky: mit co nejvice délicich intervalu pro pfesny popis
odhadované hustoty a zaroven mit co nejvice pozorovani v kazdém délicim intervalu
pro dobry odhad hustoty na tomto intervalu. V literatuie se doporucuji nasledujici

volby poc¢tu ekvidistantnich intervalu:
e Sturgersovo pravidlo m ~ 1 + 3,3logn (viz Sturgers (1926));

e Doanovo pravidlo pro ne-normdlni data m ~ 3+ [Inn] + [In(1 4+ 414/n/6)] (viz
Doane (1976)).

Doporucené volby sitky ekvidistantnich intervalua jsou
e d~ 3496173 (vhodné zejména pro normélni rozdéleni, viz Scott (1979)) a
e d~ 2IQRn"3 (viz Freedman a Diaconis (1981)).

Jednou z moznych voleb hranic histogramu je z; = min{ty,...,t,} a zpy =
max{ty,...,t,}. Tato volba ale nerespektuje zejména nekonecné defini¢ni obory hus-
tot. Pti stanovovani okraju histogramu bude tedy vhodné zhodnotit mozny interval,
ve kterém se bude nas ndhodny vybeér realizovat.

Pro vybéry z normélniho rozdéleni muzeme pouzit volbu z; = min{ty, ..., t,}—s;

a Zme1 = max{ty, ..., t,} + s, kde s; je odhad smérodatné odchylky pro realizace
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nahodného vybéru. V nasem piipadé, kdy se zabyvame predevsim rozdélenimi defi-
novanymi na polopiimce, bude opodstatnénd volba z; = 0 ¢i z; = k < min{ty,...,t,}
a Zmy1 = max{ty,...,t,} + 1, kde k a [ budou kladné konstanty.

3.4.2 Jadrové odhady hustoty

Sofistikovanéjsim odhadem hustoty je jadrovy odhad.

Definice 3.22. Jddrem nazyvame funkci K : R — (0,00), kterd je symetricka,

ohranicena a pro niz plati

t—+o0

/K(t)dtzl a  lim [t|K(t) = 0.

Poznamka. Ptehled ¢asto uzivanych jader je uveden v tab. 3.1.

Tab. 3.1: Prehled obvyklych jader.

Gaussovo —=€e 2 Epanecnikovo

NI

(1= )1 (t)
Dvojvazené B = %) 1(t) | Trojvézené B =123 (¢)
Trojthelnikové (1 — [¢|)11—1,1(t) Obdélnikové L1y 4(¢)

Kosinové cos(t)I—1,1(1) Laplaceovo LeM

Definice 3.23. Nechtf K je jadro a h > 0 je konstanta. Potom jadrovy odhad

hustoty je dan vztahem

nhfjf{( ; ) teR. (3.9)

Konstanta h hraje roli méritka, kterym se méni proporce jadra. Klicovou otazkou
je volba nejvhodnéjsi konstanty h. Vétsina doporuceni vychazi z volby vhodné
miry kvality (pfesnosti) odhadu, jako je napf. stfedni ¢tvercova chyba, maximum
vychyleni atp., a ivah o jeji asymptotické minimalizaci. Jejich spole¢nou nevyhodou

je potieba znalosti mnoha apriornich informaci o odhadované hustoteé.

44



V praxi se k této uloze pristupuje zpravidla empiricky. Odhad se vypocte pro
ruzné hodnoty h,, a za optimélni se zvoli to h,,, pro néz je vysledny odhad piijatelné
hladky. Dalsi moznosti je pouzit metodu kiizového ovérovani. Hleda se konstanta h,

jez maximalizuje vérohodnost
L(h) = I] fui(ts),
i=1

kde
1

:nh

zn: K(t;j">, teR (3.10)

™ (5=1),(3#9)

a h se vezme jako optimalni sitka jadra.

3.4.3 Momentové odhady hustoty

V této kapitole se budeme zabyvat malo pouzivanymi momentovymi odhady hustoty.

Necht f(t) je hustota s kumulanty ki, ka,... aej, j =1,2,... jsou konstanty. Pak

funkce
e’} —D i
o) =esn [ S, 20 ) 1o .11
=)
mé kumulanty ki + €1, ke + €a,.... Exponencidlu ve vztahu (3.11) lze rozvinout

v fadu a psat

(E]O‘il €5 (_;Dz)]
7!

OS> ) s (3.12)

i=0
Uvazujeme-li standardizovanou veli¢inu a jako f(t) vezmeme hustotu normélniho

rozdéleni, dostaneme
e =0, e=0, es=7 a e4="s.
Potom volbou j =1,2,3,4,7 = 0,1 v (3.12) dostaneme tzv. Gram-Charlieruv odhad

fooly) = @m) e B 1+ 2" =3y + 2 — 6 +3)].  (3.13)
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Volbou j =1,2,3,4,i =0,1,2 v (3.12) a vynechdnim ¢lenu Fadu mensitho nez 1/n
(viz tab. 3.2) dostaneme tzv. Edgeworthuv odhad

fealy) = @073 L+ L7 =3+ 2t -6 +3) (314)
2
+ %(yﬁ — 15y* + 45y* — 15)} .

Znédme-li tedy p, o, 71 a 7y, muzeme hustotu f(t) aproximovat jako

s~ 7 (1),

g

kde f je dano vztahem (3.14) pro Edgeworthuv odhad hustoty respektive vztahem
(3.13) pro Gram-Charlieruv odhad hustoty. Ackoliv Edgeworthuv odhad obsahuje
vice clenu nez Gram-Charlieruv odhad, neni obecné lepsi nez Gram-Charlieruv od-
had.

Edgeworthuv odhad (3.14) muzeme odvodit i nésledujicim zpusobem. Predpok-
ladejme, ze mame k dispozici charakteristiky pu, o, 71, v2 a chceme z nich ptiblizné
zrekonstruovat hustotu f(¢). Vyjdeme od obecnéjsiho problému, jak vyuzit charak-
teristik

Iij/(fj, 3<j<k.

Budeme uvazovat ndhodnou velicinu 7', ktera je sou¢tem n nezavislych stejné rozdé-
lenych ndhodnych velicin 71, ..., T,. Tyto veliciny maji charakteristiky u’, o2, x5,

k) atd. Ndhodnd veli¢cina 7" potom bude mit tyto charakteristiky:

po= n,
o = no”,
K = n/{;, 3< i<k
Muzeme tedy psat
Ry 11 K
Yj-2 = g =n 2 5

Sefadime-li charakteristiky v;_2 a jejich mocniny podle toho, jakého jsou fadu v moc-

ninach n, dostaneme tab. 3.2.
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Tab. 3.2: Charakteristiky v sefazené dle mocnin n.

rad charakteristika

1
nz2 m
-1 2
n Y2, /71
-3 2 A3
n Y3, V21 M1

Provedeme rozvoj charakteristické funkce ¢ (t) v fadu a vyse uvedend tabulka

nam bude voditkem pii zanedbavéni élenu. S pouzitim (3.1) dostavame

it— 14252 rkl-ﬂ k‘
Y(t) = e exp <y %(zt)ﬂ +o(t%) » .
j=3J
Nyni prejdeme ke standardizované ndhodné veli¢iné
T
T-1_F
o

kterd mé charakteristickou funkci

O(t) = izﬁ: (it)! + o(t* /o* )}

Rozvineme-li druhou exponencialu v Taylorovu fadu a vynechame ¢leny radu men-

§tho nez 1/n, respektive obsahujici o(t*/c*), dostaneme pti v;_o = k;/07

B0~ ¥ (14 T + LGyt + : (%)2 (it (3.15)

Principem Edgeworthova rozvoje nyni je, ze hustotu f(¢) aproximujeme hustotou,

pro niz je charakteristickd funkce rovna pravé strané vztahu (3.15). Jelikoz plati

o0
2

/ eWp® (y)dy = (—it)Fe~ 3",

—00

kde o) je k-t4 derivace normované normalni hustoty
1 1,2
p(y) = (2m) 7272V, —oo <y < oo,
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odpovidd prava strana rovnice (3.15) funkci

7o) = oly) — Lo () + 220 () + L0,

6 24 72
Vypocteme-li derivace ¢®), miizeme psét
fly) = @ote 14 %(y3 —3y) + %(yﬂ‘ — 6y* +3)
2
+7—;(y6 — 15y + 45y% — 15)} ,

coz je pravé Edgeworthuv odhad hustoty (3.14).

3.5 Diferencialni entropie

Definice 3.24. Entropii diskrétni ndhodné veliciny T' s pravdépodobnostni funkci

pi = P(T =) > 0 definujeme jako
H(T) = - sz‘ log, pi.- (3.16)

Pozndmka. Definice 3.24 je ve shodé se Shannonovou formulaci entropie, kde se
mira entropie signalu odvozuje z odhadu pravdépodobnosti, s nimiz jsou jednotlivé
signaly pozorovany (za ur¢itych danych podminek). Entropie je méfena v bitech a

je mirou ,nahodnosti“ rozdéleni (viz Cover a Thomas (1991)).

Definice 3.25. Necht S je nosi¢ hustoty f (). Rozsiteni definice 3.24 pro spojité

rozdéleni, tzv. diferencialni entropie, je dana jako
H(f) == [ f(t)n f(t)dt, (3.17)
5

viz Cover a Thomas (1991). Zejména kvuli usnadnéni vypoctu zde pouzijeme piiro-

zeny logaritmus. Je vidét, ze hodnota diferencidlni entropie nezavisi na posunuti.

Existuje ptimy vztah mezi diskrétni a diferencialni entropii. Defini¢ni obor hus-

toty f(t) muzeme rozdélit na intervaly o délce A. Predpokladejme, ze hustota je na
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kazdém délicim intervalu spojitd. Pak existuje hodnota t; takova, ze plati

Uvazujme diskretizovanou ndhodnou veli¢inu
T2 =t; pro iA<T < (i+1)A.

Entropie diskretizované nahodné veli¢iny je rovna
Zf DA In( f Zf DA In(f(t;)) — InA.

Jestlize je hustota f(t) Riemannovsky integrabilni, pak plati
H(T®) +InA — H(T) pro A —0.

Diferencialni entropii muzeme vyjadfit také pomoci distribuéni funkce F'(t) =
P(T <'t) (viz Vasicek (1976)) jako

H(f) = /11n {%F‘l(t)}dt. (3.18)

Prestoze predpis (3.17) vypadé jako analogie vzorce (3.16), interpretace a vlastnosti
diferencialni entropie se od entropie definované pro diskrétni ndhodnou veli¢inu lisi
(napf. diferencidlni entropie muze byt zdpornd). Pro interpretaci diferencidlni ent-

ropie uvazujme nasledujici mnozinu hustot M:
e vSechny hustoty z této mnoziny maji stejny nosic;
e stfedni hodnota je stejna pro vsechny hustoty z této mnoziny.

Z této mnoziny vybereme hustotu ¢(t) s nejvyssi diferencidlni entropii. Potom muze-
me Tici, ze vysoké hodnoty diferencidlni entropie pro hustotu f(¢) € M vyjadiuji vy-
soky stupen pfiblizeni rozdéleni s hustotou f(t) k rozdéleni s hustotou g(t). Prehled
rozdéleni s maximalni entropii pro ruzné nosice a fixované charakteristiky je uveden
v tab. 3.3.
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Tab. 3.3: Rozdéleni s maximélni entropii (viz Kagan et al. (1973))

Nosic Fixace sttedni hodnoty vyrazu Hustota s maximalni entropii
(0,1) - f(t) =1 (stejnomérné)

(0,1) InT aln(l1-7T) Beta rozdélent

(0, 00) T Exponencialni rozdéleni

(0, 00) TalnT Gamma rozdéleni

(—o00,00) T? Normaélni rozdéleni

(—o0,00) |T| Laplaceovo rozdéleni

V tab. 3.3 vidime, Ze mezi vSemi rozdélenimi se stejnou stiedni hodnotou defi-
novanymi na polopifimce maximalizuje diferencialni entropii exponencialni rozdéle-
ni’ (1). V dalsim textu, pokud nebude uvedeno jinak, pouzivdme termin , entropie*
ve smyslu ,diferencialni entropie“. Prehled entropie vybranych rozdéleni je shrnut
v tab. 3.4.

Tab. 3.4: Piehled entropie vybranych rozdéleni.

Rozdéleni Entropie

Normalni % —In ( 21W)

Gamma b+ (1 —b)¥(b) — In(A) +InT'(b)
Exponencialni 1—InA

Weibullovo —In(cb) — L=NOITIGH() g

Logaritmicko normalni In (O’ 27T) +pu+ %

Pro odstranéni potizi s interpretaci diferencialni entropie se zavadi Kullback-

Leiblerova informaéni vzdalenost (nékdy téz zvand vzdjemnd ¢i relativni entropie).

Definice 3.26. Necht f(t) resp. g(t) je hustota s nosicem S; resp. S,. Kullback-

Leiblerovu informac¢ni vzdéalenost potom definujeme predpisem

f({f(t)ln%dt pro Sy C S,

KL(f(t),g(t)) = i (3.19)
00 pro Sy € S,.

'Miizeme tedy fiici, ze exponencidlné rozdélené mezipulsni intervaly jsou generovany
,hejndhodnéjsim “ zpusobem. Tato situace muze byt interpretovana jako ,,stav klidové komunikace “
mezi neurony. Transportovdna je pouze minimalni informace a pfijimaci neuron je tak udrzovan
ve stavu ,,maximalni pozornosti“ nejvyssi ndhodnosti p¥ijimanych pulsu.
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Kullback-Leiblerova vzdéalenost je ,,mirou“ podobnosti mezi dvéma hustotami. Je
nezdpornd, v ptipadé, Ze nosic¢ hustoty g obsahuje nosi¢ hustoty f je koneéna? (viz
Cover a Thomas (1991), Kostal a Lansky (2006)). Kullback-Leiblerova vzdalenost
neni metrikou, protoze neni symetricka.

Jak jiz bylo feceno, vyznamnou roli pro nas hraje vzdalenost hustot rozdéleni
definovanych na kladné polopfimce od hustoty exponencidlniho rozdéleni (1). Kull-
back-Leiblerova vzdélenost mezi hustotou exponencidlniho rozdéleni fg,, a husto-
tou f libovolného rozdéleni se stejnym nosicem a se stiedni hodnotou E(T') se dé
vyjadiit?® jako

KL(f, feep) = AE(T) —In XA — H(f). (3.20)
V pifpadg, ze stiedni hodnoty hustot f a fg,, jsou shodné (E(T) = E(Tgap) = 1),

dostaneme z rovnice (3.20) vztah

KL(f, foep) = 1= InA = H(f) = H(feap) — H(f)-

To znamena, ze otazka ,,jak urcit Kullback-Leiblerovu vzdalenost“ je v tomto piipadé
redukovana na vypocet diferencialni entropie. Navic obecné bude pro hustoty fa a
fr platit

KL(fB; fEap) — KL(fa, fEap) = H(fa) — H([B)-

Vypocet rozdilu Kullback-Leiblerovych vzdalenosti hustot f4 a fp od exponencidlni
hustoty se tak v tomto ptripadé stane ekvivalentni vypoctu entropii hustot f4 a fg,

popft. jejich odhadu pii redlném problému.

2Pti neurofyziologickych aplikacich mize dojit k situaci KL(f(t),g(t)) = oo, kdyz budeme
srovnavat rozdéleni intervalii mezi akénimi potencidly neuronu s rozdilnou refrakterni periodou.

3Tento vyraz mizeme interpretovat jako ,miru redukce ndhodnosti“ nebo ,miru zisku infor-
mace“ ve srovnani s klidovou komunikaci.
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Kapitola 4
Odhad parametru posunuti

V této kapitole se budeme zabyvat parametrickymi a neparametrickymi odhady pa-
rametru posunuti. Nejprve jednotlivé metody uvedeme, poté je srovname na zékladé

vysledku odhadu ze simulovanych i realnych dat.

4.1 Neparametrické metody odhadu posunuti

4.1.1 Odhad minimalni hodnotou

Zakladnim neparametrickym odhadem a je nejmensi hodnota, tedy
a=Tpyy. (4.1)

Tento odhad je vypocetné velmi rychly, jednoduchy, a dava asymptoticky nestranny
odhad (E(T{1y) konverguje k a pro rostouci velikost vybéru n), ale systematicky nad-
hodnocuje parametr posunu (a < 7T(1y pro vsechna n). Napiiklad pro exponencidlni
model (1) plati

1
E(T(l)) =a-+ H’
nicméné
nh—>I£lo E(T(l)) = Q.

Vyhodou odhadu (4.1) je nezavislost na pouzitém modelu. Na strané druhé, kva-
lita tohoto odhadu na ném silné zavisi, zejména na tvaru levého cipu hustoty neboli
pravdépodobnosti realizace nahodné veli¢iny blizké k a. Naptiklad u exponencialniho

rozdéleni (1) s parametrem \ = 1 dojde k realizaci hodnoty blizké parametru posu-
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nuti s mnohem vétsi pravdépodobnosti nez u Weibullova rozdéleni (5) s parametry
b= 0,5 ac=10. Pro ilustraci viz tab. 5.4 na strané 95, kde jsou zobrazeny hustoty

predmétnych rozdéleni.

4.1.2 Odhad posunuti jako soucast odhadu nosice

Pro nase tucely jsme pouzili ¢ast metodologie pro odhad nosice hustoty rozdéleni.
Odhad je mozno konstruovat piimo jako odhad levé hranice nosice, anebo jako
mnozinu spliujici predepsané vlastnosti (jako odhad parametru posunuti vezmeme

jejl levou hranici). Ve ¢lanku Cooke (1979) je odhadnuta leva hranice nosice jako

n

o= 2T — Y[(1— (i~ 1)/n)" — (1~ i/n)"ITy, (42)

1=1

pro rozsahla pozorovani autor navrhuje
a= 2T(1) - (6 — 1) Z €_iT(i). (43)
i=1

V préci Baillo et al. (2000) je nosi¢ S odhadnut jako

-

Sp= ) I(t;; €,), (4.4)

=1

kde I(x,r) znaci uzavieny interval se sttedem v x a polomérem r a €, je posloupnost
vyhlazovacich parametru. Tato posloupnost zde hraje analogickou roli jako parametr
sitky vyhlazeni v neparametrickém jadrovém vyhlazovani. Na zakladé znalosti, ze S
je souvisla mnozina, muze byt vyhlazovaci parametr ur¢en nésledujicim zptsobem:
€, je minimélni takovy, ze nosi¢ neni prerusen. Takze pro parametr €, v rovnici (4.4)

plati €, = max{t;41) — {(;} a odhad posunuti dostaneme ve forme
a= T(l) — €p. (45)

Tento odhad muze byt zdsadnim zpusobem ovlivnén odlehlymi pozorovanimi, proto

autofi doporucuji pro urceni parametru ¢, kiizovou validaci:

1. Nosic¢ S’n,i(e), it =1,...,n se odhadne pro data ty,...,t;_1, tiz1,...,t, a kon-

stantu € > 0.
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2. Vycislime pocet ptipadu kdy t; & gn,i(E), 1 =1,...,n a oznacime jej m.

3. Nakonec uréime ¢, minimalizaci rozdilu |P,(e) — a|, kde P,(€) = m/n a o je

mald konstanta (obvykle oo = 0,05) vzhledem k .

Pomoci této procedury dostaneme témér spojity nosi¢, a odhad posunuti je v tomto
piipadé dén jako
a= T(l) - E/ (46)

n*

4.1.3 Korigované minimum

Jednim z nasich cila je upravit odhad minimem (4.1) zejména ve sméru systematické
vychylenosti (tedy zabrénit systematickému nadhodnocovéni skuteéného parametru
posunu). Pfirozené pfitom pozadujeme, aby nejmensim moznym odhadem posunu
byla 0, nebot se zabyvame pouze kladnymi ndhodnymi veli¢inami. Formalné mtizeme

psat, ze hledany odhad bude ve tvaru
a = max{0, T{;y — "korekce” }.

Pro zaklad nového odhadu pouzijeme opét minimélni hodnotu 7{;y a budeme chtit
snizit jeji hodnotu o vyraz obsahujici rozptyl a pocet pozorovani. S rostoucim poc¢tem
pozorovani n budeme pozadovat, aby byl korekéni ¢len blizky nule. Pokud vezmeme
v uvahu tyto vlastnosti, uvazujeme novy odhad posunuti ve formé

( )

i = max io, Ty — ;} . (4.7)

Vzorec (4.7) byl inspirovan parametrickou procedurou pro posunuté exponencialni
rozdéleni, viz rovnice (4.24). Narozdil od (4.24) byla pouzita y/n, nebot takto je

odhad pouzitelny pro Sirsi skalu rozdéleni.

4.2 Parametrické metody odhadu posunuti

4.2.1 Intervalové odhady parametru posunuti

V knize Hétle a Likes (1974) lze nalézt intervaly spolehlivosti pro oba parametry

exponencialniho rozdéleni (1). Nejdfive predpokladejme, ze parametr A je znam.
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Potom plati, ze veli¢ina
22Ty — a) ~ X2(2)

a 100(1 — a)% intervalem spolehlivosti pro parametr posunuti a je interval

Xa, (2)
o2an

2
XT—as (2
T<1)_12f2n()<“<%_

kde o + ag = a. Nejkratsim dvoustrannym 100(1 — «)% intervalem spolehlivosti

pro parametr a je interval

2
Xl—a(2)
T = 2A\n

<a< T(l).

Pokud parametr A neni znam, tak pro 2 < ¢ < n plati

n(q —1)(Ty) — a)

kde

q

v =Y (Tt — Ty) + (n — @) (Tig) — Twy)-

1=2

100(1 — )% intervalem spolehlivosti pro parametr posunuti a je potom interval

n(q—1)

(%1

Ty — o
W n(g—1)

Fi 0,(2,2¢—2)<a< Ty — F, (2,2q — 2),

kde opét oy +as = a. Nejkratsim dvoustrannym 100(1—a)% intervalem spolehlivosti

pro parametr a je interval

U1

n(qg—1)

Intervaly spolehlivosti pro parametry exponencialniho rozdéleni zde uvadime jako

Fl—a(2>2q — 2) <a< T(l).

prirozeny doplnék bodovych odhadu prezentovanych v dalsim textu. Nicméné ana-
logické intervalové odhady nelze ziskat pro dalsi rozdéleni, ktera jsou predmétem

naseho zajmu, proto se jimi dale nebudeme zabyvat.

4.2.2 Robustni odhad

V préci Rousseeuw a Croux (1993) je diskutovdna metoda pro robustni odhady

rozptyleni dat. Jeji aplikaci muzeme ziskat systém rovnic pro odhad parametru zkou-
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maného rozdéleni. Ve zminéné préci se definuje tzv. medidnovéa absolutni odchylka
jako
mad(7y,...,T,) = med(|T; — med(Ty,...,T,)|, i=1,...,n), (4.8)

kde med(73,...,T,) znaéi medidn puvodniho vybéru. Tento pfistup je obdobou
momentového odhadu parametru, ovsem za pouziti robustnich charakteristik. Vyu-

zijeme jej pouze pro model (1), kde jsme schopni vyjadrit

med(71,...,7T,) = a+log(2)/\

1
mad(Tl, e ,Tn) ~ m,
a odhad parametru ¢ muzeme psat ve formé
a=med(Ty,...,T,) —2,0781log(2)mad(T}, ..., T,). (4.9)

4.2.3 Maximalné vérohodné odhady

Analyticky spocteny maximalné vérohodny odhad posunuti jsme schopni ziskat
pouze pro model (1), a to @ = {3y (viz komentai k (3.7), strana 41). V ostatnich
piipadech je tteba pro ziskani odhadi metodou maximalni vérohodnosti pouzit nu-
merickych postupt.

Pii vlastni numerické maximalizaci je nutnd transformace parametru posunuti

(nejednd se o transformaci ndhodnych veli¢in). Jedna z moznych transformaci je

ty —a —
¢ =—In <M> , (4.10)

t)

kde € je velmi malé ¢fslo (ndm se osvédéila hodnota 107®). Tato transformace
zaruci, ze budeme hledat parametr posunuti pouze na intervalu (—oo,tn) + €,
zatimco parametr a’ se bude moci hledat bez omezeni. Zanedbani této transfor-
mace zapfic¢ini, ze parametr posunuti poroste v prubéhu maximaliza¢ni procedury
do nekonecna. Jako startovaci bod pro iterativni hledani maximalné vérohodnych
odhadu jsme pouzili pocatecni odhad parametru ziskany fitovanim funkce piislusné

hustoty pravdépodobnosti na data.
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4.2.4 Odhady posunuti s minimalnim rizikem

V knize Lehmann a Casella (1998) je rozpracovan teoreticky koncept tzv. odhadu
s minimalnim rizikem pouzitelny i pro odhad parametru posunuti. Vzhledem k tomu,
ze odhady s minimalnim rizikem nejsou bézné pouzivané, uvedeme zde tuto proble-

matiku podrobnéji. Nejdrive definujeme ztratovou funkci a rizikovou funkei.

Definice 4.1. Ztratova funkce L(a, @) vyjadiuje miru zavaznosti chyby pii odhadu
parametru a hodnotou a. Nejcastéji pouzivanou ztratovou funkei je kvadraticka
chyba L(a,a) = (a — a)? ¢ absolutni chyba L(a,a) = |a — al.

Definice 4.2. Rizikova funkce, neboli kratce riziko, je definovana jako
R(a,d(T)) = Eo[L(a,d(T))],

kde d(T') je odhad parametru posunuti a, T' = (11, ...,T,) a symbolem E, znacime

sttedni hodnotu za podminky, ze parametr posunuti je roven a.

Definice 4.3. Rekneme, ze tiida hustot f(¢;a), kde a je parametr, a ztratova funkce
L(a,d), kde d je odhad parametru a, jsou invariantni vzhledem k posunuti, pokud
f(t';a') = f(t;a) resp. L(a,d) = L(d’,d’), pricemz

t'=t+c, (4.11)

d=a+c (4.12)
a

d=d+ec (4.13)

pro vSechna ¢ € R. Pokud je invariantni vzhledem k posunuti hustota i ztratova
funkce, potom tekneme, ze problém odhadu parametru a je invariantni k posunuti
vzhledem k transformacim (4.11), (4.12) a (4.13).

Definice 4.4. Odhad d splnujici
ATy +c,...,T,+c)=d(Ty,...,T,) + ¢ proVeceR

nazveme ekvivariantnim vzhledem k transformacim (4.11), (4.12) a (4.13) nebo téz

lokac¢né ekvivariantnim.
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Piiklad 4.5. Odhad parametru posunuti minimem (4.1) je ekvivariantnim odha-
dem, nebot plat{ min{T} +c¢,..., T, + ¢} = min{Ty,...,T,} + ¢ pro viechna ¢ € R.

Lemma 4.6. Ztratova funkce L splnuje

L(d',d) = L(a,d) (4.14)
pro vSechna a praveé tehdy, pokud zdvisi pouze na diferencich d — a, tedy

L(a,d) = p(d — a), (4.15)

kde p je vhodna funkce.

Dikaz. Je ziejmé, ze z (4.15) plyne (4.14). Opacnou implikaci dokdzeme polozenim
a = —a v (4.14) a stanovenim p(d — a) = L(0,d — a). O

Véta 4.7. Necht T =T,...,T, mé simultdnni hustotu
fE—a)=f(t1 —a,...,t, —a), —o0<a< oo, (4.16)

kde funkce f je zndmd a a je nezndmy parametr posunuti. Dale necht d je ekvivari-
antnim odhadem parametru a se ztratovou funkei (4.15). Potom vychyleni, riziko a

rozptyl odhadu ¢ jsou konstanty (tj. nezdvisi na a).

Diikaz. Pokud ma T hustotu f(t) (tj. a = 0), pak T 4+ a m4 hustotu (4.16). Potom

muzeme psat vychyleni jako
b(a) = E,Jd(T)] —a = Eold(T + a)] — a = Eo[d(T)],

coz nezavisi na a. Dukazy pro riziko a rozptyl jsou analogické. O

Definice 4.8. Pokud pfi problému odhadu invariantniho vzhledem k posunuti ve
smyslu definice 4.3 existuje lokac¢né ekvivariantni odhad, ktery minimalizuje riziko,

potom jej nazveme odhadem s minimdlnim rizikem (MRE).

Lemma 4.9. Pokud je d; libovolny ekvivariantni odhad, potom nutnou a do-

statecnou podminkou pro ekvivarianci odhadu d je
d(t) = do(t) + u(t), (4.17)
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kde u(t) je funkce spliujici
u(t+c) =u(t) pro Vi, c. (4.18)

Diikaz. Nejdiive predpokladejme, ze plati (4.17) a (4.18). Potom d(t + ¢) = dy(t +
c)+u(t+c)=do(t)+c+u(t) =d(t) +c, tedy d je ekvivariantni odhad.
Naopak, pokud je d ekvivariantni odhad, necht

Potom

ult+c) = dt+c)—do(t+c)

takze (4.17) a (4.18) plati. O

Lemma 4.10. Funkce u spliuje (4.18) tehdy a jen tehdy, pokud je funkei diferenci
yi =t —ty,, 2 =1,...,n—1,n > 2; pron = 1 tehdy a jen tehdy pokud je to

konstantni funkce.

Diikaz. Postup je v podstaté stejny jako u Lemmatu 4.6. O

Na zakladé predchozich dvou Lemmat muzeme formulovat nasledujici vétu:

Véta 4.11. Pokud je dy libovolny ekvivariantni odhad, potom nutnou a dostatecnou
podminkou pro ekvivarianci odhadu d je existence funkce v o n — 1 parametrech,
pro kterou plati

d(t) = dy(t) —v(y) pro Vt.

Véta 4.12. Necht vektor T = (T},...,T,) mé rozdéleni s hustotou (4.16), dale
necht V; = T, —T,,i =1,....n—1aY = (Y,...,Y,). Piedpoklddejme, ze
ztratova funkce je ddna vztahem (4.15) a existuje ekvivariantni odhad dy para-
metru a s konecnym rizikem. Dale predpokladejme, ze pro kazdé y existuje cislo

v(y) = v*(y), které minimalizuje vyraz

Eo(p(do(T) = v(y))[y)- (4.19)
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Potom loka¢né ekvivariantni odhad d parametru a existuje a je dan vztahem
d(T) = do(T) —v*(Y). (4.20)

Diikaz. Dle Véty 4.11 se ekvivariantni odhad s minimalnim rizikem nalezne uréenim

funkce v minimalizujici
Ro(d) = Eo(p(do(T) — v(y) —a)).

Protoze je rizikova funkce na parametru a nezavisld, je dostacujici minimalizovat

Ro(d) = Eo(p(do(T) = v(y)))
= [ Balp(d(T) — v(w))ly)dPy(y).

Integral je minimalizovdn minimalizaci integrandu, tedy vlasté (4.19), pro kazdé y.
Protoze ma odhad dy kone¢né riziko Ey(po(T)|y) < oo skoro vsude, je minimalizace

(4.19) smysluplnéd. Konecné tvrzeni nyni plyne piimo z predpokladu véty. O

Pozndmka. Za predpokladi Véty 4.12 plati, ze pro p(d — a) = (d — a)? je

v (y) = Eo(do(T)ly) (4.21)

a ekvivariantni odhad s minimalnim rizikem je dan jako
d(T) = do(T') — Eo(do(T)|Y). (4.22)

Véta 4.13. Za piedpokladu Vety 4.12, s L(a,d) = (d — a)?, mtuzeme odhad (4.22)
vyjadrit jako
O ft =yt —u)du

Tento vztah se nazyva Pitmanuv odhad parametru a.

(4.23)

d(t)

Diikaz. Necht do(T') = T,,. Pro vypocet Eo(T,|y) polozme
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Jakobidn této transformace je roven jedné. Simultdnni hustota (Y3,...,Y,) je potom

pY(yla s >yn) = f(yl + Yns -y Yn—1 + ynayn)
a podminénd hustota Y,, za daného y = (y1,...,yn_1) je

F +Yns oo Yn1 + Yns Yn)
S fy+ k.o Yo+ K)dE

7 toho plyne, ze

Jhfp +k, ..y + K, k)dk
Ey(T,|y) = Ey(Y,ly) = '
0( n|y) 0( n|y) ff(yl +k,,yn—l+kak)dk

Tento vyraz muzeme vyjadfit pomoci ¢; jako

R =tk b — ty + R k) dE
[ ft =tk ey — b, F R E)dE

Eo(Tnly)

nebo po transformaci v = t,, — k jako

Juf(ty —u,...,t, —u)du

Eo(Tuly) = t, —
o(Taly) =t [fltr—u,. .. t, —u)du’

coz kompletuje dukaz. O

Pozndmka. Integraly v Pitmanové vzorci je pro vétsinu hustot velmi narocné ci

nemozné vyiesit, obvykle je nutno pouzit numerického reseni.

Pro exponencidlni model (1) se zndmym parametrem A muzeme odvodit vzorec
pro odhad parametru posunuti piimo ze vzorce (4.20). Pokud polozime dy = T(y),
z Basuovy véty (viz Lehmann a Casella (1998), strana 42) plyne, ze v(y) = v je
urc¢eno minimalizaci Ey[L;(T(1y — v)]. Pokud je ztratovou funkci kvadratickd chyba,
vysledkem minimalizace je v = Ey[T(1)]. Nyni spocteme

E(][T(l)] == /t)me_)‘"(t_o)dt ==
0

1
n’

a dostaneme odhad parametru posunuti s minimélnim rizikem jako
a=Ty ——. (4.24)
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Situace kdy jsou parametry rozdéleni kromé parametru posunuti znamy je spise
vyjimecnd. V knize Lehmann a Casella (1998) je diskutovan i piipad, Ze nejsou
znamy zadné parametry rozdéleni, jehoz posun odhadujeme. Pro exponencialni mo-

del (1), kde parametr A neni zndm, je uveden odhad s minimalnim rizikem
. 1 &
@ =T = — > (T = Tw)- (4.25)
i=1

Pro gamma rozdéleni (2) s nezndmymi parametry A a b neni odhad s minimalnim
rizikem dostupny. Dokonce ani pro znamé parametry A a b jej neni mozné analyticky
vyjadiit. Je nutno pouzit vztah (4.23) a integraly v ném vystupujici vyhodnotit

numericky pro partikuldrni hodnoty parametra A a b.

4.3 Porovnani jednotlivych metod odhadu

posunuti

Nyni budeme testovat vyse uvedené metody odhadu posunuti na simulovanych da-
tech a redlnych neurofyziologickych datech. Simulovana data jsme ziskali nasledu-
jicim zpusobem: Generovali jsme 100 sérii simulaci rizného rozsahu pozorovani n
(50, 100, 250, 500, 1000) modelt (1), (2) a (2.4). Parametry neposunutych verzi mo-
delu (1) a (2) jsme stanovili tak, aby stfedni hodnota mezipulsnich intervalu byla
rovna 100ms (pro exponencidlni model A = 0,01 a pro gamma model A = 0,025 a
b = 2,5). Pro Ornstein-Uhlenbeckuv model (2.4) jsme polozili ¢ = 20ms, S = 10mV,
o = 1v/mV /ms. Déle jsme stanovili dvé tirovné parametru j, a to u; = 0,50 mV /ms
a pz = 0,65mV/ms. Odpovidajici stiedni hodnoty realizaci byly aproximativné
36ms a 24ms. Ke kazdé generované sérii jsme pricetli posunuti o velikosti 5 %
sttedni hodnoty.
Jako kriterium kvality odhadu jsme zvolili stFedni kvadratickou chybu (MSE)

1 100

_— o~ Pp— 2
100 2@~ 4%

kde a; je odhad posunuti a ziskany pro i-tou sérii. Déale jsme pocitali sttedni chybu

(ME)
1 100

m i:1(ai — CL)
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pro ilustraci pifpadného vychyleni odhadu. Zvl4st jsme ovéiovali parametrické a

neparametrické metody.

4.3.1 Parametricky pristup

Pti apriorni znalosti rozdéleni dat v piipadé exponencialnitho modelu (1) nebo gam-
ma modelu (2) muzeme odhadovat parametr posunuti pomoci metody maximalni
vérohodnosti ¢ pomoci odhadi s miniméalnim rizikem. Pro exponencidlni model
muzeme pouzit robustni odhad (4.9), nebot pro tento model jsme schopni stano-
vit soustavu rovnic feSitelnou vzhledem k parametru posunuti. Dale budeme testo-
vat, zda konkrétni predpoklad o rozdéleni aplikovany na data generovana v souladu
s Ornstein-Uhlenbeckovym modelem povede k pouzitelnym vysledkim ¢i nikoliv.
V préci Reeke a Coop (2004) se uvadi, ze tento model 1ze vyhovujicim zpusobem
aproximovat pomoci gamma rozdéleni (2).

K parametrickym odhadum lze obvykle spocitat nékolik doprovodnych charakte-
ristik urcenych ke zhodnoceni odhadu, naptiklad vydatnost. V pripadé odhadu posu-
nuti jsou vypocty sice technicky proveditelné, ale vysledky jsou nepouzitelné, protoze
zde nejsou splnény podminky regularity (viz napf. Andeél (1978)). Konkrétné se jednd
o podminku, ze odhadovany parametr neovlivni nosi¢ hustoty pravdépodobnosti. Pro
rozdéleni definovana na polopfimce je parametr posunuti pifimo levou hranici nosice

hustoty.

Exponencialni model

Maximalné vérohodny odhad parametru posunuti je v tomto pripadé dan vztahem
(3.7). Tento odhad nezavisi na parametru A. Oproti tomu pii odhadu s minimalnim
rizikem dostaneme ruzné odhady pro piipad, ze parametr A\ je znam a pro piipad
ze parametr A nezname. Pro nami analyzovana data jsme ziskali v obou ptipadech
témeér stejné vysledky (s presnosti na 3 platné cislice).

Vysledky vsech tii testovanych metod jsou srovnany na obr. 4.1. Vidime, Ze od-
had s minimélnim rizikem je lepsi nez maximéalné vérohodny odhad pro vsechna n a
ze robustni odhad je podstatné horsi nez oba zbyvajici. Tedy robustnost je kompen-
zovana nizsi efektivitou. Metoda odhadu s minimalnim rizikem dava odhady nejen
s nejnizsi MSE, ale je také méné vychylend nez obé zbyvajici metody. Na obr. 4.1
vidime, Zze pouze relativné velky pocet pozorovani zajisti v tomto piipadé kvalitni

odhad, coz ale nestaci pro dostatecné kvalitni robustni odhad. Muzeme shrnout, ze

63



pokud vime, ze data pochézi z exponencidlniho rozdéleni, je odhad s minimalnim

rizikem nejvhodnéjsim piistupem pro odhad parametru posunuti.
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Obr. 4.1: Srovnani odhadu parametru posunuti v pripadé predpodklddaného expo-
nencialniho modelu (1) zndmého az na parametry, MSE v [ms?] (levy graf) a ME v [ms]
(pravy graf), O maximélné vérohodny odhad, O odhad s minimdalnim rizikem a * robustni
odhad. Spravna hodnota posunuti je a = 5 ms.

Gamma model

Ve srovnani s exponencialnim modelem méame u gamma modelu opacnou situaci.
Odhad s minimalnim rizikem pro nezndmé parametry A a b neni dostupny, navic
pro posunuté gamma rozdéleni (2) se zndmymi parametry A a b neni mozné ana-
lyticky vyjadiit odhad analogicky k odhadu ziskanému pro posunuté exponencialni
rozdéleni. Je nutno pouzit vztah (4.23) a integraly v ném vystupujici vyhodnotit
numericky pro partikuldrni hodnoty parametra A a b.

Maximalné vérohodny odhad lze odvodit v obou situacich — pro znamé i neznamé
parametry A a b. Porovnani jednotlivych odhadu je ilustrovano na obr. 4.2. Jak lze
ocekavat, maximalné vérohodny odhad se znamymi parametry A a b je vzdy lepsi nez
maximalné vérohodny odhad s nezndmymi parametry A a b. S rostoucim rozsahem
vybéru n maji odhady s minimalnim rizikem viditelné mensi MSE nez maximalné
vérohodné odhady se zndmymi parametry A a b. Na druhou stranu, vychyleni odhadu
s minimalnim rizikem je vétsi nez pro maximalné vérohodné odhady se znamymi
parametry A\ a b, zejména pro maly rozsah vybéru. Na obr. 4.2 muzeme vidét po-
kles MSE analogicky jako v ptipadé exponencidlniho modelu, viz obr. 4.1. Obecné

muzeme Tici, ze metody davajici nejlepsi vysledky odhadu parametru posunuti jsou
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v tomto ptripadé zalozeny na apriorni znalosti zbyvajicich parametri, coz neni prilis

realné.

50 100 250 500 1000 50 100 n250 500 1000
n

Obr. 4.2: Srovnani odhadu parametru posunuti v piipadé predpokladaného gamma mo-
delu (2) zndmého az na parametry, MSE v [ms?] (levy graf) a ME v [ms] (pravy graf),
O plné ¢ara — maximalné vérohodny odhad se zndmymi parametry A = 0,025 a b = 2,5,
O carkovand ¢ara — maximalné vérohodny odhad s neznamymi parametry A a b a O
odhad s minimdalnim rizikem se znamymi parametry A a b. Spravna hodnota posunuti je
a = 5ms.

Ornstein-Uhlenbeckuv model

Data pro nasledujici analyzu byla generovana ve shodé s Ornstein-Uhlenbeckovym
modelem v nadprahovém rezimu (u¢ > S) a v prahovém rezimu (pu¢ = S). Od-
hady posunuti jsou zalozeny na ,,chybném* predpokladu, ze data pochézeji z expo-
nencidlniho (1), alfa (3) nebo gamma (2) rozdéleni. Dle predpokladu (viz obr. 4.3,
@ = 0,65mV/ms) gamma model ddva odhady se systematicky nizsi MSE a ME
nez odhady ziskané fitovanim alfa ¢i exponencidlniho rozdéleni. Odhady dosazené
fitovanim exponencialniho rozdéleni jsou vzhledem k ME podstatné horsi nez oba
ostatni, zejména pro malé rozsahy vybéru.

Poznamenejme, ze ve vsech diskutovanych situacich jsou hodnoty MSE a ME
relativné vysoké. Je to zapticinéno skutecnosti, ze data generovand s nasi volbou pa-

rametri Ornstein-Uhlenbeckova modelu jsou ,pfirozené posunutd“!. Vse je patrné

1To znamen4, 7e prakticky nejsou generovany relativné kratké mezipulsni intervaly ani v situaci
bez posunuti. Nase volba parametru je interpretovatelnd a akceptovatelnd z neurofyziologického
hlediska, méla by tedy vést k simulacim relativné blizkym redlnym dattim. Je mozno najit takové
parametry Ornstein-Uhlenbeckova modelu, aby byl uvedeny problém eliminovén, ovSem jejich in-
terpretace bude nesmyslna.
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Obr. 4.3: Srovnani odhadu parametru posunuti v pripadé, kdy data byla generovéana ve
shodé s Ornstein-Uhlenbeckovym modelem (2.4) s parametrem g = 0,65 mV /ms a fitovana
pomoci riiznych rozdéleni, MSE v [ms?] (levy graf) a ME v [ms] (pravy graf), O maximalné
vérohodny odhad s alfa rozdélenim, O maximalné vérohodny odhad s gamma rozdélenim,
A maximalné vérohodny odhad s exponencidlnim rozdélenim. Spravna hodnota posunuti
je a =12ms.

na pravém grafu obr. 4.3, kde ME konverguje k hodnoté pét namisto k nule jako
na obr. 4.1 a 4.2. Muzeme tedy konstatovat, ze parametrické modely posun vyrazné
nadhodnocuji. Situace pti odhadu posunu na simulacich Ornstein-Uhlenbeckova mo-
delu s parametrem p = 0,50mV/ms je témét identickd (na grafech neni viditelny
rozdil, proto je neuvadime). Oproti praci Reeke a Coop (2004) ukazujeme, ze ga-
mma rozdéleni neni uspokojivou ndhradou Ornstein-Uhlenbeckova modelu vzhledem

k odhadu posunuti.

4.3.2 Neparametricky pristup

Situace, kdy nemame zadné informace o rozdéleni dat, je obvykld. K ovéreni kvality
neparametrickych metod odhadu posunuti pouzijeme stejné série dat jako v minulé

podkapitole.

Exponencialni model

Na obr. 4.4 lze vidét, ze metody odhadu se vzhledem k MSE déli do dvou sku-
pin. Skupina metod s viditelné nizsi MSE zahrnuje Cookuv odhad a odhad mini-
mem. Vzhledem k tomu, ze odhad minimem je v tomto piipadé vlastné maximélné

vérohodnym odhadem, je kvalita Cookova odhadu ptekvapujici. Druhé skupina me-
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tod, tj. korigované minimum a Bailliv odhad, ma viditelné vyssi MSE i ME nez
prvni skupina metod. Ukazuje se tedy, ze , korekce“ minimalni hodnoty nevede vzdy
k lepsimu vysledku. Zde tkvi pti¢ina v exponencialité analyzovanych dat. Srovnanim
obr. 4.1 a 4.4 se ukazuje, ze apriorni znalost exponencidlniho rozdéleni nepfinasi pro

odhad posunuti vyznamny profit.
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Obr. 4.4: Srovnani neparametrickych odhadu parametru posunuti pro data pochdazejici
z exponencialnfho modelu (1), MSE v [ms?] (levy graf) a ME v [ms] (pravy graf), A
minimum, O vylep$ené minimum, ¢ Cookuv odhad a * Bailluv odhad. Sprdvnéa hodnota
posunuti je a = 5ms.

Gamma model

Vysledky neparametrického odhadu parametru posunuti pro gamma rozdéleni jsou
ilustrovany na obr. 4.5. Vidime, ze kvalita odhadu korigovanym minimem, Coo-
keovym odhadem a minimem se s vysSsim poctem pozorovani vylepsuje. Korigované
minimum je zde prakticky nejlepsim odhadem. Bailluv odhad déavéa dobré vysledky
pro malé rozsahy vybéru, nicméné s rostoucim n se odhad piekvapivé horsi. Zadn4
z metod nedava prilis presné odhady, a to ani pii velkych rozsazich vybéru, jak

muzeme vidét ze srovnani obr. 4.5 s obr. 4.2.

Ornstein-Uhlenbeckuv model

Na obr. 4.6 jsou vykresleny MSE a ME neparametrickych metod odhadu posu-
nuti u Ornstein-Uhlenbeckova modelu (2.4) s parametrem g = 0,65 mV /ms. Nejniz-
sich hodnot MSE je dosazeno pro Bailluv odhad v pfipadé malého rozsahu vybéru.

Prestoze analyzované metody davaji pro maly pocet pozorovani odlisné hodnoty
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Obr. 4.5: Srovndni neparametrickych odhadu parametru posunuti pro data pochdzejici
z gamma modelu (2), MSE v [ms?] (levy graf) a ME v [ms] (pravy graf), A minimum, O
vylepSené minimum, v Cookeuv odhad a * Bailliv odhad. Spravnd hodnota parametru
posunuti je a = 5 ms.

MSE, s rostoucim rozsahem vybéru n dostaneme prakticky stejnou MSE i ME. Opét,
stejné jako v ptipadé gamma modelu a zejména pro velké rozsahy vybéru, nejsou
vysledky uspokojivé, ale naopak jsou srovnatelné s vysledky ziskanymi pomoci ne-
adekvatné pouzitych parametrickych metod (srovnejme obr. 4.6 a obr. 4.3). Stejné
jako v predchazejici podkapitole zde neni podstatnych rozdiliu v prubéhu MSE a ME
odhadu posunuti pro Ornstein-Uhlenbecktuv model s parametrem g = 0,50 mV /ms

a s parametrem g = 0,65 mV /ms.
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Obr. 4.6: Srovnani neparametrickych odhadu parametru posunuti pro data pochdazejici
z Ornstein-Uhlenbeckova modelu (2.4) s parametrem g = 0,65, MSE v [ms?] (levy graf)
a ME v [ms] (pravy graf), A minimum, O vylep§ené minimum, y% Cookeuv odhad a x
Baillav odhad. Spravna hodnota parametru posunuti je a = 1,2 ms.
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4.3.3 Analyza realnych neurofyziologickych dat

Nejprve ukazeme asymptotické vlastnosti metod odhadu a poté se budeme zajimat
o rozdily mezi odhady posunuti z dat ziskanych za pusobeni urcitého stimulu a bez

néj.

Data o velkém rozsahu

Pro analyzu dlouhodobé zaznamendvanych dat jsme pouzili dva piiklady aktivity
hippokampélnich CA1 mistnich bunék zaznamenavanych pii pohybu zvitete hle-
dajiciho potravu ve standardizovaném kruhovém valci. Data byla poskytnuta Prof.
Fentonem, jejich zdznam byl proveden standardnimi technikami (viz Fenton et al.
(2000)). Obeé série dat obsahovaly ptuvodné 1000 hodnot. Postupné jsme je rozdélili
na 2, 4, 10 a 20 stejné dlouhych intervali, ze kterych jsme odhadovali posunuti.
Vsechna data jsme testovali na stacionaritu v tom smyslu, ze prumér a odchylka se
casem neménily. Pii testu exponenciality byla tato zamitnuta na hladiné a = 0,05
v obou ptipadech, pouzili jsme Kolmogorova-Smirnova testu. Histogramy obou sérii

dat jsou zobrazeny na obr. 4.7.

250 ‘ ‘ — 250

200 | {200t |
150 150
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50 50

% 0.05 0.1 0.15 % 0.05 0.1 0.15

Obr. 4.7: Histogramy datovych sérii o velkém rozsahu.

Vysledky odhadu jsou prezentovany jako prumeér odhadnutého posunu z adekva-
tnich ¢dsti dat. Odhady (obr. 4.8) jsme ziskali pouze pro Cookeovu metodu (4.2),
minimum (4.1) a numericky vyhodnocenou metodu maximalni vérohodnosti pro
exponencialni a gamma modely (1) a (2). Zbyvajici metody odhadu diskutované
vySe daly nulové ¢i zaporné odhady parametru posunuti, coz je v nasem ptipadé

neakceptovatelné.
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Obr. 4.8: Odhad refrakterni periody z prvni série dat (levy graf) a z druhé série dat
(pravy graf). Osa y: odhadnutd refrakterni perioda v [ms| — prumérné odhady ziskané
pomoci vysledkt z jednotlivych ¢ésti dat. Osa x: data rozdélend na A — 20 ¢asti, B —
10 ¢asti, C — 4 casti, D — 2 ¢asti, E — kompletni série. Symbol * ozna¢uje minimum, v
Cookeuv odhad, ¢ maximdlné vérohodny odhad pro exponencidlni rozdéleni (numericky)
a O maximdlné vérohodny odhad pro gamma rozdéleni (numericky).

Na grafech vidime, Ze minimum a numericky spoctené maximélné vérohodné
odhady pro exponencialni a gamma rozdéleni davaji témeér totozné vysledky. Jedina
vyjimka je patrnd u prvni série dat rozdélenych na 20 ¢asti, kde jsou oba numericky
spoctené maximalné vérohodné odhady vyrazné mensi nez minimum. Tato odchylka
je vSak déna spiSe numerickymi nez statistickymi pticinami. Vysledky Cookeova

odhadu jsou systematicky nizsi nez vysledky zbyvajicich metod.

Spontanni a stimulovana data

V tomto odstavci odhadujeme posunuti ze sponténnich dat (312 pozorovani) a sti-
mulovanych dat (83 pozorovani). Histogramy téchto datovych sérii jsou zobrazeny na
obr. 4.9. Data pochdazi z intracellularniho zaznamu sluchovych senzorickych neuront
morcete (detaily viz Lansky et al. (2006)). Zamitli jsme exponencialitu pro stimu-
lovanou posloupnost casovych intervalu, avsak exponencialita nebyla zamitnuta pro
spontanni data. Vysledky odhadu posunuti z obou zaznamu jsou shrnuty v tab. 4.1.
Muzeme zde vidét, ze pro mezipulsni intervaly zaznamenané béhem spontanni ak-
tivity je odhadnuty posun vyznamné veétsi nez je redlné trvani refrakterni periody.
Tento vysledek prezentuje omezeni vSech diskutovanych metod. Neni piekvapivy,
podobné vysledky jsme ziskali z pfedchozich simulaci, konkrétni ilustrace viz obr.

4.1, kde jsme se zabyvali pravé exponencialnimi daty. Vysledek ziskany pomoci alfa
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Obr. 4.9: Histogram spontannich dat (levy graf) a histogram stimulovanych dat (pravy
graf).

Tab. 4.1: Vysledky odhadu posunuti (v [ms]) pro spontdnni a stimulovanou posloupnost
¢asovych intervali. Gamma — maximélné vérohodny odhad pro gamma model, Alfa —
maximalné vérohodny odhad pro alfa model, Minimum — odhad minim&lni hodnotou (4.1)
(tj. maximalné vérohodny odhad pro exponencidlni model), Kor. minimum — odhad (4.7),
Cooke — Cookeuv odhad (4.2), Baillo — Bailluv odhad (4.6) a Robust — robustni odhad
parametru posunuti exponencidlniho rozdéleni (4.9).

‘ Data ‘ n ‘ Gamma ‘ Alfa ‘ Minimum ‘ Kor. minimum ‘ Cooke ‘ Baillo ‘ Robust ‘
Spontanni [312] 88,2 0 88.5 44,9 86,4 | 48,5 | 84,9
Stimulovana | 83 2,5 3,8 3,9 3,6 3,8 0 6,2

modelu je sice odlisny, avsak opét nerealny, coz je dano exponencialnim charakterem
dat, ktery alfa model nemuze vystihnout.

Celd situace se zasadné zméni pii analyze stimulovanych dat. S vyjimkou Baillova
odhadu, ktery je zaporny, je tieba se rozhodnout mezi tfemi prijatelnymi drovnémi
odhadu posunuti. Na zdkladé nagich vysledku na simulacich Ornstein-Uhlenbeckova
modelu, ktery by mél byt blizky realité, bychom nejspise prijali odhad korigovanym

minimem. Nicméné lze tici, ze odhady jsou si velmi podobné.
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Kapitola 5
Odhady diferencialni entropie

K odhadu entropie muzeme ptistoupit vice strategiemi. Odhad entropie muze byt
zalozeny na parametrické ¢i neparametrické metodé. Jiné déleni muze vymezit me-
tody piimé, kdy mame primy vztah pro odhad entropie, a na metody nepiimé (tzv.
plug-in odhady), kdy nejdiive musime odhadnout hustotu ¢i distribu¢ni funkci a az
poté entropii. Dalsim moznym délenim jsou metody zalozené na odhadu hustoty
popt. z néj odvozené, metody zalozené na odhadu distribu¢ni funkce a na ostatni
metody.

Pii odhadu entropie je také mozno vyjit ze vztahu mezi entropii (3.16) a di-
ferencidlni entropii (3.17). Muzeme pouzit aproximativni techniky odhadu dife-
rencialni entropie zalozené na vzorkovéni (viz Paninsky (2003)). Tento ptistup po-
uzivat nebudeme, zaméiime se na metody urcené piimo pro odhad diferencidlni
entropie.

Pti uziti parametrického odhadu na zékladé predpokladu o rozdéleni dat odha-
dujeme parametry 61, . . ., ) tohoto rozdéleni. Pomoci vhodné metody (vétsinou me-
toda maximalni vérohodnosti) dostaneme odhad parametru él, cee 0. Jejich uzitim
a na zakladé rovnice (3.17) spoc¢teme odhad entropie analyticky ¢i numericky z rov-

nice

H(T) = — / F(H)In f(b)dt, (5.1)

kde f (t) je odhad hustoty s nosicem S v pripadé f(t; 0y, .. ,ék) Odhad entropie
bude vyhovujici v situaci, kdy predpoklad o rozdéleni byl spravny a bude se zlepSovat

v zavislosti na rostoucim poctu pozorovani.
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V pripadé, ze nemuzeme vyslovit zadny predpoklad o rozdéleni, pouzijeme né-
kterou z neparametrickych metod a misto parametru rozdéleni budeme odhadovat
piimo hustotu. Odhad entropie (pfesnéji plug-in odhad entropie) se poté ziska opét
pomoci vztahu (5.1).

V dalsim textu budou kratce a obecné zminény metody parametrické, podrobné
rozebrany nékteré plug-in metody a nakonec uvedeny nékteré piimé metody. Pro
kazdy typ odhadu uvedeme zhodnoceni provedené na zakladé simulovanych dat.
Odhadnuta entropie se bude srovnavat s teoretickou entropii pouzitych rozdéleni,

prehled je uveden v tab. 5.1.

Tab. 5.1: Teoreticka entropie rozdéleni pouzitych pro hodnoceni metod odhadu entropie.
N - normalni rozdéleni (4), E - exponencialni rozdéleni (1), W - Weibullovo rozdéleni (5),
G - gamma rozdéleni (2).

N(0;1) [ 1,4180 [E(0,3)] 2,2040 [ W(5:2) | —0,2093 | G(5;20) | 1,2905
N(0:0,16) | 0,5026 || E(1) | 1,0000 | W(0,5:10) | —0,7138 || G(7;2) | —0,3687
N(0:9) | 2,5176 || E(10) | —1,3026 || W(2:2) 0,2489 || G(0,6:2) | 2,0880

5.1 Odhad entropie na zakladé histogramu

V této kapitole se zamérime na odhad entropie pomoci histogramu (3.8). Optim&ln{
volba vnitinich parametru histogramu (okraju a délek délicich intervalu) z hlediska
odhadu entropie zavisi jak na rozsahu vybéru n, tak na typu rozdéleni a jeho pa-
rametrech. Pro pevné zvoleny pocet délicich intervali m roste s rostouci sitkou in-
tervalu [21, zm41] odhad entropie, nebot se vice piiblizime rovnomérnému spojitému
rozdéleni, které mé na daném intervalu maximalni entropii.

Na zédkladé simulaci jsme spocetli odhady entropie z ruzné konstruovanych his-

togramu. Pii hodnoceni odhadu entropie z histogramu rozlisime dvé varianty: vari-

antu A s okraji histogramu z; = min{ty,...,t,} a 2,11 = max{ty,...,t,} a vari-
antu B s okraji histogramu z; = min{ty,...,t,} — $¢; 2me1 = max{ty,...,t,} + s
pro normalni rozdéleni a a = 0; b = max{ty,...,t,} + s; pro ostatni rozdéleni.

Pro obé varianty byl zkonstruovan histogram pro m = 2, ..., n délicich intervalu.

Pro dané rozdéleni, parametry, rozsah vybéru a variantu okraju histogramu je mozno
odhad entropie uvazovat jako funkci proménné m a na zakladé prubéhu této funkce

v konfrontaci s teoretickou entropii vybrat nejlepsi m. Tuto funkci si oznac¢ime M.
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5.1.1 Odhad entropie pri ekvidistantnim déleni histogramu

Pii simulacich z normalniho rozdéleni pro variantu A plati, ze odhad entropie je
systematicky podhodnoceny. Nejlepsi volba m je vzdy v maximu M. Varianta B
se lisi v tom, ze odhad pro dany rozsah vybéru n je posunuty nahoru. Maximum
funkce M pro zhruba n < 220 lezi pod teoretickou entropii, pro vyssi n nad te-
oretickou entropii. Kdyz vezmeme jako nejlepsi odhad v maximu funkce M, da
varianta B mnohem lepsi vysledky. Je pravdépodobné, ze lze nalézt korekeci okraju
histogramu varianty B v zavislosti na n takovou, ze prumérny odhad entropie v ma-
ximu funkce M by odpovidal teoretické entropii. Pro 02 = 0,01 a vysii se jevi, ze
nejlepsi odhad prumérné entropie v zavislosti na poctu délicich intervalu je zhruba
v maximu. Korigovanim okraju pomoci poc¢tu pozorovani n by ziejmé slo docilit
toho, aby nejlepsi odhad byl vzdy piimo v maximu. Pro o2 < 0,01 by nejlepsi odhad
entropie mohl byt vzdy v inflexnim bodé funkce M. Srovnani varianty A a B pro
vybér z N(0;1) je uvedeno na obr. 5.1.

Pro exponencialni rozdéleni je odhad entropie systematicky podhodnoceny zhru-
ba pro A = 1,5 a nizsi. Pti vétsich \ a zejména tehdy, kdyz je odhad entropie zaporny,
1ze najit optimélni m. Volba m bude ale zdviset na parametru (na odhadu momentu).
Pro varianty A i B mé funkce M velmi podobny prubéh.

U Weibullova rozdéleni (kdyz nebudeme uvazovat jeho specidlni samostatnou
variantu exponencidlniho rozdéleni) je mozné identifikovat optimélni m. Prakticky
se da usoudit, ze optimalni m bude lezet v inflexnim bodé funkce M. Obé varianty,
A i B, dévaji velmi podobné vysledky, varianta B o mélo lepsi (vyraznéji je vidét,
ze teoretickd entropie protind funkci M v jejim inflexnim bodé).

Nakonec se budeme zabyvat gamma rozdélenim. Pro variantu A plati, ze situace
se vyrazneé lisi v zavislosti na kombinaci parametru. Optimalni m lze ur¢it pouze pro
zaporny odhad entropie, odhad entropie je nékdy systematicky nadhodnoceny, jindy
systematicky podhodnoceny. Varianta B dava u nékterych kombinaci parametru

lepsi vysledky, viz obr. 5.2.
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Obr. 5.1: Odhad prumérné entropie pro N(0;1). Levy sloupec varianta A, pravy sloupec
varianta B. Shora doli 50 pozorovani, 250 pozorovani a 1250 pozorovani. Plnou ¢arou je
vynesen odhad prumérné entropie (prumér pro kazdé m z 30 realizaci) a carkované pés
z prumérné entropie plus minus dvakriat smérodatnd odchylka. Rovnou plnou ¢arou je
vyznacena teoretickd entropie. Osa x ma logaritmické méritko.
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Obr. 5.2: Odhad pramérné entropie shora dolu pro G(5;20), G(7;2) a G(0,6;2). Levy slou-
pec varianta A, pravy sloupec varianta B. Vzdy 250 pozorovani. Plnou ¢arou je vynesen
odhad prumérné entropie (prumér pro kazdé m z 30 realizaci) a ¢arkované pés z prumérné
entropie plus minus dvakrat smérodatna odchylka. Rovnou plnou ¢arou je vyznacena teo-
reticka entropie. Osa x ma logaritmické métitko.
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5.1.2 Odhad entropie pri neekvidistantnim déleni

histogramu

Na zakladé rozsahlé simula¢ni studie se nam mezi histogramy s neekvidistantnim
délenim nejlépe jevi takovy histogram, ktery bude tvoren intervaly se stejnym poc-
tem pozorovani ve vSech intervalech az na posledni. Prubéh funkce M definované
vyse je velmi podobny pro vSechny typy rozdéleni. Varianty A a B se lisi, ale neni
duvod hodnotit variantu B jako lepsi. Se zvétsujicim se intervalem pro konstrukei
histogramu se funkce M posouva o néco nahoru a napirimuje se jeji pravy cip. Ilu-
strace prubéhu funkce M pro exponencialni rozdéleni, variantu A, je uvedena na
obr. 5.3.

Vysvétleni prubéhu funkce M je néasledujici. Pro malo pozorovani v jednotlivych
intervalech za¢ne od uréitého m zavislého na n rust pocet pozorovani v poslednim
intervalu. Pocet pozorovani v poslednim intervalu bude vysoky, postupné se bude
snizovat (entropie klesat), protoze si z néj ,,ukroji* dalsi a dalsi malé intervaly. Pak
se zase pocet pozorovani v poslednim intervalu nahle zvysi (entropie se také nahle
zvysi, bude zde dlouhy interval s konstantni hodnotou, tj. priblizeni k rovnomérnému
spojitému rozdéleni) atd.

Na zakladé empirickych vysledku jsme stanovili jako optimélni pocet délicich
intervalil m se stejnym poctem pozorovani ve vSech intervalech az na posledni to m,

pro které bude platit vztah
2[m/n] >n — [m/n](m —1). (5.2)

Pro 50 pozorovani bude m = 8, pro 250 m = 18 a pro 1250 m = 42.

Zavéry pro odhad entropie na zakladé histogramu

Muzeme fici, Ze neni univerzalni predpis pro m, ktery obecné dava nejlepsi odhad
entropie. Histogram s ekvidistantnimi délicimi intervaly dava odlisny vystup nez
histogram s délicimi intervaly se stejnym poctem pozorovani. Pro histogram s ekvi-
distantnimi délicimi intervaly by mohla nejlepsi volba m byt ve vnitinim extrému
¢i inflexnim bodé funkce M. Pro histogram s délicimi intervaly se stejnym poctem
pozorovani by mohla byt nejlepsi volba m v tseku, kdy M piestane klesat tak strmé

a jesté neni prilis rozkmitana.
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Obr. 5.3: Odhad entropie na zdkladé histogramu s neekvidistantnim délenim. Varianta A,
N(0;1), prumeéry ze 30 realizaci. Vlevo nahote 50 pozorovani, vpravo nahore 250 pozorovéni
a dole 1250 pozorovani. Plnou ¢arou je vynesen odhad prumérné entropie (prumér pro
kazdé m z 30 realizaci) a ¢arkované pés z prumérné entropie plus minus dvakrét smérodatna
odchylka. Rovnou plnou ¢arou je vyznacena teoretickd entropie. Osa xz mé logaritmické
méritko.

5.2 Odhad entropie na zakladé jadrového odhadu
hustoty

V této podkapitole se budeme zabyvat uré¢enim optimélniho (vyhlazovaciho) para-
metru jadrového odhadu hustoty (3.9) vzhledem k odhadu entropie. Pro normélni
rozdéleni je na zdkladé prubéhu odhadu prumérné entropie v zavislosti na vyhlazo-
vacim parametru A mozné tici, ze 1ze najit vyhlazovaci parametr h optimalni vzhle-

dem k odhadu entropie. Srovnani prumérného vyhlazovaciho parametru optimalniho
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vzhledem k odhadu entropie a parametru daného metodou ktizového ovérovani je
uvedeno v tab. 5.2. Parametr optimalni pro odhad entropie je v prumeéru syste-
maticky mensi nez parametr dany metodou kiizového ovérovani (je vzdy zhruba

dvakrit mens).

Tab. 5.2: Srovnani prumérného vyhlazovaciho parametru optimalniho vzhledem k odhadu
entropie he a prumérného vyhlazovaciho parametru daného metodou kiizového ovérovani
hj. Je uveden odpovidajici odhad entropie (pro ke se jedna o teoretickou entropii). Pouzito
Epanecnikovo jadro, 250 hodnot v jedné realizaci.

N(0;0,16) 50 realizaci | N(0;1) 30 realizaci | N(0;9) 15 realizaci
he i he R, he hy,

0,1846 0,3136 0,3677  0,8111 1,2090  2,5656

Entropie | 0,5026 0,5481 1,4189 1,4817 | 2,176  2,5765

Kdyz se vsak zaméiime na jednotlivé realizace, muzeme pozorovat pripady od-
povidajici prumérné charakteristice (obr. 5.4), pfipady dobrého odhadu entropie pfi
pouziti kifzového ovérovani (obr. 5.5) i pripady, kdy jadrovy odhad s optimalni ent-
ropif je hladsi nez podle kifzového ovérovani (obr. 5.6). Odhady entropie s ruznymi
jadry z tab. 3.1 se prilis nelisi.

021

0.1F

et L L L L )
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4

Obr. 5.4: Srovnani jadrového odhadu hustoty dle kifzového ovéfovani (vlevo) a s op-
timdln{ entropii (vpravo). Pouzito Epanecénikovo jadro, simulovdno 250 hodnot z rozdélent
N(0; 1). Teckované teoretickd hustota, plnou ¢arou odhad. hy = 0,7406 (entropie 1,5006),
he = 0,14 (entropie 1,4183).

Pro asymetricka rozdéleni, tj. v nasem pripadé exponencialni, Weibullovo a gam-
ma rozdeéleni totéz co o rozdélenim normalnim fici nemuzeme. Na zakladé prubéhu
odhadu prumeérné entropie v zavislosti na vyhlazovacim parametru h se ukazalo, ze

ne vzdy lze najit vyhlazovaci parametr h optimalni vzhledem k odhadu entropie.
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Obr. 5.5: Srovnani jaddrového odhadu hustoty dle kifzového ovéfovani (vlevo) a s op-
timéln{ entropii (vpravo). Pouzito Epane¢nikovo jadro, simulovéno 250 hodnot z rozdélen{
N(0; 1). Teckované teoretickd hustota, plnou ¢arou odhad. hjy = 0,8488 (entropie 1,4325),
he = 0,7655 (entropie 1,4182).

0451

Obr. 5.6: Srovnani jadrového odhadu hustoty dle kifzového ovéfovani (vlevo) a s op-
timdln{ entropii (vpravo). Pouzito Epanecénikovo jadro, simulovdno 250 hodnot z rozdélent
N(0; 1). Teckované teoretickd hustota, plnou ¢arou odhad. hy = 0,4379 (entropie 1,3562),
he = 0,843 (entropie 1,4183).

Spatny odhad entropie bude dén tim, Ze pro nesymetrické hustoty pouzijeme
symetrické jadro, které muze relativné dobfe popsat bud jeden nebo druhy cip grafu
nesymetrické hustoty, ale ne oba zaroven (viz obr. 5.7). Otazkou je, zda pro hustotu
exponencialniho rozdéleni je vhodné vubec pouzit jadrové odhady jako takové.

[ustracni srovnani prumérného vyhlazovaciho parametru optimalniho vzhledem
k odhadu entropie a parametru daného metodou kiizového ovérovani je pro Wei-
bullovo rozdéleni uvedeno v tab. 5.3. Parametr optimélni pro odhad entropie je

v prumeéru systematicky mensi nez parametr dany metodou kiizového ovérovani.

Pii jadrovém odhadu hustoty a potazmo entropie z konkrétnich dat muzeme
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Obr. 5.7: Jadrovy odhad hustoty pro W(2;2). Pouzito Epaneénikovo jadro, 250 pozo-
rovani. Vlevo relativné dobte popsén levy cip hustoty (h = 0,0763, entropie 0,2489),
uprostied odhad dle kiizového ovérovani (h = 0,2449, entropie 0,3266) a vpravo hladky
(pfehlazeny) odhad hustoty (h = 0,4, entropie 0,4172). V levém grafu je pouzit parametr
vyhlazovaciho jadra h. = 0,0763 davajici optimalni entropii. V tomto pripadé si entropie
vynucuje spravné vymezeni hustoty na kladnou polopiimku.

Tab. 5.3: Srovnani prumérného vyhlazovaciho parametru optimalniho vzhledem k odhadu
entropie he a prumérného vyhlazovaciho parametru daného metodou kiizového ovérovani
hy. Je uveden odpovidajici odhad entropie (pro h se jedna o teoretickou entropii). Pouzito
Epanecnikovo jadro, 250 hodnot v jedné realizaci.

W(2;2) 15 realizaci | W(5;2) 15 realizaci | W(0,5;10) 15 realizaci
he hy he hy he hy

0,0978 0,2825 0,0582 0,1521 0,0506 0,0868

Entropie | 0,2489 0,3500 -0,2093  -0,1253 | -0,7138 -0,6600

vyuzit predpokladi o rozdéleni a omezit odhad hustoty, ktery presahne do zapornych
hodnot, na spravny definicni obor. Nasledné odhad renormalizujeme. Odhad entro-
pie se ve vétsiné piripadu mirné zlepsi, viz obr. 5.8. Pfi posunuti hustoty do kladnych
hodnot problém s presahem (tj. Spatnym odhadem cipu hustoty) pretrva.

Na zékladé srovnani prubéhu odhadu entropie v zavislosti na vyhlazovacim pa-
rametru a srovnani vyhlazovaciho parametru optimalniho vzhledem k odhadu en-
tropie a vyhlazovaciho parametru daného metodou kfizového ovérovani muzeme
konstatovat, ze odhad entropie na zakladé jadrovych odhadu neni prilis dobry, i
pro normalni rozdéleni se muze dojit k velmi Spatnému vysledku. Odhad entropie
pomoci jadrovych odhadu muze byt pro konkrétni pripady o néco lepsi nez odhad
pomoci histogramu, zejména v tom, ze zavisi jen na jednom parametru.

U asymetrickych hustot dochéazi k okrajovému problému jadrového odhadu hus-
toty, kdy neni respektovan defini¢ni obor. Tento problém je do jisté miry Tesitelny
useknutim a renormalizaci odhadu. Existuji i pokrocilé techniky které tento problém

fesi, naptiklad variabilni volba vyhlazovactho parametru (Terrell a Scott, 1992), me-
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Obr. 5.8: Jadrovy odhad hustoty vymezeny na kladnou polopiimku. Te¢kované teoretické
hustota, ¢arkované puvodni jadrovy odhad a plnou ¢arou renormalizovany odhad. Vzdy
250 pozorovéni. Vlevo E(1), puvodni odhad entropie 1,2470, po renormalizaci 1,1016.
Vpravo W(2;2), puvodni odhad entropie 0,3191, po renormalizaci 0,2877.

toda zrcadleni ¢i metoda navrzend v praci Kolacek a Karunamuni (2009).

5.3 Odhad entropie na zakladé momentového
odhadu hustoty

V této kapitole se budeme zabyvat plug-in odhady entropie stanovenymi na zaklade
momentovych odhadu hustoty. Hlavnim nedostatkem momentovych odhadu hus-
toty je fakt, ze odhady zalozené na momentovych charakteristikdch nemusi spliovat
vlastnosti hustoty, tedy [0, f(t)dt = 1 (odchylky pii vypoctech ale nebyly velké) a
f(t) > 0 Vt. Druhy nedostatek je zasadni. Pro smysluplny odhad hustoty a nésledny
vypocet entropie je nutna renormalizace odhadnuté hustoty. Odhadnuta hustota se

renormalizuje ve dvou krocich:

1. Eliminuji se (polozi se rovny 0) ty ¢asti odhadnuté hustoty, které jsou zaporné.
Jako nulové se téz polozi kladné oscilace mimo hlavni odhad hustoty (neni
duvod domnivat se, ze by odhadnutd hustota méla byt vicevrcholovd, jejich
existence vyplyva z metody odhadu). Nakonec se takto upraveny odhad vydéli

svym obsahem. Upraveny odhad ma jiz vlastnosti hustoty.

2. 'V ptipadech, ze odhad hustoty je nenulovy i mimo predpokladany defini¢ni

obor, odhad na tento definiéni obor omezime a opét vydélime jeho obsahem.
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Nyni k jednotlivym sledovanym rozdélenim. U normélniho rozdéleni je momen-
tovy odhad hustoty (3.13) ¢i (3.14) vzhledem ke konstrukci odhadu kvalitativné
srovnatelny k maximéalné vérohodnému odhadu parametru dosazenych do teore-
tické hustoty normaéalniho rozdéleni, tj. velmi dobry. Vzhledem ke tvaru hustoty
exponencialniho rozdéleni se nedd ocekavat, ze by odhad v kombinaci s polyno-
mem byl dobry. Odhad hustoty je rozvinény, s presahy do zapornych hodnot i do
zaporného definicniho oboru, viz obr. 5.9. U Weibullova rozdéleni je odhad hustoty
necekané dobry. Problém je u strmého cipu, ktery neni popsan presné a jeho nastupu
predchazi propad do zapornych hodnot, viz obr. 5.10. Pro gamma rozdéleni plati,
ze odhad pozvolnéjsiho cipu hustoty je rozvlnény, strmy cip neni popsan dobie a

predchazi mu propad do zapornych hodnot, viz obr. 5.11. Celkové muzeme fici, ze

Obr. 5.9: Momentovy odhad hustoty. 2500 hodnot, tj. prakticky pii teoretickych pa-
rametrech a charakteristikach. Zleva doprava E(0,3), E(1) a E(10). Plnou ¢arou odhad,
teckované teoretickd hustota.

Obr. 5.10: Momentovy odhad hustoty. 2500 hodnot, tj. prakticky pii teoretickych pa-
rametrech a charakteristikdch. Zleva doprava W(5;2), W(2;2) a W(0,5;10). Plnou ¢arou
odhad, teckované teoretickd hustota.

odhad hustoty byl dobry u vsech sledovanych rozdéleni az na exponencialni rozdéleni

a piripady strmé vyrazné asymetrické hustoty u dalsich rozdéleni.
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Obr. 5.11: Momentovy odhad hustoty. 2500 hodnot, tj. prakticky pfi teoretickych para-
metrech a charakteristikdch. Zleva doprava G(0,6;2), G(5;20) a G(7;2). Plnou ¢arou odhad,
teckované teoreticka hustota.

5.3.1 Momentovy odhad konstruovany z gamma hustoty

Vzhledem k charakteru nami zkoumanych rozdéleni se nam zdélo vhodné odvodit
momentovy odhad hustoty konstruovany na zakladé rozdéleni definovaného na po-

lopfimce, zvolili jsme gamma rozdéleni (2) s a = 0.

Pii odvozovani nejprve upravime veli¢iny 7" vynasobenim konstantou k = %,
dostaneme tak transformované veliciny X = k7. Plati pro né E(X) = D(X) = c.
Odhad hustoty veliciny X dostaneme jako

9(x) = f(x) + esds f(x) + eads f (), (5.3)
kde
Fla) = Gl = S
x) = c) =
) F(C) )
’ 7' ()
"f(z
di = TS
flry = L
tedy
et g 2 3 2
dsf(z) = o (2* +2°(3 = 3¢) + #(3¢> = 9c + 6) — ¢* + 6¢° — 11c + 6)
a
ey g 2 2
dof(x) = T (9: +2°(4 — 4c) + 2°(12 + 6¢° — 18¢)
c

+3(24 — 4¢® + 24¢* — 44c) + 24 — 50c + 35¢% — 10¢* + ),
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dale . )
=5 (us —2¢) a e4= Y (pa — 18u3¢) .

Odhad hustoty puvodni veli¢iny T' ziskame jako

X

gr | — ) = kg(x).
gr < k:> g(z)
V praci Bowers (1966) je odvozeni provedeno pomoci rozvoje hustoty gamma

rozdéleni ve tvaru

t
6—gtc—1

per(c)

flt;e, B) = ¢c>0, #>0, t>0

s vyuzitim Laguerrovych polynomu (viz napi. Abramowitz a Stegun (1965)), vys-
ledkem je odhad

g(x) =~ f(x;c,1)[1 —A+ B]+ f(x;c+1,1)[3BA—4B] + f(x;¢c+ 2,1)[6B — 34]
+f(x;c+3,1)[A—4B] + f(z;c+4,1)B, (5.4)

kde
ps — 2c

6

A=

s — 123 — 3¢ + 18¢
24 '

Ackoliv se od sebe odhady (5.4) a (5.3) formdlné lisi, ve vysledku jsou ekviva-

B =

lentni. Na simulacich se ukazalo, ze tyto odhady jsou $patné. Duvodem bude velkd
citlivost na odhady momentu, takze pro nami zkoumané rozsahy pozorovani jsou
odhady zalozené na hustoté gamma rozdéleni nepouzitelné. Jak ilustrujeme na obr.
5.12 a 5.13, odhad je odvozen dobfe, nicméné aproximace muze dat i pro velké roz-
sahy vybéru naprosto chybny odhad hustoty i entropie. V dalsim textu tyto odhady

pouzivat nebudeme.

5.3.2 Vypocet entropie z momentového odhadu hustoty

Entropii nelze spocist ptimou integraci odhadnuté hustoty, vypocteme ji numericky
dle vzorce (5.1) dosazenim odhadnuté renormalizované hustoty. I pfi $patném od-

hadu hustoty (piipad exponencidlniho rozdéleni) dostaneme relativné velmi dobry
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Obr. 5.12: Momentovy odhad hustoty E(1) (podobné pro jiné parametry) kombinaci
gamma hustot. Teoretickd entropie je rovna 1. Zleva doprava vykreslen odhad pro 50
(entropie 1,9004), 250 (entropie 0,6895) a 1250 pozorovani (entropie 1,3769), plnou ¢arou
normalizovany odhad hustoty, teckované teoreticka hustota.

o 05 1 15 o 02 04 06 08 1 12 14 16 o 0z 04 06 08 1 12 14 16 18

Obr. 5.13: Momentovy odhad hustoty G(7;2) kombinaci gamma hustot. Teoretickd en-
tropie je rovna —0,3687. Zleva doprava vykreslen odhad pro 50 (entropie -1,1384), 250
(entropie -0,9046) a 1250 pozorovani (entropie -0,0275), plnou ¢arou normalizovany od-
had hustoty, teckované teoreticka hustota.

odhad entropie (viz obr. 5.14 az 5.16). Pouze pokud je odhad hustoty na prvni
pohled neptijatelny, odhad entropie je nepouzitelny. Odhad je oproti jadrovému

odhadu vypocitan mnohem rychleji.

Obr. 5.14: Momentovy odhad hustoty, vzdy 250 hodnot. Zleva doprava vykreslen odhad
pro W(5;2) (entropie -0,2063), W(2;2) (entropie 0,2394) a W(0,5;10) (entropie -0,7109),
plnou ¢arou normalizovany odhad hustoty, ¢arkované puvodni odhad hustoty, teckované
teoretickd hustota.
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Obr. 5.15: Momentovy odhad hustoty, vzdy 250 hodnot. Zleva doprava vykreslen odhad
pro G(0,6;2) (entropie 2,0827), G(7;2) (entropie —0,3568) a G(5;20) (entropie 1,2414).
Plnou ¢arou normalizovany odhad hustoty, ¢drkované puvodni odhad hustoty, teCkované
teoretickd hustota.

Obr. 5.16: Momentovy odhad hustoty, vzdy 250 hodnot. Zleva doprava vykreslen od-
had pro E(0,3) (entropie 2,3218), E(1) (entropie 1,0022) a E(10) (entropie -1,2203). Plnou
¢arou normalizovany odhad hustoty, ¢drkované puvodni odhad hustoty, teckované teore-
tickd hustota.

5.4 Primé odhady entropie

5.4.1 Odhad entropie na zakladé rozestupu vzorku

Prvnim pfimym odhadem entropie, kterym se budeme zabyvat, je odhad entropie
zalozeny na ,rozestupu vzorku“ (viz Beirlant et al. (1997)). Rozestupem tadu m
neboli m-rozestupem (1 < i < i+ m < n, kde n je rozsah vybéru) rozumime

tivm — t;. Na zakladé rozestupu vzorku je mozné konstruovat odhad hustoty
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pro t € [ti—1)m, tim). Tento odhad hustoty je konzistentni, jestlize pro n — oo plati
m, — 00, my/n— 0.

7 odhadu hustoty zalozeného na rozestupu vzorki muzeme pro pevné m odvodit

m-rozestupovy odhad entropie

2 0 (2 sy — 1)) + 2(m) + Inm. (5.5)

Timto odhadem se budeme dale zabyvat. Odpovidajici odhad hustoty sice neni kon-
zistentni (m je pevné, nespliuje podminky), ale d4 se ukazat, ze odhad entropie za
urc¢itych podminek konzistentni je (viz Beirlant et al. (1997)). Kvuli snizeni asympto-

tického rozptylu se nékdy pouziva m,,-rozestupovy odhad pro m, — oo
1 n—"mmn
Z In ( 2+mn — tz)) .

5.4.2 Odhad entropie podle Vasickal

Odhad entropie vyjadiené pomoci distribuéni funkce (3.18) muze byt zkonstruovén
nahrazenim distribu¢ni funkce F' empirickou distribu¢ni funkei F;,, a pouzitim dife-

rencniho operatoru misto diferencidlniho. Derivace F'~1(p) je pak odhadnuta vyrazem

N(t(i+m) — ti—m))
2m

pro
1—1

1
<p<—, 1t=m+1m+2,...,n—m,
n

kde m je malé piirozené cislo mensi nez n/2. Jednostranné diference typu ¢ (;n) —t(1)

nebo t(n) — t(i—m) se pouziji namisto t(ym) — ti—m) kdyz p < m/n respektive p >

1Oldrich Vasicek (66), ptivodnim jménem Oldiich Alfons Vasicek, je dosud jedinym éechem,
ktery ziskal celosvétové renomé v oblasti ekonomie. Od roku 1968 Zije s manzelkou Silvou v San
Francisku. V Praze absolvoval jadernou fyziku, pii praci v Ceskoslovenské akademii véd vystudo-
val matematicko-fyzikalni fakultu. V. USA nastoupil do vyzkumného oddéleni banky Wells Fargo.
Tam se setkal s nékolika finanénimi teoretiky, ktefi byli pozdéji ocenéni Nobelovou cenou (Mar-
kovitz a Sharpe za model oceniovani kapitalovych aktiv, Merton a Scholes za model ocenovani
opc¢nich kontrakti). U¢il na prestiznich vysokych skoldch, napf. na Kalifornské univerzité. Jeho
,, Vasicek model“, popisujici chovani trokovych meér, je dnes soucasti vSech modernich kursu eko-
nomie. V Ceské republice neudrzuje zadné kontakty, nicméné kazdoroéné piispivé znacnou ¢astkou
na obnovu zchétralych historickych staveb. Zdroj: ¢asopis Tyden, 38/2005, str. 34-37.
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(n —m)/n. Takto dostaneme odhad H,,, entropie H(f)

H,, = n~! Z log {(t(i+m) — t(i_m))n/(Qm)} , (5.6)

i=1
kde t;) = ta), @ < 1 a ty = t@), ¢ > n. Vasicek tuto sumu rozepisuje do tii
komponent, ukazuje vlastnosti téchto komponent, a vzhledem k eliminaci chyby

odhadu doporucuje upraveny odhad entropie

H = = Hp,— (logn —log2m + (1 — 27m)w(2m)
—¢(n+1)+%§:w(i+m— 1)). (5.7)
i=1

5.4.3 Srovnani odhadu zalozeného na rozestupu vzorka a

Vasickovych odhada vzhledem k volbé parametru m

Pii hodnoceni dosud uvedenych piimych odhadu se ukazuje, zZe je zde silna zavislost
na volbé parametru m. Na obr. 5.17 az 5.19 je ilustrovan odhad entropie v zavislosti
na tomto parametru.

Odhad (5.5) zalozeny na rozestupu vzorku daval nejlepsi vysledky pro m = 1
ve vSech pripadech, kdy odhadnuta entropie byla kladna. V piipadé, ze odhadnuta
entropie byla zdpornd, bylo m mnohem vyssi imeérné poctu pozorovani. Prubéh
odhadu entropie v zavislosti na m nebyl v tomto ptipadé linearni, vzit jiné m mezi
1 a optimélnim m by nebylo dobré (viz obr. 5.18 horni graf). Pro m = 1 vzdy
dostaneme piijatelny odhad.

Odhad entropie podle Vasicka (5.6) bude z téchto odhadi nejméné kvalitni. Pro
maly pocet pozorovani se i pro nejlepsi volbu m muze od teoretické hodnoty lisit
vyrazné. Optimalni m bylo pro 50 pozorovéni 5 (mimo exponencidlniho), pro expo-
nencialni rozdéleni vice nez 25. Pro 250 pozorovani bylo m v rozsahu od 15 do 100,
v prumeéru 25 (mimo exponencidlniho), pro exponencidlni 70. Pro 1250 pozorovéni se
optimalni hodnoty pohybovaly od 40 do 150, prumérné 60. Exponencialni rozdéleni
se neodlisovalo.

Vylepseny Vasickuv odhad (5.7) dava jednoznaéné lepsi vysledky nez neupraveny
Vasickuv odhad. Pro 50 pozorovani se optimdlni m pohybovalo od 1 do 25, ale
vzhledem k prubéhu odhadu entropie v zavislosti na m (viz obr. 5.17 pravy dolni

graf) to neni velky problém. Pro 250 pozorovéni se optimalni hodnoty pohybovaly
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Obr. 5.17: Prubéh odhadu entropie v zavislosti na parametru m pro rozdéleni W(0,5;10),
50 pozorovéani. Vykreslen je prumérny odhad ze 100 realizaci (plnd ¢dra) a kolem néj
pés z vybérové smérodatné odchylky (teckované). Teoretickd entropie je rovna —0,7138.
Nahote odhad zaloZzeny na rozestupu vzorku (5.5) (optimélni m = 12, entropie —0,7145),
vlevo dole Vasickuv odhad (5.6) (optimélni m = 5, entropie —0,882) a vpravo dole vy-
lepseny Vasickuv odhad (5.7) (optimdlni m = 25, entropie —0,7151).

od 1 do 13 (prumér 4), pro 1250 pozorovéani od 1 do 22 (prumeér 4). Puvodni Vasickuv

odhad je systematicky mensi nez vylepseny Vasickuv odhad.

5.4.4 Odhad entropie na zakladé vzdalenosti od nejblizsiho

souseda

Dalsim pifimym odhadem entropie je odhad zalozeny na ,,vzdalenosti od nejblizsiho
souseda“ (viz Beirlant et al. (1997)). Necht p,,; je vzdélenost ¢; od nejblizsiho souseda

definovand jako p,; = min;; j<, [t; —t;|. Odhad entropie na zdkladé vzdalenosti od
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Obr. 5.18: Prubéh odhadu entropie v zdvislosti na parametru m pro rozdéleni G(7;2),
250 pozorovani. Vykreslen je prumérny odhad ze 100 realizaci (plnd ¢dra) a kolem néj
pés z vybérové smeérodatné odchylky (teckované). Teoretickd entropie je rovna —0,3687.
Nahote odhad zaloZeny na rozestupu vzorku (5.5) (optimalni m = 93, entropie —0,368),
vlevo dole Vasickuv odhad (5.6) (optimdlni m = 26, entropie —0,4124) a vpravo dole
vylepSeny Vasickuv odhad (5.7) (optimalni m = 7, entropie —0,3687).

nejblizsiho souseda je potom

1 n
H, = => In(np,;) + In2+ Cg, (5.8)
iz
kde Cf je Eulerova konstanta Cp = — [{° e "Intdt (~ 0,577215). Podobny odhad
je popsan v préaci Kozachenko a Leonenko (1987).
Tento odhad vykazuje v pruméru dobré vysledky. S vys$sim poctem pozorovani se
odhad zpfesniuje. Jeho vyhodou je oproti ostatnim odhadum nezévislost na jakékoli

uzivatelem volené hodnoté.
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Obr. 5.19: Prubéh odhadu entropie v zavislosti na parametru m pro Rozdéleni E(1),
1250 pozorovéni. Vykreslen je prumérny odhad ze 100 realizaci (plna ¢éra) a kolem néj
pés z vybérové smérodatné odchylky (teckované). Teoretickd entropie je rovna 1. Nahofe
odhad zalozeny na rozestupu vzorku (5.5) (optimdlni m = 1, entropie 0,997), vlevo dole
Vasickuv odhad (5.6) (optimdlni m = 68, entropie 1) a vpravo dole vylepseny Vasickuv
odhad (5.7) (optimalni m = 1, entropie 1,0024).

5.4.5 Primy odhad entropie na zidkladé momentovych cha-

rakteristik

Vzhledem k dobrym vysledkiim pii odhadu entropie z momentového odhadu hustoty
jsme odvodili pro odhad entropie explicitni vzorec. Piimo ze vzorcu (3.13) a (3.14)
se entropie pravdépodobné vypocitat neda. Vypocet lze provést v piipadé, kdy ve
vzorci (3.11) nerozvinujeme exponencialu do fady, ale pracujeme s jeho presnym
tvarem. Nebude se pak jednat o vzorce odvozené z (3.13) a (3.14), ale protoze v nich

budou vystupovat ¢leny k nim analogické, budeme je tak nazyvat. Odhady jsou
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konstruovany pro hustoty na kladné polopiimce. Pro vzorec odhadu entropie na

zakladé Gram-Charlierova rozvoje oznacime

A = i“ + In(270)) (1 et (ﬁ)) |

—71(80° + dp'o + 4p*0®) + p(° — pPo®) + 24pa’

A2 - 5
o
L n@ro?)(nd(0” = 120) + 2’ = 3p0”))
o3 ’
Nt —ao®  ppt —10p*c® + 150"
4 = 4 -
12 o2 72 od
R U L e 4504 1% + b — 1502 p* — 150°
48 o3 144 ob
Y 1050 p® — 10508 + pf — 2107
1152 o’ ’
2
10 2
A, = - Z
4 €xXp < 20_2> 7T’

kde .
erf(x) = 2 /e‘tzdt
VT '

Odhad analogicky k Gram-Charlierovu rozvoji pak vyjadiime jako

A
Eoo = Ay — Ay <9—62 + A3> . (5.9)

Podobné ve vzorci pro odhad entropie na zakladé Edgeworthova rozvoje oznac¢ime

A1 = 1(1+ In(2m0?)) <1 +erf (ﬁ)) ,
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4 - -0t yippt —10p%0" + 150" yop —30” + p
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12 o2 72 o 48 o3
Y1y2 4504 p? + 48 — 1502 u* — 150°
144 o
V2 1050442 — 10505 + b — 2102
1152 o7
v 10508 — 281502 + 210p*o* — 420p20°
864 o8
Y3y —36u80% 4 378utot — 1260205 + 9450° + 1B
3456 o? ’

In(270?) (72 (1040 — kb — 15p0™) + y2(—3p0? 4+ Yuo?) + 1271 (u?0® — o))
o5

Az =

Y

720%u + i (5p’c! — 8p°a? + u') + 3ya(p’e® — piot)
0-7
1271 (p*0® + 20" + pi*o?)
0-7

2
17 2
As = exp <_§> -

Odhad analogicky k Edgeworthovu rozvoji pak vyjadiime jako

Ay =

Y

1
Epig = A1+ As (ﬁ(/ls —Ay) — A2> . (5.10)

Vzorce (5.9) a (5.10) jsou sice dlouhé, nicméné vypocetné rychlé. Na zdklade
simulaci muzeme Tici, ze odhady entropie nejsou nestranné, ale vychyleni je prakticky
nulové. Oba vzorce jsme testovali na Siroké skale rozdéleni. Obecné jsme dostali
velmi dobré vysledky pro rozdéleni s koeficientem variace C'V < 0,8 s vyjimkou
inverzniho Gaussova rozdéleni (7). Pro toho rozdéleni vysledky nebyly piilis dobré
pro CV < 0,05 a 0,55 < CV < 0,8, ovSsem pro 0,05 < C'V < 0,55 jsme ziskali velmi
dobré odhady. Nyni budeme diskutovat vysledky pro vybrana rozdéleni podrobnéji.

Pro gamma rozdéleni (2) se vyhovujici odhad entropie ziskd pro kombinace pa-
rametru s koeficientem variace nizsim nez 0,82, dobry s CV niz$im nez 0,77. To
odpovidd parametru ¥ > 1,5 resp. ¥ > 1,7 Pro ¥ > 8,2 je lepsi Epq, vzorec (5.10).
U Weibullova rozdéleni (5) dostaneme vyhovujici odhad entropie pro kombinace
parametru s CV nizsim nez 0,84 (b > 1,2). Pro velmi nizké hodnoty parametru a
(mensi nez 0,01) s CV nizsim nez 0,68 (b > 1,4).
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Pro inverzni Gaussovo rozdéleni (7) ziskdme dobry odhad entropie pro kombi-
nace parametru s CV od 0,05 do 0,55, ptijatelny s koeficientem variace od 0,02 do
0,77. Lepsi je Egc vzorec (5.9). Exponencidlni rozdéleni (1) jako zvlastni piipad
Weibullova a Gamma rozdéleni nevyhovuje ndmi stanovené podmince (C'V = 1).
Teoreticky by byl vhodnym odhadem prumeér z odhadu Egq, a Egc, pro malé X pak
odhad Eggq,. Prakticky, pro mélo pozorovani, bude lepsi odhad E¢¢, protoze 3. a 4.

moment je podhodnoceny. Pro malé A bude opét lepsi Erqg.

5.5 Srovnani vSech uvedenych odhadi entropie

Nyni srovname 12 diive uvedenych metod odhadu entropie v kombinaci s odhady
posunuti (4.1) a (4.7). Metody zalozené na odhadu hustoty rozdéleni vyuzivaji od-
had hustoty renormalizovany na adekvatni interval. Pii zkoumani vlivu posunuti na
odhad entropie pouzivame posun 0,3 x stiedni hodnota. Pokazdé jsme nasimulovali
10 opakovani 50 nebo 250 pozorovani. Jako srovnavaci kritérium pouzivame stiedni
kvadratickou chybu odhadu. Simulace byly generovany z rozdéleni uvedenych v tab.

5.4. Nasim zameérem bylo testovat Sirokou skalu rozdéleni o rizné Sikmosti.

Tab. 5.4: Rozdéleni pouzitd pro generovani simulaci pii srovnavani metod odhadu ent-
ropie. Zahrnuli jsme exponencialni, gamma, inversni Gaussovo a Weibullovo rozdéleni.

Rozdéleni | exp(l) gam.(0,6;2) gam.(5;20) inv. Gauss(2;4) Weib.(0,5;10)
o L (L K /L /\
hustoty
CV 1 0,7071 0,2236 0,7071 0,1203
Entropie 1 2,0880 1,2905 1,4556 -0,7138

Pro srovnani jsme vybrali nasledujici odhady entropie:

1. Parametricky odhad, kdy uzitim metody maximélni vérohodnosti spocteme
parametry rozdéleni a entropii odhadneme pomoci (5.1). Predpokladdme, ze

rozdéleni je az na parametry znamé.

2. Plug-in odhad pomoci histogramu. Pouzijeme histogram s neekvidistantnimi
délicimi intervaly (3.8) konstruovany dle pravidla (5.2) na intervalu daném

jako [t(l), t(n)].
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3. Plug-in odhad pomoci histogramu. Viz predchozi metoda, ale na intervalu

[max{t(l) — %, 0}, tm) + %]

4. Plug-in jadrovy odhad (3.9). Aplikujeme ¢asto pouzivané Epanecnikovo jadro
(3(1 — 2?) pro @ € [~1,1] a 0 jinak), vyhlazovaci parametr je ur¢en pomocf

metody krizové validace.
5. Plug-in odhad zalozeny na Edgeworthové odhadu hustoty (3.14).
6. Plug-in odhad zalozeny na Gramm—Charlierové odhadu hustoty (3.13).
7. Piimy odhad zalozeny na ,rozestupu vzorku“ (5.5). Volime m = 1.

8. Piimy Vasickuv odhad (5.6). Pouzivame m = 6 pro 50 pozorovani a m = 13

pro 250 pozorovani.
9. Piimy ,,vylepseny“ Vasickuv odhad (5.7). Volime m = 4.
10. Piimy odhad zalozeny na , vzdalenosti od nejblizsiho souseda“ (5.8).
11. Pfimy momentovy odhad zalozeny na Gramm-—Charlierové konceptu (5.9).
12. Piimy momentovy odhad zalozeny na Edgeworthové konceptu (5.10).

V nasi praci muzeme vzhledem ke vlivu posunuti rozlisit mezi Sesti ruznymi si-
tuacemi: V datech neni posun, a my jej neodhadujeme, nebo jej odhadneme pomoci
minima (4.1), strana 52, anebo pomoci korigovaného minima (4.7), strana 54. Dalsi
moznosti je, Ze v datech je posun, a my jej opét bud neodhadujeme, nebo jej odhad-
neme pomoci minima (4.1) anebo pomoci korigovaného minima (4.7). Cést metod
odhadu entropie je na posunuti i na jeho piipadném odhadu nezavisla.

Na obr. 5.20 a 5.21 jsou znazornény vysledky pro 50 a 250 simulovanych hodnot
v jedné sérii. Na jejich zakladé muzeme vyslovit néasledujici zavéry. Piimé momen-
tové odhady zalozené na Gram-Charlierové konceptu dévaji vysledky srovnatelné
s parametrickymi a dalsimi provérenymi odhady, ovSem pouze pro rozdéleni s koe-
ficienty variace v rozsahu daném v podkapitole 5.4.5. Dobry vysledek byl dosazen
pro oba rozsahy vybéru. Ukazuje se, ze tento odhad je silné zavisly na odhadu posu-
nuti. Analogicky bychom mohli hodnotit odhad zalozeny na Edgeworthové konceptu,
ktery se ale obecné jevi mirné horsi nez primy odhad zalozeny na Gram-Charlierové

konceptu.
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Obr. 5.20: Srovnéani stfednich kvadratickych chyb jednotlivych metod odhadu entro-
pie. Pouzili jsme simulace o rozsahu 50 pozorovani rozdéleni uvedenych v tab. 5.4.
Cerné sloupecky jsou pouzity pro exponencidlni rozdéleni, tmavé sedé pro rozdéleni gam-
ma(0,6;2), sedé pro gamma(5;20), svétle Sedé pro inverzni Gaussovo rozdéleni a bilé pro
Weibullovo rozdéleni. Cisla pod sloupecky odkazuji na vycet metod popsanych vyse.
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Obr. 5.21: Srovnani stfednich kvadratickych chyb jednotlivych metod odhadu entro-
pie. Pouzili jsme simulace o rozsahu 250 pozorovani rozdéleni uvedenych v tab. 5.4.
Cerné sloupecky jsou pouzity pro exponencidlni rozdéleni, tmavé sedé pro rozdéleni gam-
ma(0,6;2), sedé pro gamma(5;20), svétle Sedé pro inverzni Gaussovo rozdéleni a bilé pro
Weibullovo rozdéleni. Cisla pod sloupecky odkazuji na vycet metod popsanych vyse.
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Histogram konstruovany ve shodé s pravidlem (5.2) vskutku asymptoticky dava
dobré vysledky odhadu entropie. Neni vidét vyznamna diference mezi metodami
oznaCenymi 2. a 3., tento odhad tedy nebude pfilis citlivy na odhad posunuti. Cel-
kové nejlepsim odhadem entropie se jevi vylepseny Vasickuv odhad (5.7).

Odhad posunuti minimem se v nasi situaci zdd byt ptilis hruby (redlny posun
je nadhodnocen) a muze zpusobit vyznamné znehodnoceni odhadu entropie. Odhad
(4.7) toto nadhodnoceni snizuje a s vyjimkou exponencidlniho rozdéleni a nékterych
kombinaci parametru inverzniho Gaussova rozdéleni muze kvalitu odhadu entropie
vyrazné zlepsit. Pokud v datech neni zadny posun, ale my ho odhadujeme jako
minimalni hodnotu, pro mensi pocet pozorovani dojde ke zhorseni odhadu entropie
oproti stavu, kdy bychom posun neodhadovali. Pro vétsi pocet pozorovani se rozdily
stiraji. Pokud v datech posun je, tak obecné muzeme fici, ze pro mensi rozsahy
vybéru pouziti odhadua posunuti (4.1) a (4.7) k vylepseni odhadu entropie nevede,

ovSem pro vétsi rozsah pozorovani je jiz zlepSeni znatelné.

99



Kapitola 6

Odhad entropie z intervaloveé

cenzorovanych dat

K odhadu entropie z intervalové cenzorovanych dat muzeme ptikrocit nékolika stra-

tegiemi.

1. Muzeme pracovat s intervalové cenzorovanymi daty, jako by slo o kompletni
pozorovani. Budeme moci vyuzit vSechny jiz uvedené metody odhadu entro-
pie, nicméné se védomé dopoustime chyby, kdyz povazujeme netplna data za
uplna.

2. Déle muzeme vyloucit z dat neliplnd pozorovani, a entropii odhadovat pouze
na zakladé uplnych. Podle situace nam zbude relativné malo pozorovani, nutno

bude pouzit metody vhodné pro malé vzorky. Zbavujeme se casti informace,

nase vypocty budou méné piresné nez pii dalsi uvazované strategii.

3. Zohlednime charakter dat, a pouzijeme adekvétni, byt sloZitou, metodu. Vyu-

zitelné budou jen plug-in odhady, do kterych dosadime vhodny odhad hustoty.

Poslednim ptipadem se budeme zabyvat v nasledujicim textu, na zavér uvedené

pristupy srovname.

6.1 Intervalové cenzorovana data

Predpoklddejme, ze proces obnovy je zaznamenavéan v n intervalech (,,datovych
oknech“ ¢ jen ,oknech®) [7;, 7;41], ¢ = 1,...,n relativné malé sitky A = 7, — 7;

pro vSechna i = 1,...,n. Obecné muzeme ziskat tii typy pozorovani (viz obr. 6.1):
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(D1) V datovém okné se nenachézi zddnd udélost.
(D2) V datovém okné se nachazi préavé jedna udalost.

(D3) V datovém okné se nachdzi alespon dvé udéalosti.

Obr. 6.1: Typy pozorovani procesu obnovy v datovém okné.

Pouze typ (D3) obsahuje tiplnou realizaci, zatimco v piipadé (D1) je interval mezi
udalostmi delsi nez datové okno a v pripadé (D2) mame o intervalu mezi udélostmi

pouze ¢astecnou informaci.

6.2 Metoda zalozena na Vardiho algoritmu

V praci Vardi (1989) je uvedena metoda odhadu distribu¢ni funkce z intervalové
cenzorovanych dat pomoci neparametrické metody maximalni vérohodnosti. K vy-
poctum je mozno pouzit vSech tif typu diskutovanych dat (viz obr. 6.1 a text vyse).
Na druhou stranu, tato metoda nerozlisuje mezi dopfednym a zpétnym rekurenénim
casem (viz definici 3.12).

Nejdifve uvedeme zde pouzité oznaceni dat. Necht X;,...,X,, a Z1,..., Z, jsou
nezavislé stejné rozdélené nahodné veliciny s distribuéni funkei F a Uy, ..., U, jsou
nezavislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny z rovnomérného spojitého rozdéleni na

intervalu (0, 1). Netplnd pozorovani Y3, ..., Y, jsou definovana jako
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Nakonec tedy mame realizace uplnych pozorovani x4, ..., z,, a realizace netiplnych

pozorovani ¥, . .., y,, které pouzijeme pro odhad distribu¢ni funkce F'.

Necht tq,...,t, oznacuje navzajem riuzné hodnoty realizaci z1, ..., Zpm, Y1, ..., Yn
sefazené vzestupné. V piipadé, ze nemame zadna data typu (D1), s vysokou prav-
dépodobnosti bude pro pocet navzdjem ruznych hodnot A platit vztah h = m + n.
V opacném piipadé dostaneme h jako h = m +n + 1 — ny., kde n;. je pocet dat
typu (D1). Obecné definujeme &; a n; jako ¢etnosti hodnot 1, ..., 2, ay1,. .., Y, Pro
tj, 7 =1,..., h. Nyni mizeme pomoci nové zavedenych veli¢in zapsat vérohodnostni

funkeci ve forme

1_[]9]J <Zt > j (6.2)

k=j k
s parametry p; > 0 (j=1,...,h), E;‘:l pj = 1. Pro maximalizaci této vérohodnostni
funkce pouzijeme EM algoritmus uvedeny v praci Dempster et al. (1977). Po¢atecni
odhady parametru p; oznacime p‘]’ld (pro j = 1,...,h). Stanovime je libovolné tak,

aby platily podminky p"ld >0 a Zh 1 p;’ld =1 Dale spocteme

Py = (m+ n)~t € { i+t pgld an <Z t Old> } (6.3)

a iterujeme tak dlouho, az doséhneme konvergence (ve smyslu néjakého vhodného

new

pravidla); hodnoty p7€?, ..., pp¢” jsou poté hledanym odhadem rozdéleni intervalu
mezi udalostmi. Pfesnéji feceno, tyto hodnoty davaji pouze ¢astecny neparametricky

odhad distribu¢ni funkce na intervalu (0, A). Tento odhad lze zapsat jako

. 1 0 v <1t
F(v) = { c 6.4
(v) (E prv t.<v<tegproc=1,...,h—1. (6-4)
=1
Vzhledem k tomu, ze plati Zh 1 D7 =1, je také mozné zapsat formélné spravny
uplny odhad distribuéni funkce
:f 0 v <t
Fl(v):{ Elp?ew te<v<teggproc=1,...,h—1 (6.5)
h

v =1 tp <.
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Zde je ovsem (v zavislosti na sitce datového okna) silné nadhodnocen odhad dis-
tribu¢ni funkce pro v > t,. Pfesné vyuziti odhadu p*”, ..., pp®" pro nas ucel je

uvedeno v podkapitole 6.4.

6.3 Metoda zalozena na algoritmu McCleanové a

Devineho

V préci McClean a Devine (1995) je pouzita jind konstrukce odhadu distribu¢ni
funkce neparametrickou metodou maximalni vérohodnosti. Tato metoda je urcena
pro data typu (D2) a (D3), narozdil od pfistupu z prace Vardi (1989) nelze vyuzit
typ dat (D1) (ptehled typu dat viz obr. 6.1 a text vyse). Pfednosti této metody je,
ze jsou rozliseny dopredné a zpétné rekurencni casy (viz definici 3.12).

Oznacéme (t;,x;), i = 1,..., h usporddané hodnoty tplnych mezipulsnich inter-
valu s jejich pripadnymi multiplicitami. Data typu (D1) neuvazujeme, zabyvame se
spojitymi daty. Pravdépodobnost takovychto multiplicit je tedy zanedbatelnd, ale
v praxi k nim muze dojit napi. diky zaokrouhlovéani, snizené presnosti piistroje a
podobné. Symbolem N, = " z; oznaéime pocet navzajem rozdilnych tplnych
pozorovani. Trojicemi (%;;,yij, zij), 7 = 1,...,¢;, oznaéime hodnoty dopfednych a
zpétnych rekurencnich ¢asu (¢;;) v intervalu [¢;_1,t;), i = 1,..., s jejich piipadnymi
multiplicitami (y;; pro dopfedny rekuren¢ni ¢as a z;; pro zpétny rekurencni cas).
Poznamenejme, ze tg = 0 a ¢; je pocet navzijem ruznych doptfednych a zpétnych
rekuren¢nich mezipulsnich intervalu v intervalu [t;_i,t;). Hodnoty tp+1j, ynt1,; &
Zht14s J = 1,..., cper analogicky definujeme na intervalu [t;, 00). Nakonec definu-
jeme celkovy pocet doptednych resp. zpétnych rekuren¢nich mezipulsnich intervala
v intervalu [t;1,%;), 4 = 1,...,h + 1 jako Y; = 3200, ys; resp. Z; = 3251 25 a cel-
kovy pocet doprednych resp. zpétnych rekuren¢nich mezipulsnich intervalu v celych
datech jako N, = SV resp. N, = 24! 7.

Budeme rozlisovat mezi nasledujicimi dvéma situacemi:

(A) Nejveétsi pozorovani je uplné. V tomto piipadé dostaneme vérohodnostni funkei
(zalozenou stejné jako u predchozi metody na netplnych pozorovanich) ve

tvaru

k=i+1

h h Y;+Z;
Ly = (u*)"" [Ip" < > pk> , (6.6)
=1
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kde p* = Z?:l piti, kterou maximalizujeme vzhledem k parametrum p; > 0,
i=1,...,ha X" p =1

(B) Nejméné jedno netiplné pozorovani je vétsi nez nejvétsi uplny interval mezi
udélostmi. V tomto piipadé je nutno definovat 51 > 5., ale zaroven nejmensi

mozné. Formalné muzeme psat
thi1 = the, T,

kde € je neméritelné maly c¢asovy interval. Poznamenejme, Ze pro korektni pro-
veditelnost nasledujiciho algoritmu je nutno polozit x;; = 1. Vérohodnostni

funkce je zde dana ve formé

k=i+1

h htl YitZi
Ly= @)™ IIpf | Y o : (6.7)
i=1

kde (
N* _ Z?Ill pltl pro th—l—l S Av
i Aphi1 + X0 piti pro tpyn > A,
Tuto vérohodnostni funkci maximalizujeme vzhledem k parametrum p; > 0,
t1=1,...,h+1a Z?:Jrll p; = 1. Zapis této situace muze byt jednoduse redukovan

pro piipad (A).

Pro maximalizaci stanovené vérohodnostni funkce je opét aplikovan EM algoritmus

(Dempster et al., 1977). Celd maximalizace je popsana v nésledujici pétikrokové

procedufe.
1. Najdeme startovaci odhady pro pi,...,pri1- My pouzivame p; = h+r1, 1=
1,....,h+ 1.
2. Oznacime stavajici hodnoty py, ..., pry1 jako pgid, ... ,p‘ﬁl a urcime
G=xi+ > Zml i=1,...,h+1 (6.8)
j=1
a .
m=>Ym i=1,...,h+1 (6.9)
j=1



kde

3. Regen{ rovnice
}f (& + i)t

=1 (6.10)

vzhledem k @ oznacime fi. K ziskani feseni se nam ukazala jako vhodna metoda

puleni intervalu.

4. Spocteme upravené odhady pro py,...,ppr1 pomoci vzorce
R (& +mi)ih
= ~ i=1,....h+1 6.11
a oznacime je pi”, ..., ppdY.

5. Pouzijeme vhodné kriterium konvergence, naptiklad kdyz

h+1

Z(pfld — ) < e (6.12)

1=1

pro predem danou malou konstantu e vypocet ukoncime. Pokud nerovnost
(6.12) neplati, tak polozime p?¢ = pre¥ ¢ = 1,...,h + 1 a piejdeme ke
kroku 2. Opakujeme kroky 2. az 5. dokud nedosdhneme konvergence. Hodnoty
Py, ..., PRy potom povazujeme za neparametricky maximalné vérohodny

odhad rozdéleni interval mezi udélostmi.

Analogicky jako u predchozi metody muzeme definovat castecny a tplny odhad
distribu¢éni funkce rozdéleni mezipulsnich intervali. Pro plug-in odhady je ovsem

tfeba stanovit odhad hustoty, coz provedeme v nésledujici podkapitole.

6.4 Odhad hustoty a entropie na zakladé vystupu

predchozich metod

Z odhadu p7e”, ..., pp¢* zformujeme histogram s r délicimi intervaly. Poznamenejme,
ze tento histogram je definovdn pouze na intervalu (0, A) a integral z tohoto histo-

gramu neni roven jedné ale hodnoté pp;s; < 1. Chybéjici chvost odhadované hustoty
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odhadneme pomoci hustoty exponencidlniho rozdéleni (1) s parametrem a = 0 a

parametrem A vhodné stanovenym. Tento parametr urcime jako feSeni rovnice
71
/ e de = 1= puus (6.13)
A

vzhledem k parametru A. Po integraci dostaneme rovnici

1

56 = 1 pha. (6.14)

Jeji TeSeni, opét napr. pomoci metody puleni intervalu, oznac¢ime M;s;. Nakonec
dostaneme odhad hustoty pro cely definicni obor a ten pouzijeme pro odhad dife-

rencidlni entropie. Entropie odhadnuta na zédkladé histogramu se spocte jako

Bhist = Y —(ri — 1;) filog(fi), (6.15)

i€S
kde S je indexova mnozina délicich intervall, v nichz je histogram nenulovy, [; resp.
r; je leva resp. prava hranice i-tého intervalu a f; je hodnota histogramu v i-
tém délicim intervalu. Cést odhadu entropie vypoctené na zikladé exponencidlniho

chvostu je dédna jako

1
Epqy = € st (m <—Ah- te—*histﬁ> - 1) (6.16)

a celkovd entropie je odhadnuta jako F = Ej;s + Fiai-

6.5 Srovnani uvedenych metod

V této podkapitole bychom chtéli srovnat tii metody odhadu entropie na zakladé
intervalové cenzorovanych dat. Prvni dvé metody, tj. metoda zalozena na Vardiho
algoritmu a metoda zalozend na algoritmu McCleanové a Devineho, se fadi mezi
plug-in odhady a respektuji v rizné mite vlastnosti dat. Jako tfeti metodu pro
srovnéni jsme zvolili pfimy vylepseny Vasickuv odhad (5.7) urceny k vypoctum
s kompletnimi daty. V minulé kapitole jsme ukézali, ze tento odhad je ve srovnani
s ostatnimi metodami urcenymi pro odhad entropie z iplnych dat velmi dobry. Nyni
chceme pomoci tohoto odhadu ilustrovat ztratu kvality odhadu entropie v pripadé,
ze nerespektujeme podstatu dat. Vasickuv odhad pouzijeme k odhadu entropie ve

dvou situacich:
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1. Budeme uvazovat pouze uplné intervaly mezi udélostmi. Nasazeni Vasickova
odhadu zde bude adekvatni, ovsem ztratime velké mnozstvi informace. Pro

malé sitky datového okna nemusime ziskat zadnd tplnd pozorovéani.

2. Budeme uvazovat vSechna pozorovani a odhadovat entropii Vasickovym odha-
dem na zakladé uplnych i cenzorovanych pozorovani. Cenzorovand pozorovani

budeme chybné povazovat za uplna.

Uvedené metody budeme srovnavat pomoci odhadu ze simulovanych dat. Tech-
nika simulace je nasledujici: Pro ziskani n vzorku generujeme n-krat 1000 realizaci,
které ndm predstavuji délky intervalu mezi udalostmi. Tyto usporadame do po-
sloupnosti, a pro kazdou tuto posloupnost ndhodné uréime polohu datového okna
o délce A (sice ndhodné, ale tak, aby celé datové okno bylo mezi prvni a posledni

udalosti posloupnosti). Timto zpusobem ziskdme
e 1, pozorovani uplnych intervalu,
e n; < n zleva cenzorovanych intervalu,
e n, < n zprava cenzorovanych intervalu a
e 1, < n oboustranné cenzorovanych intervalu.

Nejdiive zhodnotime kvalitu odhadu distribuéni funkce a hustoty. Nejndzornéjsi
moznosti se jevi grafickda prezentace dosazenych odhadu. Na obr. 6.2 az 6.9 jsou
vykresleny odhady pro distribu¢ni funkei a hustotu exponencialntho rozdéleni (1)
s parametrem A = 1. Analyzovany jsou situace s sitkou datového okna A 0,5; 1; 2
a 4 v kombinaci s poctem datovych oken (25 a 100). Neni tfeba zkoumat odhady
distribu¢ni funkce a hustoty pro jiny parametr A\ exponencidlniho rozdéleni, zmény
sitky datového okna jsou tomu ekvivalentni. Zkratkou ,, Devine“ oznacujeme metodu
zalozenou na algoritmu McCleanové a Devineho, zkratkou ,, Vardi“ metodu zalozenou

na Vardiho algoritmu.
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Obr. 6.2: Odhad distribuéni funkce (cdf) a hustoty (pdf) z intervalové cenzorovanych
exponencidlnich dat. Simulovano 25 datovych oken o §ifce A = 0,5. Teoretické charakte-
ristiky jsou vykresleny ¢arkované, odhady plnou ¢arou.
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Obr. 6.3: Odhad distribuéni funkce (cdf) a hustoty (pdf) z intervalové cenzorovanych ex-
ponencialnich dat. Simulovano 25 datovych oken o §ifce A = 1. Teoretické charakteristiky
jsou vykresleny ¢arkované, odhady plnou ¢arou.
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Obr. 6.4: Odhad distribuéni funkce (cdf) a hustoty (pdf) z intervalové cenzorovanych ex-
ponencidlnich dat. Simulovéno 25 datovych oken o §ifce A = 2. Teoretické charakteristiky
jsou vykresleny ¢arkované, odhady plnou ¢arou.
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Obr. 6.5: Odhad distribuc¢ni funkce (cdf) a hustoty (pdf) z intervalové cenzorovanych ex-
ponenciadlnich dat. Simulovéno 25 datovych oken o §ifce A = 4. Teoretické charakteristiky
jsou vykresleny ¢arkované, odhady plnou ¢arou.
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Obr. 6.6: Odhad distribuéni funkce (cdf) a hustoty (pdf) z intervalové cenzorovanych
exponencidlnich dat. Simulovédno 100 datovych oken o §ifce A = 0,5. Teoretické charakte-
ristiky jsou vykresleny ¢arkované, odhady plnou ¢arou.
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Obr. 6.7: Odhad distribuc¢ni funkce (cdf) a hustoty (pdf) z intervalové cenzorovanych ex-
ponencialnich dat. Simulovéno 100 datovych oken o §ifce A = 1. Teoretické charakteristiky
jsou vykresleny ¢arkované, odhady plnou ¢arou.
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Obr. 6.8: Odhad distribuéni funkce (cdf) a hustoty (pdf) z intervalové cenzorovanych ex-
ponencialnich dat. Simulovéno 100 datovych oken o §ifce A = 2. Teoretické charakteristiky

jsou vykresleny ¢arkované, odhady plnou ¢arou.
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Obr. 6.9: Odhad distribué¢ni funkce (cdf) a hustoty (pdf) z intervalové cenzorovanych ex-
ponencialnich dat. Simulovéno 100 datovych oken o §ifce A = 4. Teoretické charakteristiky

jsou vykresleny ¢arkované, odhady plnou ¢arou.
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Piipad odhadu distribu¢ni funkce a hustoty, kdy pracujeme s nejvice omezenou
informacf (v rdmci nasf studie), je znazornén na obr. 6.2. Sitka datového okna 0,5 je
mensi nez sttedni hodnota generovanych simulaci (ta je rovna jedné). Odhad se jevi
jako velmi dobry, coz je ovSsem dano pouzitym rozdélenim spise nez vlastnostmi od-
hadu. Pii stejné sirokém datovém okné, ale pro 100 pozorovani (obr. 6.6) jiz vidime
rozdily mezi metodami - metoda zalozend na algoritmu McCleanové a Devineho
dava viditelné lepsi odhad pro distribuéni funkci i hustotu. Pti posuzovani odhadu
pro sitku datového okna rovnu 1 se vSak vystupy obou metod jevi stejné kvalitné.
Posouzeni zalozené na vysledku pro sitku datového okna 0,5 tedy neni mozné zo-
becnit. Pro sitku datového okna 2 je jiz ale pfinos metody zalozené na algoritmu
McCleanové a Devineho systematicky. Pii §ifce datového okna 4 dostdvame rela-
tivné velké mnozstvi tplnych realizaci mezipulsnich intervalu a rozdily v odhadu
pouzitymi metodami se stiraji.

Celkové se da tici, ze obé metody davaji odhady v predpokladané kvalité. Pro
relativné malou sitku datového okna dostaneme Spatny, ne vsak nepouzitelny odhad.
Pti vétsim poctu datovych oken kvalita odhadu roste, stejné jako pii vétsich sitkach
datového okna. Pravé sitka datového okna je pro odhad distribuéni funkce a hustoty
zésadni. Muzeme napiiklad vidét, ze odhad pii 25 oknech o &ifce 4 (obr. 6.5) je
mnohem lepsi nez pii 100 oknech o sifce 1 (obr. 6.7), ackoliv celkova data maji
stejnou ,,délku “. Objektivnéjsi hodnoceni obou metod nam poskytne analyza odhadu
entropie.

Vysledky samotného odhadu entropie (prumeéry a smérodatné odchylky) stokrat
opakovanych simulaci exponencidlniho rozdéleni (1) s parametrem A = 1 jsme zpra-
covali do tab. 6.1 az 6.4. Entropii jsme odhadovali pro kombinace sitky datového
okna A 0,5; 1; 2; 4 a poc¢tu datovych oken (25, 50, 75 a 100). Pfipomenme, zZe teo-
reticka diferencialni entropie je v piipadé Poissonova procesu s parametrem A = 1
rovna 1. Kromé jiz zavedeného znaceni oznacime zkratkou ,,Vasicek A“ Vasickuv
vylepSeny odhad pouze s uplnymi daty a zkratkou ,,Vasicek B“ Vasickuv odhad se
vSemi typy dat.
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Tab. 6.1: Vysledky odhadu entropie z intervalové cenzorovanych dat pro siirku datového
okna A = 0,5. Symbolem NaN (z anglického Not A Number) ozna¢ujeme situaci, kdy
vypocet neni mozno provést.

Pocet oken Devine Vardi Vasicek A Vasicek B
95 prumér  0,8170 1,1305 —00 —00
smér. odchylka  0,4153 0,0771 NaN NaN

50 prumér  0,9006 1,1799 —00 —00
smér. odchylka  0,2911 0,0537 NaN NaN

5 prumér  0,9135 1,2057 -0,9636 —00
smér. odchylka  0,2729 0,0420 0,2997 NaN

100 prumér  0,8577 11,2143 -0,9858 —00
smér. odchylka 00,3087 0,0340 0,2691 NaN

Tab. 6.2: Vysledky odhadu entropie z intervalové cenzorovanych dat pro siitku datového
okna A = 1.

Pocet oken Devine Vardi Vasicek A Vasicek B
o5 prumeér 0,9137 1,1719 -0,4016 0,0859
smér. odchylka  0,2866 0,1315 0,4951 0,0393

50 prumeér 0,9191 11,2045 -0,3155 0,0683
smér. odchylka  0,2441 0,0974 0,1761 0,0275

5 prumeér 0,8719 1,2210 -0,2573 0,0663
smér. odchylka 00,2119 0,0893 0,1255 0,0269

100 prumeér 0,8953 11,2382 -0,2729 0,0632
smér. odchylka 00,1894 0,0829 0,0987 0,0217

Tab. 6.3: Vysledky odhadu entropie z intervalové cenzorovanych dat pro §iiku datového
okna A = 2.

Pocet oken Devine Vardi Vasicek A Vasicek B
o5 prumeér 0,9262 1,0706 0,3070 0,6202
smér. odchylka  0,2183 0,1977 0,1461 0,0519

50 prumeér 0,9415 1,1137 0,3474 0,6076
smér. odchylka  0,1310 0,1026 0,0960 0,0305

s prumeér 0,9276 1,1314 0,3672 0,6076
smér. odchylka  0,1424 0,0769 0,0611 0,0216

100 prumeér 0,9673 11,1389 0,3720 0,6026
smér. odchylka  0,1178 0,0770 0,0627 0,0203
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Tab. 6.4: Vysledky odhadu entropie z intervalové cenzorovanych dat pro §ifku datového
okna A = 4.

Pocet oken Devine Vardi Vasicek A Vasicek B
o5 prumeér 0,9808 0,9788 0,8314 1,0358
smér. odchylka  0,1298 0,1124 0,1114 0,0685

50 prumeér 0,9872 1,0430 0,8393 1,0639
smér. odchylka  0,0962 0,0821 0,0874 0,0307

5 prumeér 0,9743 1,0317 0,8761 1,0530
smér. odchylka  0,0774 0,0765 0,0694 0,0325

100 prumeér 0,9886 1,0384 0,8983 1,0536
smér. odchylka  0,0598 0,0685 0,0575 0,0295

Zasadni informaci pti hodnoceni odhadnuté entropie je fakt, ze pouziti uvedenych
metod je ve srovnani se situaci, kdy neuvazujeme charakter dat, piinosné. Pro siiku
datového okna 0,5 neni dostupny Vasickuv odhad se vSemi typy dat v zadném
pripadé a Vasickuv odhad pouze s uplnymi realizacemi az pro vétsi pocet datovych
oken. Poznamenejme, Zze metoda zalozena na algoritmu McCleanové a Devineho
stejné jako Vasickuv odhad entropie s uplnymi realizacemi vyzaduji alespon jeden
uplny mezipulsni interval. V piipadé A = 0,5 tato podminka nebyla splnéna asi v 1 %
simulaci, takové série dat byly z analyzy vylouceny a nahrazeny vyhovujicimi daty.
Obé posuzované metody jsou v pruméru vychylené, metoda zalozend na algoritmu
McCleanové a Devineho pti §itce datového okna 0,5 systematicky entropii podhodno-
cuje, metoda zalozena na Vardiho algoritmu ji systematicky nadhodnocuje. Obecné,
pro vSechny zkoumané §itky, to ale neplati. Odchylka vysledku metody zalozené na
algoritmu McCleanové a Devineho je fadové vyssi nez pro metodu zalozenou na Var-
diho algoritmu. To je ddno zejména tim, ze data typu (D1), v ptipadeé délky datového
okna 0,5 relativné casté, vyuziva pouze metoda zalozend na Vardiho algoritmu.

Odchylka vysledki metody zalozené na algoritmu McCleanové a Devineho je
vyssi, 1 kdyz ne tak vyrazné, i v pripadé datového okna o Sitce 1. Zde je ale jiz
patrné, ze tato metoda dava vysledky prumérné blizsi teoretické hodnoté entropie.
Vasickuv odhad vzdy vyjde velmi Spatné. Pro sitku datového okna 2 a 4 je patrné
priblizovani odchylky vysledkii metody zalozené na algoritmu McCleanové a Devi-
neho a metody zalozené na Vardiho algoritmu. Tato hodnota je zde srovnatelna i
s odchylkou Vasickova odhadu pouze s uplnymi daty. Prumérny odhad posuzovanych
metod je srovnatelny, pro sitku datového okna 2 je mozné tici, ze metoda zalozena

na algoritmu McCleanové a Devineho dava lepsi vysledky pro vétsi pocet datovych
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oken, zatimco metoda zalozend na Vardiho algoritmu je tispésSna zejména pro mensi
pocet datovych oken.

Hlavnim faktorem urcujicim prumérnou kvalitu odhadu entropie je i zde sitka
datového okna. Pro sitku datového okna 4 dostaneme srovnatelné prumérné vysledky
i pro Vasickuv odhad se vSemi typy dat, coz je dano velkou ¢etnosti aplnych realizaci.

Vysledky posuzovanych metod jsou ale vzdy prumérné lepsi.
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Z.aver

V predlozené dizertacni praci jsme nejdifve kratce prezentovali neurofyziologické
zaklady, poté jsme je ve druhé kapitole zasadili do ramce matematickych modelu
samostatného neuronu. Zdsadnim vychodiskem pro dalsi praci se stal fakt, ze po-
sloupnosti akénich potencialu lze casto povazovat za realizace procesu obnovy. Tento
je plné popsan hustotou mezipulsnich intervalu, na které jsme se v prevazné ¢asti
prace zamérili. Uvedli jsme ptehled statistickych definic, postupu a metod odhadu
pouzitych pti zkoumani odhadu posunuti a diferencidlni entropie.

U odhadu posunuti jsme shrnuli dostupné parametrické i neparametrické metody
a ovérili uplatnéni nové navrzeného odhadu. Muzeme konstatovat, ze odhad pomoci
minimalni hodnoty, obvykle pouzivany pro posunuti, neni nejlepsi volbou. Porov-
nali jsme nékolik metod odhadu posunuti v kombinaci se tfemi modely generovani
mezipulsnich intervalu. Srovnali jsme jejich presnost a asymptotické vlastnosti na
simulovanych datech. Z vysledku plyne, ze nejstabilngjsi vysledky dava aplikace
neparametrickych metod, konkrétné Cookova odhadu. Zadna z metod ale nedosa-
huje zretelné lepsich vysledku nez ostatni metody. Nami navrzeny odhad dosdhl
dobrych vysledku pro gamma model, ne vsak pro exponencidlni model (jak jsme
predpoklddali). Analyza odhadi pro experimentdlni data poukézala na omezené
moznosti uziti srovnavanych metod.

Pii odhadu entropie byly zkoumdany plug-in odhady a piimé odhady. U prvné
jmenovanych jsme se zamérili zejména na volbu vnitinich parametru davajici op-
timalni odhad entropie. S timto cilem jsme stanovili vztah pro pocet délicich in-
tervalu v neekvidistantnim histogramu. Ovéfili jsme pouzitelnost momentovych od-
hadu hustoty (a nédsledné entropie). U piimych odhadu zévislych na parametru jsme
zjistovali jeho optimdlni volbu. Zkonstruovali jsme dva pfimé momentové odhady
entropie a diskutovali jejich pouzitelnost. Vsechny uvedené odhady jsme srovnali,
a to v kombinaci se dvéma odhady posunuti. Nami navrzené postupy davaji dobré

vysledky, ovsem pouze pro vybrané kombinace rozdéleni a koeficientu variace.
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Pfti intervalové cenzorovaném zaznamu dat v ¢asovém okné ziskame i neiplné
realizace. Modifikovali jsme dva postupy puvodné urcéené pro odhad distribuéni
funkce z takovychto dat, a zkonstruovali jsme postup pro vypocet odhadu entropie
na zakladeé jejich vystupu. Tyto odhady jsme diskutovali z hlediska délky ¢asového
okna a pocCtu zaznamu. Srovnali jsme je s odhadem entropie vhodnym pro tplné re-
alizace. Nami prezentovany zpusob vypoc¢tu entropie dava pro malou sitku ¢asového

okna vzdy lepsi odhady nez neadekvatné pouzity standardni piimy odhad entropie.
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Priloha A
Popis programovych implementaci

V nasledujicim piehledu uvadime vybrané implementace prezentovanych modelu,
metod a postupu ve vypocetnim systému Matlab. Jejich funkcénost je ovérena pro
verzi R2008b, vyzadovan je Statistics toolbox. Kromé funkci uvedenych v nasledu-
jicim vycétu jsou na prilozeném CD i dalsi, pomocné funkce. Tyto zde sice nekomen-

tujeme, ale jejich popis a vazba na dalsi funkce jsou dostupné piikazem help.

Distribuéni funkce alfa rozdeéleni (3).
Fx = alfacdf(lam, a, x)

Vystup:

Fx ...hodnota distribu¢ni funkce
Vstupy:

lam ...parametr A

a ...parametr a

x ...argument distribuéni funkce
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Inverzni funkce k distribuéni funkei alfa rozdéleni (3).
Fx = alfaicdf(lam,a, x)

Vystup:

Fx ...hodnota funkce inverzni k distribu¢ni funkci
Vstupy:

lam ...parametr \

a ...parametr a

X ...argument funkce

Hustota alfa rozdéleni (3).
fx = alfapdf(lam, a, x)

Vystup:

fx ...hodnota hustoty
Vstupy:

lam ...parametr A

a ...parametr a

X ...argument hustoty

Simulace realizaci alfa rozdéleni (3).
x = alfasim(lambda, a, n)

Vystup:

x ...vektor simulovanych hodnot
Vstupy:

lam ...parametr A

a ...parametr a

n ...pozadovany pocet realizaci
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Odhad posunuti dle Bailla.
[hal, ha2| = baillo(X)

Vystupy:

hal ...odhad pro spojity nosic (4.5)

ha?2 ...odhad pro témét spojity nosi¢ (4.6)
Vstup:

X ...data

Cookeuv odhad posunuti (4.2).
hata = cooke(X)

Vystup:

hata ...odhad posunuti
Vstup:

X ...data

Odhad entropie z intervalové cenzorovanych dat na zakladé algoritmu McCleanové
a Devineho.
[Entropie| = devine(Xc, X1, Xr, X1r, delta)

Vystup:

Entropie ...odhadnuta entropie

Vstupy:

Xc ...vektor uplnych pozorovani

X1 ...vektor zleva cenzorovanych pozorovani

Xr ...vektor zprava cenzorovanych pozorovani

X1r ...vektor oboustranné cenzorovanych pozorovani

delta ...sitka datového okna
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Konstrukee histogramu jako odhadu hustoty, vypoéteni entropie z histogramu (3.8).
Délici intervaly jsou tvotfeny tak, aby v kazdém byl stejny pocet pozorovani az na
posledni.

[Entrhist, odhpst, s, N, edges] = histe(X,del, a,b)

Vystupy:

Entrhist ...odhad entropie

odhpst ... vektor odhadu hustoty po intervalech
s ...stredy délicich intervalu

N ...pocty pozorovani po intervalech

edges ... hranice intervalu

Vstupy:

X ...tadkovy vektor dat

del ...pocet délicich intervalu
a ...levy okraj histogramu

b ...pravy okraj histogramu

Teoretickd entropie inverzntho Gaussova rozdéleni (7) pocitana numericky.
E = igentr(xmax, k, mu, lambda)

Vystup:

E ...entropie

Vstupy:

xmax ...bod useknuti hustoty IG rozdéleni
k ...jemnost vzorkovani

mu ...parametr yu

lambda ...parametr A
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Generovéani simulaci z inverzniho Gaussova rozdéleni (7).
x = igsim(mu, lambda, n)

Vystup:

x ...vektor simulovanych realizaci
Vstupy:

mu ...parametr y

lambda ...parametr A

n ...pozadovany pocet realizaci

Jadrovy odhad hustoty (3.9). Tato funkce se vyuziva v rdmci funkce optjodh, ale

lze ji pouzit i samostatné.
[jodhf, Entrj| = jodh(a,b,k, X, h, jadro)

Vystupy:
jodhf ...jadrovy odhad hustoty
Entrj ... ,jaddrovy“ odhad entropie

Vstupy:

a, b...interval, na némz konstruujeme jadrovy odhad hustoty

k ...deélici krok pro interval (a,b) (pro vypocet entropie)

X ...data, jejichz hustotu odhadujeme

h ...parametr vyhlazovaciho jadra

jadro ...v uvozovkach zadany typ jadra, implementovéany (jako funkce) jsou nasledujici
typy jader: biwj, cauj, epj, gauj, kosj, lapj, obj, triwj, trojj (viz tabulka 3.1

a help pro jednotlivé funkce)
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Simulace realizaci Ornstein-Uhlenbeckova modelu.
t = LIFsim(tau, I,C,delta, sigma, Vth, limit,n)

Vystup:

t ...vektor realizaci

Vstupy:

tau ...parametr 7T

I ...proud [

C ...kapacitance C, u=1/C

delta ...parametr ¢

sigma ...parametr o

Vth ...prahové napéti

limit ...maximalni pocet kroku k dosazeni prahu

n ...pozadovany pocet simulaci

Priklad neurofyziologicky korektniho vstupu:
tau = 0.007

I =0.5%1077

C=6%10""

delta = 0.001

sigma = 0.07

Vth = 0.0007
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Piimé momentové odhady entropie na intervalu [a, c0). Poznamenejme, ze v praci
uvadime a diskutujeme pouze odhady na intervalu [0,00) (5.9) a (5.10), zde je

dostaneme volbou a = 0.
[Egc, Eedg| = momev(sigma,mu, gl, g2, a)

Vystupy:
Egc ...entropie na zdkladé Gram-Charlierova rozvoje

Eedg ...entropie na zdkladé Edgeworthova rozvoje

Vstupy:

sigma ...odhad smérodatné odchylky
mu . ..odhad stredni hodnoty

gl ...odhad sikmosti

g2 ...odhad Spicatosti

a ...odhad posunuti

Odhad entropie zalozeny na vzdélenosti od nejblizsitho souseda (5.8).
Hnearn = nearneighf(X)

Vystup:
Hnearn ...odhadnuta entropie

Vstup:
X ...data
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Jadrovy odhad hustoty (3.9) s optimélnim h dle kiizového ovétovéni (3.10).

[jodhf, Entrj, opth] = optjodh(a, b, krok, X, param, k, jadro)

Vystupy:
jodhf ...jadrovy odhad hustoty
Entrj ..., jadrovy“ odhad entropie

opth ...h dané kiizovou validaci

Vstupy:

a, b...interval, na némz konstruujeme jadrovy odhad hustoty
krok ...délici krok pro interval (a,b) (pro vypocet entropie)

X ...data, jejichz hustotu odhadujeme

param ...pocatecni volba h

k ... maximalni pocet iteraci optimaliza¢niho algoritmu

jadro ...viz funkce jodh

Odhad entropie zalozeny na rozestupu vzorku (5.5).
[Hsam] = samspaf (X, m)

Vystup:

Hsam ...odhad entropie
Vstupy:

X ...data

m ...parametr m
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Edgeworthuv odhad hustoty (3.14).
tildef = tilfE(y, gammal, gamma?)

Vystup:

tildef ...navzorkovany odhad hustoty
Vstupy:

y ...standardizovana data

gammal ...odhad sikmosti

gamma? . ..odhad Spicatosti

Gram-Charlieruv odhad hustoty (3.13).
tildef = tilfGC(y, gammal, gamma?)

Vystup:

tildef ...navzorkovany odhad hustoty
Vstupy:

y ...standardizovana data

gammal ...odhad sikmosti

gamma? ...odhad Spicatosti
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Odhad entropie z intervalové cenzorovanych dat na zakladé Vardiho algoritmu.
[Entropie| = vardi(Xc, X1, Xr, X1r, delta, nc,nl, nr,nlr)

Vystup:

Entropie ...odhadnuta entropie

Vstupy:

Xc ...vektor uplnych pozorovani

X1 ...vektor zleva cenzorovanych pozorovani
Xr ...vektor zprava cenzorovanych pozorovani
X1r ...vektor oboustranné cenzorovanych pozorovani
delta ...sitka datového okna

nc ...pocet uplnych pozorovani

nl ...pocet zleva cenzorovanych pozorovéani
nr ...pocet zprava cenzorovanych pozorovani

nlr ...pocet oboustranné cenzorovanych pozorovani

Vasickovy odhady entropie (5.6) a (5.7).
[Hvas, Hvasv, H, Hv] = vasodh(X, mn, mnv)

Vystupy:
Hvas ... Vasickuv odhad entropie

Hvasv ...vylepSeny Vasickuv odhad entropie

Vstupy:
X ...data
mn . .. parametr pro Vasickuv odhad

vmn . .. parametr pro vylepseny Vasickuv odhad
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