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Abstrakt

Predlozena disertacni prace se zabyva rtiznymi aspekty statistické analyzy popu-
laci s negativné binomickym (NB) rozdélenim. Préce je rozdélena do osmi kapitol
a dodatku. V prvni kapitole jsou definovany zakladni pojmy a oznaceni pouzivané
v dalsim textu. Jsou specifikovany vybrané pojmy z teorie odhadu a testovani sta-
tistickych hypotéz s rusivymi parametry a dale potiebné vlastnosti zobecnéného

linedrniho modelu.

V kapitole druhé je zavedeno NB rozdéleni a jsou popsany jeho vlastnosti zejména
s ohledem na analyzu biologickych populaci. Detailné jsou diskutovany rtzné zpi-
soby parametrizace NB rozdéleni s ohledem na jejich dalsi pouziti. V zavéru této
kapitoly je uvedeno necentralni NB rozdéleni. V prvni casti treti kapitoly jsou po-
psany momentové a maximalné vérohodné odhady parametrii a algoritmy pro jejich
vypocet pro rizné typy parametrizaci. V dalsi ¢asti této kapitoly je feSena otazka
korekce vychyleni maximalné vérohodnych odhadt a dale pro eliminaci problémi
s numerickym hledanim odhadi je popsan a vyuzit quasi-likelihood pristup. Ko-
necné je navrzen a popsan bayesovsky pristup k nalezeni odhadti, ktery dava dobré
vysledky pri libovolnych hodnotach parametri. Vsechny uvedené odhady jsou na
zaveér porovnany, je provedeno praktické doporuceni pro vybér metody odhadu pro

dana data.

Ctvrta kapitola detailné pojednava o testech hypotéz rovnosti stiednich hodnot
NB rozdéleni za riznych podminek na rusivé parametry a dale obsahuje testy hy-
potéz o rovnosti parametrii k. Pro porovnani vybért z NB rozdéleni byly odvozeny
explicitni tvary Waldovy statistiky, skérové statistiky a vérohodnostniho poméru pfi
riznych volbach vektoru rusivych parametri. V navazujici paté kapitole jsou pak
tyto testy doplnény dalSimi testy, které pri znamé hodnoté parametru s, vychazeji
z teorie zobecnénych linedrnich modelt. V nasledujici sesté kapitole pak jsou pomoci
simulaci stanoveny sily drive zkonstruovanych testl a jsou uvedeny aproximace pro
vypocet sil uvedenych testii pfi zndmém parametru x. Sily jednotlivych testt jsou
graficky porovnany.

V sedmé kapitole jsou uvedené techniky odhadu aplikovany na realna data.
V prvnim pripadé se jedna o studii vyskytu sparkaté zvére v zavislosti na typu
porostu, v pfipadé druhém je analyzovan absolutni pocet neutrofild v zavislosti na
stupni sepse détskych pacienttt Univerzitni nemocnice v Brné. Kapitola je doplnéna

uvahou o navrhu rozsahu datového souboru s ohledem na pozadovanou hodnotu sily



pouzitych testi.

Programova implementace prakticky vSech pouzitych metod realizovanych ve vy-
pocetnim systému MATLAB je obsahem zavérecné kapitoly. V dodatku jsou uvedeny
vypocty tykajici se korekce maximalné vérohodnych odhadt na nestrannost.

Vypocty uvedené v této praci byly provedeny pomoci k tomu tcelu sepsanych

programti v MATLABu. Tyto programy jsou k dispozici na pfilozeném CD.
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Abstract

The submitted thesis is concerned with various aspects of statistical analysis of the
populations with negative binomial distribution (NB). This thesis consists of eight
chapters and an appendix. Chapter One contains the definition of basic terms and
the notation used in the text as well as the specification of selected terms concerning
the theory of estimation and testing of statistic hypothesis with nuisance parameters
and necessary characteristics of generalized linear model.

The NB distribution is introduced and its characteristics with respect to the
biological population analysis are described in Chapter Two. Various manners of
NB parameterization with respect to their possible use are discussed in detail. The
noncentral NB distribution is given in the conclusion of the above chapter. Chapter
Three deals with moment and maximum likelihood estimators of parameters and
algorithms for the calculation of various parameterization types. In the next part
of this chapter we solve the bias correction of maximum likelihood estimator and
describe and use the quasi-likelihood approach to eliminate imperfections of estima-
tors. Eventually we suggest and describe Bayes approach to finding estimators which
approach produces good results under arbitrary parameters. Finally we compare all
estimators and offer practical recommendations for selecting the estimation method
for the given data.

Chapter Four deals with the hypothesis testing of the equality of NB distribu-
tion mean values under various conditions for the nuisance parameters and it also
contains k parameters equality hypothesis tests. To compare the selected data from
the NB distribution, explicit values of Wald statistics, score statistics and likelihood
ratio have been derived under various vectors of nuisance parameters. Other tests
are added in the following chapter which derive from the generalized linear models
theory if the x parameter is known. The powers of formerly constructed tests are de-
termined by means of simulations and approximations for the calculation of power
of the given tests if the x parameter is known are specified in Chapter Six. The
powers of individual tests are compared graphically.

We use the above estimation methods in practice in Chapter Seven. In the first
case we carry out a study examining the dependence of the number of deer on
the vegetation type. In the second case we analyze the absolute neutrophile count
depending on the degree of sepsis in child patients in the Teaching Hospital in Brno.

This chapter also suggests the experimental design with respect to the required



power of tests used.

Descriptions of procedures implemented in the MATLAB computing system are
given in the final chapter. Calculations related to bias correction in MLE are given
in the Appendix.

Calculations presented in the dissertation were carried out using MATLAB pro-

grams, which are to be found on enclosed CD.
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Prehled znacdeni a zakladnich

pojmi

Piehled znadeni

Q4 ... Stirlingova ¢isla druhého druhu
D(Y) ...rozptyl ndhodné veli¢iny Y

E(Y) ...stfedni hodnota ndhodné veli¢iny Y
7 ...linearni prediktor

F ...vybérova informacni matice

f(.) ... hustota vzhledem k Lebesgeové mife
F(.) ...distribu¢ni funkce

Y1 ...Sikmost

Yo ...Spicatost

['(b) ...gamma funkce, I'(b) = Zoxblexdx, b>0
J ... Fisherova informacni matice

& ... kumulant r-tého radu

& - - - klesajici kumulant r-tého fadu

[(0,y) ...logaritmick4 vérohodnostni funkce
L%(y) ...Laguerrtiv polynom

11



LR ...vérohodnostni pomér

. ...obecny moment r-tého fadu

... centralni moment r-tého radu

pr) - - - Kklesajici faktoridlni moment r-tého radu
n ...rozsah vybéru

N ... mnozina pfirozenych

o(h) ...symbol ,malé o limy, o % =0

Q) ...zakladni prostor

LA . konvergence podle pravdépodobnosti

1 ...vektor rusivych parametria

Yy (.) ... charakteristicka funkce

¥ (b) ...digamma funkce, ¥(b) = & InT'(b)
W'(b) ... trigamma funkce, ¥'(b) = ZU(b)

R ...mnozina realnych cisel

S ...skorova statistika

Sy resp. S; ...vybérova smérodatné odchylka, resp. jeji realizace
o ...smérodatna odchylka

o? .. .rozptyl

X2(v) ...a-kvantil x? rozdéleni s v stupni volnosti
T ...vektor cilovych parametri
To . ..skute¢nd hodnota vektoru 7=

© ...parametricky prostor

0, 0 ...skalarni resp. vektorovy parametr
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e U ... skérovy vektor
e V(.) ...varian¢ni matice

e W ... Waldova statistika

Y,y ...vybérovy primér a jeho realizace

y AN (,0%) ...ndhodna veli¢cina Y mé asymptoticky normélni rozdéleni

s parametry 4 a o2
e 7 ...mnozina celych cisel

° (Z) ... binomicky koeficient

1Fi(a,b,c) ... hypergeometricka funkce prvniho druhu

(Q, A, P) ...pravdépodobnostni prostor

Rozdéleni pouzita v dals$im textu

e Binomické rozdéleni Bi(n, ) s parametry n € N, 7 € (0,1) a dané hustotou

flysn,m) = <Z>7Ty(1—7r)"‘y y=0,1,...

=0 jinak.

e Poissonovo rozdéleni Po()\) s parametrem A > 0 a dané hustotou

Ae 2
fly; A) = m

=0 jinak.

e Negativné binomické rozdéleni N B(w, k) s parametry 7 € (0,1), k > 0 a dané

hustotou

-1
f(y;f€>7T)=<y+H )(1—7r)y7r"‘ y=0,1,...
Yy
=0
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e Exponencidlni rozdéleni E(); a) s parametry A > 0 a a dané hustotou

fly; Ay a) = )\6_’\(9_“), t>a

= 0 jinak.

e Gamma rozdéleni G(\;b;a) s parametry A > 0, b > 0 a a dané hustotou

Sy A b,a) = A(A(yrzb;))b_le‘“y‘“), y>a

= 0 jinak.

e Normalni rozdéleni N(u;0?) s parametry p a o > 0 dané hustotou

e 27, y € (—00,00).

f(y;u;0)=a\/§

Pouzité zkratky

e BC ...korekce na nestrannost (z anglického bias corrected)

e DEQL ...double extended quasi likelihood

EQL ...extended quasi likelihood
e GLM ...zobecnény linedrni model (z anglického generalised linear model)
e ML ... maximalni vérohodnost (z anglického maximum likelihood)

MM ...metoda momentu

NB ...negativné binomické rozdéleni

QL ... quasi likelihood

Nahodné veli¢iny budeme znacit velkymi pismeny z konce abecedy. Matice budou
znaceny tuénymi velkymi pismeny, vektory tuénymi malymi pismeny. Odhady bu-

deme znacit strfiskou nebo vinkou.
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Uvod

Negativné binomické (NB) rozdéleni patii mezi zdkladni a jedno z nejcastéji pouzi-
vanych diskrétnich rozdéleni pravdépodobnosti. Jeho pouziti 1ze nalézt v ekologic-
kych, 1ékaiskych, biologickych, psychologickych aplikacich v pojistovnictvi, kontrole
jakosti a v fadé dalsich obort. Tato prace je zameéfena zejména na jeho pouziti
pii analyze biologickych populaci. OvSem ziskané vysledky a prakticka doporuceni
mohou byt uzitecnda i v jinych oborech.

Statistické analyze vybéri z NB rozdeéleni je vénovana dlouhd rada teoretickych
ty nejnovéjsi jsou ze soucasnosti napf. [1]. Rovnéz v fadé softwarovych produktii
(MATLAB, STATISTICA apod.) jsou k dispozici programy pro statistickou ana-
Iyzu NB rozdéleni, ale mnohé z téchto programt vychazeji ze zakladnich metod
odhadu, ¢asto se v tomto sméru pouziva momentovy a maximalné vérohodny odhad,
ale problém je, ze pro nékteré datové soubory tyto metody zcela selhavaji. Je to
proto, ze zakladni charakteristiky NB rozdéleni - stfedni hodnota u a rozptyl o2
spliiuji nerovnost i < o2, ale pii zpracovani realnych dat se ¢asto stane, ze vybérovy
primér X piekroc¢i vybérovy rozptyl S? i pres to, ze data tvoii ndhodny vybér z
NB rozdéleni. Tuto skutecnost lze dobfe ilustrovat pomoci simulaci. V uzivatelské
praxi se tato situace popisuje jako ,underdispersion®. Jejim diisledkem je pak to,
ze ziskané odhady parametri se Spatné interpretuji nebo zcela selhavaji numerické
algoritmy pro jejich vypocet. Uvedené problematice je vénovana znacna pozornost
mnoha autort (viz napi. [8], [9], [13], [61]). Tak je tomu i v této praci.

Vzhledem k tomu, Ze statistickou analyzu dat z NB rozdéleni provazeji vyse
popsané tézkosti, bylo cilem prace vybrat, pfipadné navrhnout a porovnat statistické
postupy, vhodné pro redlnou analyzu populaci s NB rozdélenim a provést jejich
pocitacovou implementaci. Protoze kazdy aplikac¢ni obor mé své specifické problémy,
byla prace zamérena zejména na zpracovani biologickych populaci.

V prvni kapitole prace jsou uvedeny zakladni pojmy a oznaceni a jsou strucné
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pripomenuty potiebné teoretické zaklady z oblasti teorie odhadu, zobecnénych line-
arnich modeld a testil hypotéz s rusivymi parametry, které jsou poté v dalsi ¢asti
prace vyuzivany.

Druha kapitola je vénovana zavedeni NB rozdéleni, je uveden standardni pristup
pomoci bernouliovské posloupnosti nezavislych pokust a na néj navazuji dvé bio-
logické interpretace NB rozdéleni, které naznacuji pro¢ mnohé biologické populace
casto maji NB rozdéleni. Kapitola je doplnéna o rtizné zptsoby reparametrizace NB
rozdéleni a pro vSechny uvedené reparametrizace byly stanoveny zakladni funkcio-
nalni a ¢iselné charakteristiky (momenty, kumulanty, charakteristicka funkce). Zavér
kapitoly je vénovan zobecnéni NB rozdéleni na necentralni NB rozdéleni.

Dalsi kapitola uz je vénovana odhadiim parametri NB rozdéleni. Nejdiive jsou
uvedeny klasické metody odhadu tedy metoda moment a metoda maximalni veé-
rohodnosti. Protoze odhady x ziskané metodou maximéalni vérohodnosti nejsou ne-
stranné je uvedena korekce na nestrannost (BC) viz [15]. V ¢lanku [63] je tato metoda
uvedena pro parametrizaci p a ¢ a je v ném vyuzita Stirlingova aproximace. V této
praci je tato korekce nalezena s vyuzitim gamma, digamma a trigamma funkeci. V [63]
je také uvedena korekce maximalné vérohodného odhadu parametru p. Ten je vsak
nestranny a neni tfeba ho korigovat. PTesto je tato korekce také prepocitana, protoze
v [63] je uvedena chybné. Vypocty potiebné k nalezeni BC odhadu jsou ponékud
zdlouhavé a jsou proto uvedeny v dodatku. V dodatku je také uvedena korekce
maximalné vérohodnych odhad pro parametrizaci u a x. Metoda maximalni vé-
rohodnosti ovSem selhava pro vybéry s vybérovym primeérem vétsim nez vybérovy
rozptyl. Proto je dale uvedena alternativni moznost odhadu - quasi-likelihood pii-
stup ([13], [33], [45], [46], [55]) a nalezeny extended quasi-likelihood (EQL) a double
extended quasi-likelihood (DEQL) odhady. Na zavér je uveden bayesovsky piistup
k hledani odhadi zpracovany podle ¢lanku [2]. Porovnanim se ukazuje, Ze tato me-
toda funguje velmi dobfe obzvlasté v situacich, kdy je x velké a stfedni hodnota
mala, a to i tam, kde je vybérovy rozptyl mensi nez vybérovy primeér. Vypocty
zminénych odhadu byly naprogramovany ve vypocetnim systému MATLAB.

Ctvrta kapitola je zaméfena na analyzu populaci, ktera odpovida anal§ze roz-
ptylu pro normélni populace. Je zpracovana podle [4] pomoci testl s rusivymi para-
metry. Podrobné je rozpracovano pét zakladnich modeli a to test rovnosti stiednich
hodnot p za predpokladu, zZe rusivé parametry x jsou obecné rtizné neznamé a za
predpokladu, Ze rusivé parametry s jsou rovny spole¢né neznamé hodnoté. Dale test

rovnosti k za predpokladu, ze rusivé parametry p jsou obecné rtizné neznamé a za
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predpokladu, Ze rusivé parametry p jsou rovny spolecné neznamé hodnoté. A jako
posledni je uvazovan spole¢ny test, ze stfedni hodnoty jsou rovny neznamé spolecné
hodnoté a zaroven, ze k jsou také rovny neznamé spolecné hodnoté. V tomto pii-
padé jsou rusivé parametry pouze ony neznamé spolecné hodnoty. Obecné tvary
verohodnostniho poméru, Waldovy a skérové statistky pro testy s rusivymi para-
metry byly modifikovany a byly odvozeny testovaci statistiky pro testy stanovenych
hypotéz. Odvozeny tvar Fisherovy informac¢ni matice vcéetné jejiho rozdéleni na bloky
je uveden, pro vSechny uvazované modely, v zavéru kapitoly. Algoritmy pro vypo-
¢et testovacich statistik byly naprogramovany. V nasledujici paté kapitole je popsan
pristup k testiim o stfedni hodnoté NB rozdéleni za predpokladu, zZe parametr « je
znamy. Za této podminky lze uzit metod znamych z teorie zobecnénych linearnich
modeli.

Tento pristup k testovani hypotézy Hy : uy = --- = pu, = p byl spolecné s testy
s rusivymi parametry pouzit v Sesté kapitole v simulac¢ni studii ke srovnani sily testi
rovnosti stfednich hodnot za situace, kdy parametry x jsou obecné neznamé a riizné,
kdy parametry s jsou si rovny, ale jejich spole¢na hodnota je neznamé a konec¢né
kdyz parametry s jsou rovny spole¢né znamé hodnoté.

Néasledujici sedmé kapitola je vénovana aplikacim. Jsou popsany 2 modely a to
analyza populaci sparkaté zvére v oblasti Jeseniki a analyza poc¢tu neutrofilt v za-
vislosti na septickém stavu détskych pacienti.

Prace je doplnéna souborem programii.
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Kapitola 1
Zakladni pojmy a oznaceni

V této kapitole budou uvedeny zakladni pojmy a oznaceni, kterych bude dale v praci
pouzito. Budou uvedeny zakladni vlastnosti zavedenych objektt1, tvrzeni a véty z te-
orie odhadu a z teorie testovani statistickych hypotéz, na které se budeme v dalsi
¢asti odvolavat. Prislusné véty jsou zpracovany podle [4], [37], [35], [36], [59] a jsou

uvedeny bez ditkazi. Jejich diikazy je mozno nalézt v citované literature.

1.1 Rozdéleni pravdépodobnosti a jeho charakte-
ristiky

Je-1i Y ndhodné veli¢ina definované na pravdépodobnostnim prostoru (€2, .4, P), pak
ozna¢ime F(y) = P(Y < y) jeji distribu¢ni funkei a pfislusnou hustotu vzhledem
k néjaké o-konecné mire p oznacime f. V pripadé, ze mira p bude Lebesgueova
mira bude f hustotou absolutné spojité ndhodné veli¢iny v obvyklém smyslu [4].
V ptipadé, ze p bude ¢itaci mira, bude f(y) = P(Y = y) pravdépodobnostni funkce
diskrétni nahodné veli¢iny Y. Analogické oznaceni pro hustotu a distribu¢ni funkci

budeme pouzivat i v pripadé, ze Y bude nahodny vektor.

Dale pokud X = ¢g(Y) je transformovand nahodnd veli¢ina (tj. g je borelovska

funkce), oznacime
EX = Bg(Y) = [ gly) dF(y)

jeji stiedni hodnotu za predpokladu, ze uvedeny integral existuje. Dale pokud budou

existovat uvedené stfedni hodnoty zavedeme obecné momenty p, ndhodné velic¢iny

18



Y vztahem
w, = BEY*, k=0,1,2,...
a centralni momenty vztahem

= E(Y — EY)F, k=0,1,2,....

Charakteristickou funkei ¢y () ndhodné veli¢iny Y zavedeme vztahem

Uy () = [ ear(y). (1)

Uvedme nékteré vlastnosti charakteristické funkce. Jestlize existuje u,. = E(Y™"),

pak existuje r-t4 derivace funkce vy (t),
W00 = @) [y emdF (),
a je stejnomeérné spojita. Dale plati, ze
po=E(Y*) = () *u(0), s<r

Jestlize existuji momenty ,u;-, j=1,...,r, paklze ¥y (t) rozvinout podle Taylorovy

formule

ZJ, o) (prot —0).

Funkei ¢(t) = log ¢y (t) nazveme vytvorujici funkei kumulanti veli¢iny Y. Za pred-
pokladu, Ze existuji momenty u/. = E(Y™"), lze ¢(t) rozvinout podle Taylorovy for-

mule

(t") prot—0,

Z@

¢isla §; se nazyvaji kumulanty.

Konec¢né pfi popisu vlastnosti NB rozdéleni budeme potifebovat klesajici fakto-

rialni momenty
Py =EY (Y =1)...(Y —k+1)), k=01,... (1.2)
za predpokladu, ze uvedené stfedni hodnoty existuji.
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Déle pfipomenime vztah obecnych a faktoridlnich momenti [67]. K tomu budeme
potiebovat Stirlingova ¢isla druhého druhu. V této préci je budeme znacit oy, a

zavedeme je nasledujicim rekurentnim vzorcem:

o, =1pron=12...

n—1 (1.3)
Oy = Z dag1pjprod>2, n=12 ...
j=0

Pak plati (viz [67]), ze

f, = E(Y") = Z ad,n—d—l—l:ul[d}' (1.4)

d=1
Konec¢né pti popisu NB rozdéleni a zejména pii jeho zobecnéni budeme potiebo-
vat hypergeometrickou funkci prvniho typu 1 Fi(a,b, 2), a,b,c € R, (b),, # 0 defino-

vanou vztahem

n

1Fi(a,b,z) = i ()n2

oR (1.5)

n=0

kde (a), =ala+1)...(a+n—1).
P1i praci s hypergeometrickou funkci prvniho typu budeme vyuzivat Kumerovu

transformaci

1Fi(o, B,y) = eV 1 Fi (6 — o, B, —y) (1.6)

a dale pak vyjadreni zobecnénych Laguerrovych polynomi pomoci hypergeometrické

funkce prvniho typu ve tvaru

Ly(y) = (a;:,l)" 1Fi(—n,a+1,y). (1.7)

1.2 Regularni systém hustot

V tomto odstavci pfipomeneme zavedeni Fisherovy informa¢ni matice pro regularni
systém hustot a dale skérovy vektor a jeho zakladni vlastnosti. O tyto pojmy a
jejich vlastnosti se pak budeme opirat pri konstrukci statistickych testi pro srovnani

negativné binomickych populaci. Odstavec je vypracovan podle [4], [35], [36], [19].
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V celém odstavci budeme predpokladat, ze ndhodny vektor Y = (V3,...,Y,)
mé hustotu f(y), y € R™ vzhledem k o-koneéné mite p. Tato hustota zavisi na
vektorovém parametru 6, tedy f(y) = f(y;0). Parametr 8 € ® C R™ a mnozina

©® je parametricky prostor.

Definice 1.1 Necht Y = (Y1,...,Y,) mad hustotu f(y;0) vzhledem k o-konecné

mire p. Predpokladejme, Ze plati:
1. 8 € ©® a O je neprazdna a oteviena mnozina v R™.

2. Mnozina M = {y € R": f(y;0) > 0} nezdvisi na 6.

- 33 v ’ .z ’ . a ,9 b -
3. Ezistuji konecné parcidlni derivace f! = %, pro vsechna v = 1,...,m a
3

skoro vsechna y € M vzhledem k pu.

4. Pro kazdé i =1,...,m a vsechna 8 € O plati, Ze

0ln ;0
[ PRI j(y 0y ap(y) = 0.
5. Pro kaZdou dvojici (i,j), i,j = 1,...,m existuje koneény integral
Oln f(y;0) 0ln f(y; 0)
Jij (0) = f(y;0) du(y).
’ 1\4 06; 00;

6. Matice J,(0) = (J;;(0))"._, je pozitivné definitni pro kaZdé 6 € ©.

ij=1
Pak se systém hustot {f(y;0),0 € O} nazyvd reguldrni a matice J,(0) se nazgvd

Fisherova informacni matice o parametru 6.

Véta 1.2 Necht Y = (Y1,...,Y,) je ndhodny vgbér z rozdeéleni o hustoté f(y;0)
(vzhledem k o-konecné mive 1), @ € ©. Necht systém hustot {f(y;0) : 0 € O} je
reqularni a md Fisherovu miru informace J(0). Pak ndhodny vektor Y md hustotu
fou(y; 0) =11, f(y;; @) vzhledem k soucinové mire p, = p X -+ X p. Systém hustot
{fn(y;0) : 6 € O} je requldrni a md Fisherovu miru informace J,(0) =nJ(0).

Dtikaz je ziejmy.

Definice 1.3 Je-li f reguldrni hustota, pak proy € M definujeme vérohodnostni a

logaritmickou vérohodnostni funkci ndsledovné.
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1. Verohodnostni funkci rozumime funkci L(0;y) vektorového parametru 0
L(0:y) = f(y;0).
2. Logaritmickou vérohodnostni funkci rozumime funkci 1(0;y)
1(6;y) = In f(y; 6).
Definice 1.4 Necht Y = (Yi,...,Y,) je ndhodny vektor s requldrni hustotou f.

Pak m-rozmeérny ndhodny vektor U = U (0) = (U1(0),...,Un(0))" se slozkami

_A6;Y)

Ui(0) = 00, (1.8)

nazgvame skdrovy vektor prislusny hustoté f (tézZ prislusny nahodnému vektoru Y
s hustotou f ).

Poznamka 1.5 Systém rovnic

Ui("’):alg);n:o, i=1,...,m (1.9)

se nazyvd systém vérohodnostnich rovnic a slouzi ke stanoveni maximalné vérohod-
nych odhadii.

Poznamka 1.6 Pro skdrovy vektor ndhodného vektoru Y s requldrni hustotou
f(y;0) plati (s vyuZitim vztahu (1.8) a podminky 4 z definice 1.1)

pw©) -5 (P57 ) = [P 0 auty) - 0

(1.10)

/02 In f(y; 0)

02 f(y;0) du(y) = 0. (1.11)
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Lemma 1.7 Necht Yy, ...,Y, jsou nezdvislé nihodné vektory s requldrnimi hus-
totami fi1(y;0), ..., fu(y,; 0). Pak pro skorovy vektor prislusny sdruZené hustoté f
nahodnych vektori Y 1,...,Y , plati

kde U1(0),...,U,(0) jsou nezavislé skorové vektory prislusné hustotam

f1<y1;9)7 s 7fn(yn70)

Diikaz je zfejmy.

1.3 Vybrané pojmy z teorie zobecnénych

linearnich modelu

V dalsich kapitolach pii statistické analyze populaci s NB rozdélenim bude potiebné
provadét srovnani jednotlivych populaci, které je analogické analyze rozptylu pro
normalni populace a déale provadét ivahy analogické ivaham, které se fesi v regresni
analyze. V téchto tivahach lze s vyhodou pouzit teorie zobecnénych linedrnich mo-
delti. Proto v tomto odstavci pripomeneme nékteré pojmy a zakladni vysledky této
teorie. Kapitola je vypracovana podle [19], [46] a [48] kde lze rovnéz najit dalsi, de-

tailnéjsi vysledky. V tomto odstavci vystacime se skaldrnim parametrem 6 € ® C R.

Definice 1.8 Rekneme, Ze hustota f(y;0), 6 € © C R je exponencidlniho typu,
pokud

f(y;0) = exp{a(y)b(0) + ¢(0) + d(y)},

kde b(0) je tzv. prirozeny parametr, a(y) a d(y) jsou zndmé funkce y a b(0) a c¢(0)
jsou funkce parametru 6.
Je-li b(0) = 0, Tekneme, Ze hustota je v kanonickém tvaru a prirozeny parametr

je 6.

Poznamka 1.9 Hustota f(y;0) muZe obsahovat dalsi parametr ¢, ktery neni pred-
metem naseho zajmu. Tento parametr nazveme rusivym parametrem. Pak requldrni
hustotu exponencidlniho typu s rusivym parametrem ¢ budeme zapisovat ve tvaru

0 —~(0)

f(y;0) = exp {y e + d(y, ¢)}, (1.12)
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kde 6 a ¢ jsou parametry, v(0) je parametrickd funkce, 1(0) je néjakd funkce rusi-
vého parametru, d je funkce y a ¢ (viz [48], [19]).

Poznamka 1.10 Pro reqularni hustotu exponencidlniho typu v kanonickém tvaru
(1.12) plati

9 (Y0-00) 0
U=——F+—++ Y, _—
3 (g HAe) =T
a odtud tedy
EY)—~'(9)
EU
D="w
DY
DU = Gy
;. 7"(0)
YT )
Protoze podle poznamky 1.6 plati EU = 0 a DU = —FE(U’) dostaneme stredni

hodnotu a rozptyl Y wve tvaru

EY = DU —+'(6) =+/(0),

(1.13)
DY =1(¢)DU =~"(0)v(¢).

Definice 1.11 (Zobecnény linedrni model) NechtY = (Y1,...,Y,) je ndhodny vek-

tor a necht rozdéleni Y; zdvisi na pevnych vektorech x; = (zi,...,Tim) € R™
prostrednictvim nezndmého vektoru parametri 3 = ((1,...,0m). Matice X =
(x),...,x) md rozmér n x m a hodnost m < n a ddle necht stredni hodnoty

w; = EY; existuji. Rikdme, Ze Y = (Y1,...,Y,) se 7idi zobecnénym linedrnim mode-

lem (GLM z anglického generalized linear model), jestlize ddle plati:

1. Rozdéleni Y = (Y1,...,Y,) je exponencidlniho typu s reguldrni sdruZenou

hustotou pravdépodobnosti

=ﬂﬂ%@=m{§ﬁﬂ;f) mﬁﬂ} (1.14)
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2. Parametr 0; zavisi na x; a 3 prostrednictvim parametru

ni = x;03, (1.15)
tzv. linedrniho prediktoru, 1 = 1,2,...,n.

3. Ezistuje zndmd ryze monotonni diferencovatelnd funkce g, kterou budeme na-

zyvat linkovaci funkce, a plati
m=g(m) =g (m)- (1.16)
Rekneme, Ze linkovaci funkce je kanonickd, pokud
0; = ni = g()-
Matici X = ()", nazjvame matici plinu.

Poznamka 1.12 KdyZ pracujeme misto parametru 0 € © s vektorovym paramet-
rem (3, ktery je jako proménnd obsaZen v hustoté (1.14) vzhledem k reparametrizaci
(1.15) a zavedeni linkovaci funkce (1.16), oznacime slozky prislusného skdrového
vektoru jako Ujfk(ﬁ) a podobné prvky Fisherovy informacni matice jako funkce para-

metru B budou znaceny J3,.(B).

Véta 1.13 Méjme ndhodny vektor Y = (Y1,...,Y,) jehoZ slozky maji hustotu

(1.12), ktery se 7idi zobecnéngm linedrnim modelem s linkovaci funkci
(i) = .3 =n;, i=1,...,n.
Ddle necht plati (1.10) a (1.13). Pak

w __ Tr* _ " xij(Yi—m)@ui

" " "\ T Tk 3Mi 2
e = Jik(8) = 2 l;YZ- (077) '

=1
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Poznamka 1.14 Pro kanonicky link (tj. pro 0; = n; = ,3) plati

U; (B) = —J.(8),

S = i (Y — )
Ur = U;; = 177
=2 =20

x _ N YigLik }
Jjk — 1:21 ¢Z(¢) V(Mz)‘

Véta 1.15 Méjme ndahodny vektor Y, = (Y1,...,Y,), ktery se 7idi zobecnénym
linedrnim modelem s matict planu X ,,x.,. Predpoklddejme, Ze plati (1.10) a (1.13).

Ddle méjme matici C,,x, s hodnosti h(C) = q < m. Plati-li obecnd linedrn{
hypotéza: Hy : C'3 = 0, pak Waldova statistika

W = By.C(C'J.(8)7'C) ' C'Byry 2 X*(a), (1.17)

kde B,,, je mazimdiné vérohodny odhad vektorového parametru B (viz [3], [35]).

Poznamka 1.16 P#i zndmé hodnoté parametru ¢, hypotézu Hy : C'3 = 0 zami-

tame na hladine vyznamnosti o, pokud plati

W > xi_a(a).
Je-li BML mazimdlné vérohodny odhad parametru 3, pak BML konverguje za po-
meérné obecnych predpokladi. skoro jisté k B (viz [3], [35]). Proto pti provddént

asymptotickych testi aprorimujeme pri provdadént statistickych analyz Fisherovu in-

formacni matici J,(8) matici J (8-

Poznamka 1.17 Specidlnim pripadem obecné linedrni hypotézy
C8=0
jsou testy hypotéz
Hy:B;=0proj=12...,m.
Tento test dostaneme pomoci Waldovy statistiky (1.17) volbou
C=c,x=(0,...,1,...,0).
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Pri asymptotickem testu této hypotezy lze rovnéz vyjit z asymptotickeé normality

mazximalne vérohodnych odhadi, tedy ze vztahu
BML,j AN (5j>3;j) , kde S;k'j = (Jn(B)_l)jj’

pricemZ hypotézu Hy : B; = 0 zamitdme na asymptotické hladiné vyznamnosti o,

pokud

kde opét Fisherovu informacni matici J,,(8) aprozimujeme matict JH(BML).

O dalsich pristupech k testovani hypotéz o parametru 3 se zminime v nasledu-

jicim odstavci.

1.4 Testy hypotéz v modelech s rusSivymi

parametry

V tomto odstavci budeme predpokladat, Ze je dan ndhodny vektor Y = (Y3,...,Y,,)
z rozdéleni s hustotou f(y, @) a Ze neznadmy parametricky vektor 6 je tvaru 6 =
(7/,9'), kde 7 = (01, ...,0;)" je parametr, ktery je pfedmétem naseho zajmu. Bu-
deme mu fikat cilovy parametricky vektor a jeho slozky nazveme cilové parametry.
Vektor ¥ = (041, .. ,0,) neni pfedmétem provadéné statistické inference, budeme
mu fikat rusivy parametr. Cilem je testovat hypotézu H, : 7 = T proti alterna-
tivé 7 # 7o bez ohledu na hodnotu rusivého parametru. V této kapitole uvedeme
podle [4], [36] pFislusné testovaci statistiky pro modely s rusivymi parametry. Tyto
statistiky pak budou vyuzity pii analyze populaci s NB rozdélenim.

Zavedme oznaceni
e 0y = (10, %) skutetnd hodnota parametru 6;

~ ~ —~
e 0 =0y = (T, ¥, ) maximilné vérohodny odhad vektorového parame-
tru 6;

e 0=20),= (1) JIM ;) maximalné vérohodny odhad parametru 6 za platnosti

nulové hypotézy.
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Test Hy proti alternativé, ze Hy neplati lze provést na zakladé skérové statistiky
S, Waldovy statistiky W nebo vérohodnostniho poméru LR (viz [4], [36]).

S = [U.(6)3:7,(6)U,(8)] (1.18)
W =n(F — 70)'J112(0)(F — T0), (1.19)
LR =2 {ln fly;0) —In f(y; é)} : (1.20)

Pricemz v uvedenych vzorcich bylo uzito oznaceni

1 ;10 1 :0)\’
U,(0) = ((9113’5}/',)7 . (911(;0(}’,)) je skérovy vektor cilovych parametri
1 k

J11200) =J11 — J12J2_21J22, kde

J21 J22

Jin J
J(0) = < Hooe > je Fisherova informac¢ni matice rozdélend do bloki tak,

ze matice Ji1 je typu k X k

B 9?In f(Yi;0)\™
FZ(O) B <_ 897‘865 )7’51

1 n
F(0) = - > F,(0) je vybérova Fisherova informaé¢ni matice, pro tuto matici
i=1

za obecnych predpokladu regularity (viz [36]) plati
EF(6o) = J(6o) a F(6,) = J(6y).

Tedy matice F(6y) je konsistentnim odhadem matice J(6y). Pro vybérovou Fishe-
rovu matici plati EF(6,) = J(6) a F(6,) 5 J(6y).

Tyto statistiky maji za platnosti Hy asymptoticky x? rozdéleni [4], [35]. Nulova
hypotéza se zamita (na asymptotické hladiné vyznamnosti ) pokud jsou tyto sta-

tistiky vétsi nez kvantil x2__ (k), kde k je pocet parametrii obsazenych ve vektoru 7.
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Kapitola 2
Negativné binomické rozdeéleni

Negativné binomické rozdéleni patii mezi zakladni rozdéleni pravdépodobnosti dis-
krétniho typu, pouziva se v fadé aplikaci. Velmi casté jsou jeho aplikace v teorii
spolehlivosti [16], [17], kontrole jakosti [62], [54], psychologii [38] a zejména v biologii
[5], [10], [12], [24], [25], [11], [63], [61], [58], [20]. Protoze je tato prace zaméfena
predevsim na statistickou analyzu biologickych populaci, budeme pfi jeho zavedeni
pouzivat zejména biologické motivace.

V prvni ¢asti kapitoly nejdiive zminime tii pristupy k zavedeni negativné bino-
mického rozdéleni a déle uvedeme jeho zakladni charakteristiky (tj. pravdépodob-
nostni funkci, charakteristickou funkci, momenty, kumulanty), abychom s ohledem
na jeho dalsi vyuziti vycCerpavajicim zpiisobem toto rozdéleni popsali.

Druha cast této kapitoly bude vénovana riznym zptisobim reparametrizace ne-
gativné binomického rozdéleni, které pak budou potrebné pii odhadu parametria
tohoto rozdéleni. Vhodné reparametrizace umozni najit elegantni a numericky nej-
schtidnéjsi pristupy k ziskani odhadt tohoto rozdéleni.

Posledni odstavec této kapitoly bude vénovan necentralnimu negativné binomic-

kému rozdéleni.

2.1 Zavedeni negativné binomického rozdéleni a

jeho zakladni charakteristiky

Klasicky a nejcastéjsi zptisob zavedeni NB rozdéleni vychazi z Bernoulliovské po-
sloupnosti nezavislych alternativnich pokusi, kdy pravdépodobnost tispéchu v kaz-

dém pokusu je 7 € (0,1).
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Rozdéleni ndhodné velic¢iny Y, kterd udava pocet netispéchit predchazejicich x-
tému uspéchu £ € {1,2,...} se nazyva negativné binomické rozdéleni, 7 a k jsou
jeho parametry. Snadno nahlédneme, Ze pro jeho pravdépodobnostni funkci (hustotu

vzhledem k ¢itaci mite) plati

) _ y+r—1
f(y; K, m) ( y

=0 jinak.

)(1—7?)y7r” y=0,1,... (2.1)

V nékteré literatuie (viz [38], [68]) se toto rozdéleni nazyva Pascalovo a NB
rozdéleni je pak zobecnénim tohoto rozdéleni pro x > 0. Lze snadno ukézat, ze
pii k > 0 je funkce f(y; K, 7) dand vzorcem (2.1) stale hustotou (pravdépodobnostni
funkei) vzhledem k ¢itaci mite. V této praci budeme predpokladat, ze pro parametry
NB rozdéleni plati 0 <7 <1 a x > 0.

Snadno nahlédneme, Ze stiedni hodnota u a rozptyl o2 jsou tvaru

1—m
R

1—
u a o?=DY =k
T s

nw=FErY =k

(2.2)

Pomoci hustoty (2.1) s ohledem na vzorec (1.1) snadno nahlédneme, ze charak-

teristickd funkce 1y (t) NB rozdéleni je tvaru
by(t) =3 P =y)=7"[1— (1 —m)e"] . (2.3)

Hustotu (2.1) lze snadno pfepsat do tvaru

—K
Y

fly;m k) = ( )W”(W —1)Y, (2.4)
ktery pfipominéd pravdépodobnostni funkci binomického rozdéleni a podobné cha-
rakteristickd funkce (2.3) pfipomina charakteristickou funkci binomického rozdéleni
se zapornym parametrem —x, ktery odpovida poctu pokusii. Zavedeme-li navic novy
parametr p vztahem 7 = ﬁ, p € (0,1) pak pro celo¢iselné hodnoty parametru s
z intervalu (—oo, —u), kde u = E(Y), pfimo dostavame (viz [9]) tvar pravdépodob-

nostni funkce binomického rozdéleni
Ry —K—y
flysp. k) = y ) (I—p) " (2.5)
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Proto dostalo toto rozdéleni nazev negativné binomické rozdéleni. Tato vlastnost se
casto vyuziva ve statistické praxi, kdyz odhad x vyjde zaporny.

Pokud Y bude mit negativné binomické rozdéleni tvaru (2.1), budeme v dalsim
textu pouzivat oznaceni Y ~ N B(m, k).

Priklady hustot NB rozdéleni jsou pro parametry 7 a x na obr. 2.1.

0.35 mmn 0.8
3
H

o
2
S

e eI S ————

(a) k =10, © postupné 0,3; 0,5; 0,7; 0,9 (b) m = 0,5, k postupné 0,5; 1; 3; 10

Obrazek 2.1: Pravdépodobnostni funkce NB rozdéleni s parametry s a 7. Prestoze
se jedna o diskrétni rozdéleni, je v obrazcich hustota zakreslena spojité aby vice
vynikla zména tvaru rozdéleni.

Obecné momenty (1.4) hustoty NB rozdéleni lze stanovit pomoci Stirlingovych
¢isel 2. druhu (viz odstavec 1.1, vzorec (1.3)) a klesajicich faktoridlnich momentt
(viz odstavec 1.1, vzorec (1.2)). Po jednoduchém vypoctu lze odvodit tvar klesajicich

faktorialnich momenti pro NB rozdéleni

(m+d—1ﬂ<1—w>{

Hldl = (s —1)! T

Obecné momenty tedy uréime ze vztahu (viz [67])

M; = Z Adn—d+-1M4[d]-
d=1

Kumulanty pro NB rozdéleni miizeme ziskat ze vztahu (viz [67])

6 = Zad,n_dﬂ(d 1)k <1 - ”)d. (2.6)

™
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Stirlingova ¢isla 2. druhu jsou pro hodnoty n =1,...,10ad =1,...,10 uvedena
v tabulce 2.1. Byla spoc¢tena programem stirling, viz seznam vytvorenych programi

v kapitole 8.

dnll 2 34 5 6 7 8 9 10
11 111 1 1 1 1 1 1
210 1 3 7 15 31 63 127 255 511
3/0 0 1 6 25 90 301 966 3025 9330
410 0 0 1 10 65 350 1701 7770 34105
5/0 0 0 0 1 15 140 1050 6951 42525
6/0 00 0 0 1 21 266 2646 22827
710 000 0 0 1 28 462 5880
8/0 000 0 0 0 1 36 750
910 000 0 0 0 0 1 45
100000 0 0 0 0 0 1

Tabulka 2.1: Stirlingova ¢isla druhého druhu

Pomoci vzorci (1.4), (2.6) a tabulky 2.1 lze snadno nalézt prvni ¢tyfi centralni
a obecné momenty NB rozdéleni, prvni ¢tyfi kumulanty a rovnéz sikmost a Spica-
tost NB rozdéleni. Jejich vypocty zde nebudeme provadét, uvedeme pouze vysledné

vzorce.

Obecné momenty:

1—m)
/ — EY — Ii(
H1 .
1—

=y =" oy 1)

k(1 —m)
Mg:E’Y?’:T [K2(1—7T)2—|—3K(1—7T)+2—7T}

k(1 —m)
w,=EY* = — (1 —7)® +65%(1 — 7)% + k(1 — m)(11 — 47)+

+72—67+6
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Kumulanty a centralni momenty:

k(1 —7)
= FY =
& =
k(1 —m)
52:M2:DY:T
K(l—m)(2—m
SCEL T 5
K(l—m)(r2—6m+6
§4ZM4—3§§: ( >(7r4 )
K(1—m)[Bk(l—7)+ 72 —61+6
M4=§4+3f§: ( ) 3 7r4) ]
Sikmost:
H3 2—m
71:73:7
112 k(1 —m)
Spicatost:
N _&_3_71’2—671'-}-6
L k(1 =)

Na zapis hustoty NB rozdéleni pomoci parametrii m a x se budeme odkazovat
jako na parametrizaci 1.

Hustota NB rozdéleni prechazi, pro k — o0, limitné v hustotu Poissonova roz-
déleni. Této vlastnosti se vyuziva pfi hledani odhadi . Vychazi-li odhad s vysoky,
casto se doporucuje k modelovani dat vyuzit, misto NB rozdéleni, rozdéleni Poisso-

novo (viz [61]).

2.2 Negativné binomické rozdéleni jako Gamma-

Poissonuv smiSeny model

P¥i zpracovani biologickych dat ([44], [66], [21]) se ¢asto setkavame se situacemi, kdy
zkoumané veli¢iny maji Poissonovo rozdéleni s parametrem 7, ktery se nadhodné na
dil¢ich subpopulacich méni. Je-li Z ndhodn4 veli¢ina s rozdélenim gamma G(¢p, k)
a podminéné rozdéleni veli¢iny Y za podminky Z = z je Poissonovo Po(z) lze
snadno stanovit nepodminénou hustotu veli¢iny Y, kterou oznacime f(y; &, ¢), jako
marginalni hustotu ke sdruzené hustoté f(y, z) ndhodnych veli¢in Y a Z. Postupné

pomoci podminéné hustoty fy|z ndhodné veli¢iny Y za podminky Z = z dostaneme
(viz [40])
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fy;k,0) = /Ooo fly,2)dz = /OOO fyiz(y; 2) f2(2; 0, K)dz (2.7)
(")) )

Uvedeny model pro hustotu f se v liteatufe nazyva Gamma-Poissoniiv smiSeny

model (anglicky Gamma-Poisson mixture model), viz monografie [47], ktera je témto
modeliim vénovéna.

Kdyz se v hustoté (2.7) polozi m = ﬁ, snadno nahlédneme, Ze se jedna o hustotu

NB rozdéleni s parametry 7 a k.

S

(a) kK =50, ¢ postupné 2, 5, 10, 15, 30, 50 (b) ¢ = 0,7, k postupné 0,5; 1; 3; 10
Obrazek 2.2: Pravdépodobnostni funkce NB rozdéleni s parametry x a . Piestoze se

jedna o diskrétni rozdéleni je v obrazcich hustota zakreslena spojité aby vice vynikla
zména tvaru rozdéleni.

Priklady hustot NB rozdéleni jsou pro parametry s a ¢ na obr. 2.2.

V této parametrizaci lze ziskat vyjadreni centralnich a necentralnich momentt a
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kumulantu ve tvaru

==
1 90’
2
M’_E+i+£
T 2
2 3 2
, K K K K K K
2 3 2 4
, K K K K K K K
3 2
K
+6—+11—+6—.
Kumulanty a centralni momenty
¢ =EBY ="
2
k(1 +
§2ZM2=(90290),
K(1+9)(2+¢)
£ = pig = = ,
k(14 ¢)(¢* + 60 +6
§s = — 38 = ( )(904 )
Pro Sikmost dostameme
"= 2t
K(1+ )
a Spicatost je tvaru
PP+ 6p+6
m k(14 )

Vyuziti tohoto pristupu k modelovani biologickych populaci bude déle vyuzito

pri analyze populace kopytniki v odstavci 7.1.

2.3 NB rozdéleni v populacni dynamice

V populacni dynamice pfi modelovani ristu populaci (viz [53]) se ¢asto vychézi

z linedrniho procesu rustu (Yuleova procesu [42]). Stru¢éné pfipomenime zavedeni

35



tohoto procesu podle [6], [60], [53].

Predpokladejme, Ze pocatecni velikost populace je a jedinct. Kazdy jedinec da
za Casovy interval délky At vzniknout novému s pravdépodobnosti NAt + o( At)
(pro At — 0 a A > 0 je parametr). Pravdépodobnost, Ze jedinec da za casovy
interval délky At vznik vice nez jednomu jedinci, je o(At). X (t) bude znacit velikost
populace v Case t, t > 0. Protoze poc¢atecni velikost populace je a, plati X(0) = a.
Néhodny proces X (t), ktery vyhovuje uvedenym predpokladim, se nazyva linearni
proces ristu nebo téz Yuletiv proces.

Pravdépodobnost, ze velikost populace v case t > 0 bude k jedinctli, oznacime
pi(t). Pravdépodobnost, Ze v ¢ase t + At bude mit populace a jedinct je rovna
pravdépodobnosti, ze v Case t bylo v populaci a jedinct a za ¢asovy okamzik At

zadny novy jedinec nevznikl.

Celkove
Pa(t + At) = po(t) (1 — adAAt — o(At))
a odtud . At
E (pa<t + At) - pa(t)) = _a/\pa(t) - O(At )pa(t)'

Pro At — 0 dostavame linearni diferencialni rovnici pro p,(t)

dpa(t)
dt

= aAp,(t).
Podobné pro velikost populace k£ > a dostaneme soustavu diferencialnich rovnic

dpi(t)
dt

= Mk — D)pr_1(t) — Mepg(2), k=a+1a+2,....

Tuto soustavu diferencidlnich rovnic lze Fesit pomoci vytvorujicich funkei (viz [6]).

Pfi poc¢atec¢ni podmince p,(0) = 1 dostavame feSeni

a—1

k—1
pr(t) = < > e M1 — e M) pro k > a.

Ozna¢me N(t) = X(t) — a néarist populace v ¢ase t. Pak

n+a—1

—aMt —At\n
1— =0,1,2,....
.1 >e (I—e)"pron=0,1,2,

PN(E) = 1) = pusalt) = (

Nértst populace N(t) ma tedy negativné binomické rozdéleni s parametry x = a a
—Xt
m=e "
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Uvedené zavedeni NB rozdéleni opraviiuje v mnohych experimentalnich situacich
domnénku, Ze pocty jedinci v sledované biologické populaci maji NB rozdéleni (viz
[44], [66], [21]).

2.4 Dalsi zpusoby reparametrizace NB rozdéleni

V dalsich analyzach bude casto tieba testovat hypotézy tykajici se stfedni hodnoty.
Proto se ¢asto v literatufe pouZiva reparametrizace s parametry pu = EY a k (viz
napf. [5], [2], [13], 28], [44], [43], [66]).

Pro stfedni hodnotu NB rozdéleni v parametrech 7 a x podle (2.2) plati u =
k(l—m

— ) a odtud miizeme vyjadriit m = ﬁu Po dosazeni do (2.1) dostaneme vyjadfeni

hustoty v novych parametrech.
Pomoci téchto novych parametri pak piseme Y ~ NB(u, k). ZapiSeme-li navic
binomicky koeficient (“271) ve vzorci (2.1) pomoci funkce gamma, dostaneme prav-

dépodobnostni funkci negativné binomického rozdéleni ve tvaru

flys s k) = Ly + x) ( a )y( " )R y=0,1,...

K+ K+ W

C(y+ DI(k)
=0 jinak.

(a) k =3, u postupné 1, 2, 5, 10, 15, 30 (b) = 0.7, k postupné 0,5; 1; 3; 5; 15; 100

Obrazek 2.3: Pravdépodobnostni funkce NB rozdéleni s parametry « a . Prestoze se
jedna o diskrétni rozdéleni je v obrazcich hustota zakreslena spojité aby vice vynikla
zmeéna tvaru rozdeéleni.
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Priklady hustot NB rozdéleni jsou pro parametry p a x na obr. 2.3. Z obrazk je
déle vidét role parametrii: s rostoucim p roste rozptyl a rozdéleni se stava ,,plossi®,
s rostoucim k se méni tvar rozdéleni, rozdéleni se stava ,symetrictéjsic.

V této parametrizaci dostaneme obecné momenty ve tvaru

M1:M7
2 M2
Ho = pt pt
2 3 3
wy=p+32+35 pp 3 o
K K K
1w 1 NN
py=p+ T +7T— 464" +18—+12— +p* +6—+
K K K K
4 4
p [
+1105 + 6

a kumulanty a centralni momenty ve tvaru

fleY:M7
0 Y p(k+ )
K K K

p(k+ p) (1 + 2p)

)

§3 =3 = 5 )
K
pu(k + ) (K® + 6kp + 61%)
Co=pu—38 = ) 3 :
K
Dale pro sikmost dostaneme vztah
K=+ 20
=
k(K + )
a pro Spicatost plati
K2+ 6k + 6
T2 =

k(K + )

V tomto zapisu, ktery bude dale casto vyuzivan, je EY = pa DY = u+ “—; Ze
vzorce pro rozptyl je dobfe patrné, ze pii daném « je rozptyl kvadratickou funkei p.

Na zapis hustoty NB rozdéleni pomoci parametrii ;o a x se budeme odkazovat
jako na parametrizaci 2.

Protoze nalézt odhad parametru x je v nékterych situacich obtizné (zvlasté pro
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velké k a malé u), davaji nékteti autofi (viz [7], [13], [46], [57], [31], [18]) pFednost

parametrizaci pu, ¢, kde ¢ = % Pravdépodobnostni funkci 1ze poté zapsat ve tvaru
T(y+c) ( i )y ( 1 )0‘1
f(y’lui C) T( y IU’ C) y!F(C_l) 1+C,LL 1 +C/lz

(a) ¢ =3, p postupné 1, 2, 5, 10, 15, 30 (b) p =5, ¢ postupné 0,1; 0,5; 1; 3; 10

Obrazek 2.4: Pravdépodobnostni funkce NB rozdéleni s parametry x a 7. Pfestoze se
jedna o diskrétni rozdéleni je v obrazcich hustota zakreslena spojité aby vice vynikla
zména tvaru rozdeéleni.

Priklady hustot NB rozdéleni jsou pro parametry p a ¢ na obr. 2.4.

Prislusné momenty jsou tvaru

fy = i,

! 2 2

py = p+ p? + ple,

py =g+ 3p 43P+ P+ 3pde 4 218,

py =+ Tp?+Tptc+6p® + 18 e + 12 P 4 pt+
+ 6 putc+ 11 ptc® + 6 ptc
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Kumulanty a centralni momenty dostavame ve tvaru

& =EY =p

§o=p2 = p(l+cp),

s =pz = (1 +cp)(L+2cp),

4= pua — 385 = p(1 + cp) (1 + 6 e+ 6 1),

Sikmost je dana jako

1+ 2cu
Nn=
(1 + cp)
a Spicatost je
1+ 6cu+6c*u?
Y2 =

m(1+ cp)

Na zapis hustoty NB rozdéleni pomoci parametrii i a ¢ se budeme odkazovat

jako na parametrizaci 3.

2.5 Necentralni negativné binomické rozdéleni

Pro tplnost v této kapitole jesté zavedeme podle [56] necentralni negativné bino-
mické rozdéleni, které lze ziskat jako smiseny model negativné binomického rozdéleni
a Poissonova rozdéleni.

Necht ndhodné veli¢ina Y ma negativné binomické rozdéleni s parametry k a 7.
Necht parametr k je také nahodnou veli¢inou a plati pro né§j K = N + v, kde N je
ndhodna veli¢ina s Poissonovym rozdélenim (N ~ Po())) a v je konstanta.

Tedy hustota N je tvaru

Y

n!

fn(nsA) =e
a podminéna hustota Y pfi daném N je tvaru

y+n+ov—1
y

fyin(ysn+v,mn) = ( )(1 — m)Yante,
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Podle Bayesovy véty vyjadiime nepodminénou hustotu fy ndhodné veli¢iny Y po-

moci sdruzené hustoty fyy a po jednoduché tpravé dostaneme

fr(y;v, A7) = ZfYN y,n ZfN(n;)\)fyw(y;n—i-U,ﬂn):
n=0
o0 A)\<y-|-n+v—1

=> e )(1 — )t =

o n! Y

g DY) [ D) ET@ntv) ]
= (l-m y! T(v) lr(v+y)zo n!T(n +v) (Ar)
_e—A(l_ﬂ_)yﬂ_v(v) Z (y+v)n< )

Pomoci hypergeometrické funkce (1.5) lze tuto hustotu zapsat ve tvaru
fr(y;v, A\ ) = e (1 — 7)7" 1 Fy(y + v, v, Ar).

S vyuzitim Kumerovy transformace (1.6) a zobecnénych Laguerrovych polynomi

(1.7) 1ze hustotu upravit na tvar
frly;o, A7) = e E0x (1= m)V Ly~ (= ).

Rozdéleni ndhodné velic¢iny Y s touto hustotou se nazyva necentralni negativné
binomické rozdéleni s parametry v, A, 7.

Jeho charakteristiky jsou dany nasledovné

1—7 1—m

(v+ ), DY =

™ ™

EY =

(v+ )+ (1;7T>2 (v+2X).

Poznamka 2.1 Pro A — 0 hustota necentrdlniho NB rozdéleni konverguje k hustoté
NB rozdéleni.
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Kapitola 3
Odhady parametria NB rozdéleni

Cilem této kapitoly je popsat metody vhodné pro stanovani odhadd parametri NB
rozdéleni, uvést algoritmy pro jejich vypocet, provést srovnani jednotlivych metod
odhadu s ohledem na biologické populace a doporucit pro dany typ populace nej-
vhodnéjsi metodu odhadu.

Klasické metody odhadu, tedy metoda momentt (MM), metoda maximalni véro-
hodnosti (ML) dévaji odhady, které mohou byt zna¢né vychylené. Navic momentové
odhady parametru x mohu byt zaporné, coz komplikuje jeho interpretaci. Konec¢né
pro NB rozdéleni je typické, ze jeho stfedni hodnota u je mensi nez rozptyl, ovsem
na realnych datech, i pro vybéry z NB rozdéleni, mtize dojit k situaci, ze vybérovy
primér Y je vétsi nez vybérovy rozptyl S2. Potvrzuji to simulace. Tato situace
pak komplikuje dalsi vypocty, zejména vypocet ML odhadu. Uvedena situace bude
déale demonstrovana na ptikladu simulovanych dat a je dobfe znama z biologickych
analyz. Proto se v biologické praxi pfi provadéni statistické inference o parametrech
NB rozdéleni rozlisuji tii situace (viz [13], [57], [61]).

Prvni a nejcastéjsi situace nastava je-li vybérovy rozptyl vétsi nez vybérovy
priumér (tzv. ,overdispersion). Tato situace nastava jsou-li organismy ve shlucich
v prostoru ¢i ¢ase. Momentovy odhad parametru x nabyva hodnot vétsich nez 0.

Pokud je vybérovy primér roven vybérovému rozptylu je mozno NB rozdéleni
nahradit Poissonovym, coz je limitni pifipad NB rozdéleni pro x — oc.

V situacich, kdy je pro dané parametry stiedni hodnota blizka rozptylu, naopak
vybérovy priumér Casto prekro¢i vybérovy rozptyl (tzv. ,underdispersion®) a tato
data pak vedou k zapornym momentovym odhadtim k. Tato situace nastava, je-li

rozmisténi organismu pravidelnéjsi nez predpoklada Poissonovo rozdéleni. V ¢lancich
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18], [9], [13], [61] je ukdzana souvislost NB rozdéleni (pro zaporné hodnoty k) s bi-
nomickym rozdélenim (za ptredpokladu k € (—o0, —pu), viz (2.5)). V této souvislosti
Clapham v [12] fika, Zze ,overdispersion® znamena, ze pro jedince je jednodussi usa-
dit se pobliZze jiného jedince a pro ,underdispersion® plati opak. Na zakladé téchto
tvah pak Piegorsch [57] doporuc¢uje dat pfednost parametrizaci y, ¢, kterd shrnuje
predeslé tii situace pro c z intervalu ¢ € (—i, 00).

S ohledem na biologické interpretace populaci s negativné binomickym rozdéle-
nim bude tato kapitola usporadana nasledujicim zptisobem. Nejdiive budou uvedeny
klasické metody odhadu parametri NB rozdéleni a to metoda momentid (MM) a
metoda maximalni vérohodnosti (ML). Déale bude uvedena korekce vychyleni maxi-
malné vérohodnych odhadt. Konec¢né, abychom se vyhnuli numerickym nestabilitam
pfi vypoctu maximalné vérohodnych odhadi, bude uvedena quasi-likelihood (QL)
metoda a jeji modifikace. Na zavér bude uveden bayesovsky pristup k odhadu para-

metru kK.

3.1 Metoda momentu

Predpokladejme, Ze je dan ndhodny vybér Y7, ..., Y, z NB rozdéleni. Odhady MM
snadno ziskame FeSenim momentovych rovnic uj = Mj, kde M;, jsou obecné vybé-
rové momenty viz [4], [41]. S ohledem na t¥i nejCastéjsi parametrizace dostavame

odhady ve tvaru:

1. Necht Y; ~ NB(7, k)

Y R Y
m = — K =
My’ My, -Y
2. Necht Y; ~ NB(u, k)
72
A:? /\:
H 3 K My—Y
3. Necht Y; ~ NB(u,c)
— My, =Y
=Y, @¢=-—"1

M, =+ (Y; = Y)? je druhy centralni vybérovy moment.

Odhady ziskané touto metodou se Casto pouzivaji jako pocatec¢ni odhady pfi ite-

rativnim Teseni nelinedrnich rovnic, které casto vychazeji pii hledani maximalné
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vérohodnych odhadi.

Z vyrazii pro & a ¢ je ihned ziejmé, Ze pro M, < Y tyto odhady vychéazi zdporné,
coz muze pusobit vysSe zminéné nejen interpretacni, ale i numerické problémy a
to zejména pri automatickém pouziti téchto odhadl jako pocatecnich odhadt pii
iterativnim hledani feseni vérohodnostnich rovnic.

Odhady ziskané touto metodou budou dale oznaceny indexem MM, tedy Rasps,

TMM; WMM, CMM-

3.2 Maximalné vérohodné odhady

Stanoveni ML odhad® pro NB rozdéleni provedeme pro vSechny tii parametrizace.
I kdyz je mozné stanovit maximéalné vérohodné odhady pfi riiznych parametrizacich
pomoci Zehnovy véty, kterd popisuje princip invariance pro maximalné vérohodné
odhady (viz [69]), uvddime déle vérohodnostni rovnice pro rtizné parametrizace.
Jejich numerické Teseni totiz dava pfi vhodné reparametrizaci s ohledem na hod-
noty parametrii kvalitné€jsi numerické feseni. Tato situace bude v zavéru odstavce

ilustrovana numerickym prikladem.

e Parametrizace 1

Jestlize Y; ~ NB(w, k), pak pfislusné logaritmicka pravdépodobnostni funkce
vybéru je tvaru
lm,ky) = (y;ln(1 —7) + kln7 +InT(y; + k) —InT(k) — Iny,!).
i=1

Odtud dostaneme systém vérohodnostnich rovnic

o Yy |k

o~ 1-x Ta 0

ol "
a—:nlnw—i-z\lf(yi—i—m)—nlll(m)zo,
K

i=1

kde ¥(z) je digamma funkce tj. derivace logaritmu gamma funkce. Z prvni

rovnice dostaneme

T = —,
kK+Y

druhé se fesi iterativné.
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Tyto odhady jsou implementovany v MATLABu - funkce nbinfit, pro dalsi
vypocty byla pouzita tato funkce.
Parametrizace 2

Jestlize Y; ~ NB(u, k), pak pfislusné logaritmickd vérohodnostni funkce vy-

béru je tvaru

Wp, k) =Y |InT(y; + k) —InT(y; +1) — InT(k)

=1

+ kln +y;1n a }

K+ 1 K+

Odtud dostamene vérohodnostni rovnice

ol K K "

A= + ¥i=0

op K+ p u(%ﬂt);

ol n\I/(+)\I/()+1 AR 1} 0
— = i+ k) — V(K n — Y =
ok o Y K+p K4+ y/<;+,u

Je vidét, ze maximélné vérohodny odhad u lze jednoduse stanovit pomoci
vybérového priméru. Odhad x je tfeba hledat numericky. Pro jeho vypocet
je dale pouzita procedura zalozena na Newton-Raphsonové iterativni metodé.

Jako pocatecni odhad k je pouzit odhad ziskany metodou momentti.

Program NB_k_mle viz seznam pouzitych programt v kapitole 8.

Parametrizace 3

Jestlize Y; ~ N B(pu, ¢), pak logaritmicka vérohodnostni funkce vybéru je tvaru

n

lp,c;y) =Y |InT(yi+¢ ') —Iny! —=InT(c™")
=1 (3.1)

1 clh
~1
1 i .
te n1+cu+y nl—l—c,u}

Odtud dostaneme vérohodnostni rovnice

(9l_ n 1 "

= _|_ z:()

o 1+ cp u(1+cu);y

o _ _ Yi — [
Lo oWy + e ) + =0+~ In(1 o -
e 2|2 (yi + ¢ )+C2 (c )—1—02 n( —l—cu)—l—c(lecu)}
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Resenim prvni rovnice je opét vybérovy primeér, druhd se fesi numerickou

iteraci.

Program NB_c_mle viz seznam pouzitych programt v kapitole 8.

Odhady ziskané touto metodou oznac¢ime indexem ML. Tedy napt. Rp.

Tato metoda dava vychyleny odhad parametru s (popi. ¢). V programech je
pouzita digamma a trigamma funkce, které jsou v MATLABu definovany pouze
v redlném oboru. OvSem pokud se stane, ze odhad k (¢) béhem vypoctu vyjde
zaporny vychazi digamma a trigamma funkce pro zaporny argument. Tato situace
je v programech NB_k_mle a MN_c_mle oSetfena tak, Ze je odhad posunut na hodnotu
eps a znovu se vstoupi do iteracniho cyklu. Pokud se tato situace opakuje vicekrat
je vypocet ukoncen.

Podle zkusenosti autorky prace jsou ML odhady parametru x nebo ¢ vétsinou
rovnocenné. V béinych vybérech davaji (po prepoctu) stejné vysledky. Problém
nastava u vybéru, kdy je k velké a obzvlast je-li zaroven p malé. Pro tuto situaci
je vyhodnéjsi parametrizace 1 a c¢. V téchto pfipadech program NB_k mle casto
selhava (feseni bud neni nalezeno, nebo je nalezen odhad x = o0), program NB_c_mle
vétsinou d& odhad ¢ velmi blizky 0. V téchto situacich je vyhodnéjsi pouzit jiny
postup zalozeny na aproximaci NB rozdéleni rozdélenim Poissonovym ¢i binomickym
(viz odstavec 2.1) nebo pouzit jiné metody odhadu jako jsou quasi-likelihood metody
a zejména bayesovsky pfistup k hledani odhadti.

Uvedené situace budou nyni demonstrovany na simulovanych datech.

Priklad 3.1 Pro vgbér z NB rozdéleni s parametry p = 2 a £ = 100 rozsahu 30

byla simulaci ziskana realizace uvedend v tabulce 3.1. Ze ziskanych dat byly spocteny

varianta [0 1 2 3 4
Cetnost |6 6 2 10 6
Tabulka 3.1: Realizace vybéru rozsahu 30 z NB rozdé€leni s parametry u = 2 a

x = 100.

momentové odhady pro parametrizace 2 a 3: Rypy = 82,4889 a ¢y = 1/Ryy =
0,0121.

Mazimdlné vérohodné odhady pro uvedené parametrizace vychdzeji odlisné (z di-
vodi, numerické nestability). Maximdlné vérohodny odhad v parametrizaci 1 vy-
chdzi Ry, = 2,8551 - 10%, pro parametrizaci 2 Ry, = oo, pro parametrizaci 3
Rz, = 1/, = 1/(8,9589 - 10°) = 1,1162 - 10,
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Priklad 3.2 Pro vgbér z NB rozdéleni s parametry p = 2 a £ = 100 rozsahu 30

byla ziskana novd realizace uvedena v tabulce 3.2. Ze ziskanych dat byly spocteny

varianta |0 1 2 3 4 5 7 9
Getnost |2 3 2 &8 10 1 3 1

Tabulka 3.2: Realizace vybéru rozsahu 30 z NB rozdéleni s parametry 4 = 2 a
k = 100.

momentové odhady pro parametrizace 2 a 8 Ry = —39,4091 a ¢y = —0,0254.
V MATLABu je pro takovéto situace doporuceno misto funkce nbinfit a NB rozdeéleni
pouzit Poissonovo rozdeéleni. Funkce NB_k_mle ddvd odhad Ry, = o0 a funkce
NB_c_mle ddvd odhad Rprr, = 1/car, = 1/(7.356 - 10716 = 1.3593 - 10%°).

Tedy v této situaci je dobré misto hledani ML odhadi NB rozdéleni pouzit aproxi-
maci Poissonovym rozdélenim nebo zvolit jiné odhady, napr. quasi-likelihood nebo

bayesovské. O téchto odhadech bude pojednano v dalsim odstavci.

3.3 Korekce vychyleni maximalné vérohodného
odhadu

Vzhledem k vysSe uvedenym numerickym nestabilitdim budeme dale pracovat s pa-
rametrizaci 3, tedy s parametry p a c.

Maximalné vérohodny odhad parametru ¢ nebyva nestranny. V praci [15] je po-
psana aproximace vychyleni b.(0) (viz [63]) odhadu parametru pomoci tfetich de-
rivaci vé&rohodnostni funkce, kterd je fadu n~!. Pro NB rozdéleni je aproximace
vychyleni odhadu parametru ¢ a p stanovena v praci [63]. V praci [63] nejsou od-
hady pocitany pfimo pomoci I' funkce, ale je pouzita Stirlingova aproximace. V této
praci byly odvozeny odhady s vyuzitim I'" funkce.

Odhady ziskané touto metodou ozna¢ime indexem BC (z anglického Bias Correc-
ted).

Dtive, nezli popiSeme vychyleni odhadu ¢, zavedeme oznaceni 8 = (0,6,) =
(m,c)" pro vektor parametri a dale U, V' a W pro prvni, druhou a t¥eti derivaci

logaritmické vérohodnostni funkce (3.1). Tedy

al;
00,

o Pl e O
Vi) = = rtu=12,

() _ _
Ur b 00,00, Wt 96,00,00,,

47



a dale polozme

e ey

=1

a M budeme znacit matici inverzni k Fisherové informac¢ni matici, tedy

M = (M*7) =J

ij=1,2

Po technickém vypoctu, ktery je ponekud zdlouhavy a proto je uveden v dodatku

A.1, dostaneme

Mll _ M M22 _ _1 il I Al — \IJ/(C_I) -1
n A2(1+ cp) ct
14+ 2cp 1
I 2 K —I
111 21 + cu)? 1,11 111
n
I12 = 1+ cn)? Ki12 = =l
Dale
W 1
LIi59 = Ko = —
122 =0 2,12 A+teu?  &(ltec )2( )
(4 + 5cp) 6 ~1 1
[222 =N {_(33(1 n CILL)Q — (375 [ 1— \I//(C )] — 676 [A2 \Il//( )}
3+ dcu p(l+2cp) 2
Kooy — — - A
222 {04(1 + cp)? (Byo = 417) = Al +cu)? ¢ (o o)
1 1
—FE(”)/Al — A()l) + 5(1 n CILL)( yl ,UAl)} 9
kde
v =1In(1+cpu)+¥(c™) Do =E(¥(y+c)
AOO = E(\I/2(y +c 1)) A1 = E(\Iﬂ(y +c 1))
Ay = BE(T"(y + ¢ Y)) Ay = E(y¥(y+c)
Ay =E@QY(y+ct)) App = E(¥(y+c )P (y+c))

Oznacime-li dale b.(fiyr, Crrr) aproximaci vychyleni ML odhadu parametru e,

kde be(pinrr, cvr) = E(Cyr — ¢) je vychyleni odhadu ¢y, a déle ége odhad ¢y,
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korigovany na nestrannost, pak (viz [63]) plati
1
be(p,c) = 5[(M22)2(]222 +2K590) + M M?? (1119 + 2K 12)]
a tedy

é\BC = 6\ML - bc(ﬂML7 6ML)

Protoze ML odhad parametru p je roven vybérovému primeéru a je tedy ne-
stranny, neni tfeba ho korigovat. I presto je zde korekce uvedena, nebot v [63] je

uvedena chybné. Podobné jako pro ¢ lze nalézt i odhad vychyleni pro parametr pu:

1
bu(mr, cymr) = 5[(M11)2([111 +2K111) + M11M22([122 + 2K 19)]

a pro korigovany odhad poté plati figc = finer, — bu(finrr, Carr)-
Analogicky lze odvodit korekci vychyleni ML odhadt pro parametrizaci p a k.
Tato korekce je uvedena v dodatku A.2.

Ve vétsiné pripadii vede tato korekce ke zlepseni odhadu.

Tato korekce byla naprogramovana, viz funkce bias_corr_c v kapitole 8.

3.4 Quasi-likelihood pristupy

Jak bylo uvedeno v predchozich odstavcich, je vypocet ML odhad numericky znac¢né
narofny. Pro takové situace se doporucuje pouzit quasi-likelihood (QL) pfistup.
QL odhady vychézeji z vlastnosti logaritmické vérohodnostni funkce pro hustoty
exponencialniho typu v kanonickém tvaru (1.12). Jsou konstruovany tak, zZe se lo-
garitmicka vérohodnostni funkce nahradi tzv. quasi-likelihood funkci, ktera je pro
dalsi pouziti jednodussi a ponecha si zakladni vlastnosti logaritmické vérohodnostni
funkce. Vlastnosti tzv. quasi-likelihood funkce jsou podrobné popsany v [45]. Déle
jsou tyto odhady analyzovany napf. v [46], [13], [55], [32], [34], [33]. Piistup ke
konstrukci QL odhadt na zakladé uvedené literatury dale struc¢né popiseme.
Budeme uvazovat ndhodny vektor Y = (Y1, ...,Y,)’, jehoz slozky jsou nezavislé a
maji hustotu exponencialniho typu v kanonickém tvaru (1.12). Dale pfedpokladejme,

7ze Y méa stfedni hodnotu p a varianéni matici 0*V(u), kde o2 je konstanta a
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varianéni matice V(u) je diagonalni matice znamych funkci, tedy
V(p) = diag{Vi(p1), -, Vapin)}-

Dale ze vztahu skérového vektoru a Fisherovy matice J dostavame:

ol Y Yi — p

S Ow DY) V()

Ui
a odtud zfejmé (viz (1.10))

E(Uz) =0,
D(U;) = E(U}) = 1/[0*V ()],

p(5) =2 (G) = == (5ir) = 0w = —ae= vV,

Nyni zavedeme quasi-likelihood (QL) funkci (podle [46]) jako integral

lo () = [ Yl (3.2)

Pro derivaci lg, dostaneme

Olo, (15 y:) Y —

O o?Vi(pi)

Déle 1ze analogicky jako byla zavedena statistika LR (1.20) zavést quasi-devianéni
funkeci (viz [55])

Di(yi; 1) = —20[lg, (115 vi) — Lo, (yi; vi)] = 2/:” y‘;&;dt- (3.3)

Tato funkce zavisi pouze na y; a i a nezavisi na o?.

Vs8echny vyse zminéné uvahy byly vztazeny pouze k p, pficemz rusivy parametr

o? se predpokladal konstantni. Dalsi ivahy lze rozsifit i na rusivy parametr o2.

Zavedeme misto QL funkce funkei lg+ = lg+(p, 0% y;) tzv. extended quasi-
likelihood funkci (EQL), kterda bude analogii QL funkce (3.2), ale bude mit dfive

popsané vlastnosti logaritmické vérohodnostni funkce i vzhledem k parametru o2.
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Funkei lg+(p1, 0%; y;) zavedeme (podle [46]) vztahem

Lo+ (k0% i) = lo(us yi) + h(o™; s), (3.4)
kde h(o?;y;) je vhodnd funkce o2 a y. Pomoci (3.3) lze lg+ upravit na tvar

D(ys; 1)

20_2 +h(02ayz)7

lo+ (1, 0% i) = —

kde funkci h(o?;y;) uvazujeme ve formd

1
h(Uz;yi) = —§h1(02) — ha(yi)
pro vhodné zvolené hq a hs.

Funkce g+ mé vzhledem k p stejné vlastnosti jako funkce lg a podobné pro o2

musi platit E(dlg+/d0?) = 0. Tedy po tpravé

o'hi(0*) = E[D(Y:; p)].

Jako prvni aproximaci lze pouzit F[D(Y;; n)] = 02 a odtud dostaneme hy(c?) =
log(0?) + const, tedy
D(ysp) 1

2
952 §loga .

lo+ (1, 0% ;) = —

Zlepseni se dosédhne (viz [46]), pokud se k funkci hy(0?) piicte log(27V (y;)) (coz je

konstanta vzhledem k o2).

Vyslednou EQL funkci 1ze poté zapsat jako (viz [46])

Dsr) 1y ana?v(y)). (3.5)

2, _
ZQ+(M70 ayz) - 252 9

Nelder a Pregibon [55] ve svém ¢lanku na str. 226 navrhuji, z numerickych di-
vodi, modifikaci empirické varianéni funkce pro binomické, Poissonovo a negativné

binomické rozdéleni. O této modifikaci pro NB rozdéleni bude pojednano déle.

Double extended quasi-likelihood (DEQL) funkce vychézi z dalsiho zpfesnéni

aproximace E[D(Y;;p)]. Pomoci kumulant vyssich radu, 1ze tuto stfedni hodnotu
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aproximovat nasledovné (viz [46])
EID(Yi 1] 2 0*{1 + 0?2V /V — 3V")/12}, (3.6)

kde V' je varianc¢ni funkce.

Quasi-likelihood (respektive EQL, DEQL) funkce pro ndhodny vybér Yi,... Y,
se ziské jako soucet jednotlivych QL (resp. EQL, DEQL) funkci. Jejich maximalizaci
se pak ziskaji QL (EQL, DEQL) odhady.

Quasi-likelihood (EQL a DEQL) metody je vhodné pouzit k odhadu parametri
NB rozdéleni obzvlasté v situacich, kdy je numericky naro¢né stanovit ML odhady.

Lze je pouzit i v situaci, kdy vychazi odhady parametrt zaporné.

3.5 Quasi-likelihood odhady pro negativné bino-

mické rozdéleni

Budeme uvaZovat parametrizaci 3 (tedy parametry p a c). Interval pfipustnych

hodnot pro parametr ¢ je totiz narozdil od intervalu pro parametr x souvisly (¢ €

(=32 00))-

e Quasi-likelihood (QL) pfistup k odhadu parametru p

Pro NB(u,c) lze varianéni funkce zapsat ve tvaru V(u) = u(1 4 cu). Potom

po dosazeni do (3.2) a upravé dostaneme Quasi-likelihood funkci ve tvaru

n

lo = izn;zQi =3 {yiln(u) + (v +c_1)1n<11+cyi> —yiln(yi)}

i=1 +cu

Pro jeji derivaci plati

Jlg " {yz 1+cyi}
_— = —_— — :U
o ; o (T+cp)

e Extended quasi-likelihood (EQL) funkci dostaneme po dosazeni do (3.5) s vy-
uzitim (3.3) jako

1
lpg, = lo; — 5 In(270?V (y:)). (3.7)
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Pro binomické, Poissonovo a negativné binomické rozdéleni se z numerickych
dtavodi doporucuje pouziti modifikované varianéni funkce (viz [55], [13]), kte-

rou lze pro NB rozdéleni zapsat ve tvaru

1, Q+ey)Ply+g)et+3)

Vi 6) - (y+ct+1)

Dosazenim do (3.7) a tpravou se dostane vysledny tvar extended quasi-likeli-
hood funkce

n 1+ cy; 1 1
ZEQ:i:ZI yilnp+ (g +¢ ) In 1160:1 _yilnyi_ln(1+cyi)_§1n<yi+6)
1 1 1 1 1
—5111(071+6)+§ln(’yi+cfl—i—6)—Eln27r .

Derivace [gg podle p je totozna s derivaci funkce [q.

Pro derivaci podle ¢ dostavame

Olgg - { 1 (1 + C.%') Yi — W Yi 3

=Y -1 + - + +
Oc ; 2 1+cpu c(l4+cu) 1+cy;, c(6+4¢)

1 , , - ,

+ 6y _1:_1ln<1+cyz>Jr iz kY
2(6cy; +6+¢) 2c ? 1+cu c(l4+cp)  1+cy

2(6cy; +6+¢)  2(6+c)

a pro druhou derivaci

Plpo _i{? 1 (1+cyi) Yi — (yi — ) (1 + 2cp)
= — In —_ J—
Oc? =\ 1+ cu A1+ cp)(1 4+ cy;) (1 + cp)?
F 27 S
(1+cy;)?  2(6cy; +6+c¢)2  2(6+c)?]

Double extended quasi-likelihood (DEQL) funkci ziskdme dosazenim do (3.4)
s vyuzitim (3.6) a (3.7) jako

1
lDEQz’ = lEQi - 5(2‘//2/‘/ - 3V”)/127

kde V' = y;(1+ cys).
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Po upravé se ziska DEQL funkce ve tvaru

- 1 5 1 1
IpEq z:: yilnp+ (y; + ¢ M)n 1—:_00‘7; —(yi—i-i)lnyi—gln(l—i—cyi)—i—
c c 1

¢ - o,
T xay 12 12 207

Derivace [ppg podle 1 je opét totozné s derivaci funkce [g.

Pro jeji prvni a druhou derivaci podle ¢ dostavame

%];Q:zn:{_lln<l+0yi>+ Vith Yo 1 _1}
dc ; 2 1+ cu c(l+cp)  2(1+cy;) 12(1+cy)* 12

=1

o = \Txa)  eU+ai+ey) AL+ cp)?
=1 7

.%2 Yi }

Tt e’ 61+ ey )?

Odhady parametrii se opét ziskaji maximalizaci EQL pfipadné DEQL funkce.
Rovnice pro odhad parametru c jsou nelinearni, odhad parametru p je stejné jako
pii metodé maximalni vérohodnosti roven vybérovému primeéru.

Metoda byla algoritmizovana a vysledny program QL_c viz kapitola 8.

3.6 Bayesovsky odhad

Protoze ML odhady parametrii selhavaji pro piipad, Ze Y > M}, lze pouzit baye-
sovsky pristup k hledani téchto odhadi (viz [4]). Pro NB rozdéleni s parametry u a
K je tento pfistup navrzen v préci [2].

V této praci je zavedena podminéna apriorni hustota parametru g pfi daném
0? = s* vztahem f,,2(m|s?) = 1/s? pro 0 < m < s* a rovna 0 jinak. Dale apriorni
hustota 02 je fy2(s%) = 1/s% pro s* > 0 (tzv. Jeffery apriorni hustota). Pak sdruZend
apriorni hustota (11, 0?) je f,.2(m,s*) =1/s* pro 0 < m < s* < c0.

Pro stanoveni aposteriorni hustoty f, ,2;y(m, s?y) je v [2] pouzita aproximace
hustoty ndhodného vybéru Y, ..., Y, normalnim rozdélenim na zakladé centralni
limitni véty (CLV).
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Necht Y; ~ NB(w, r), pak pro pfirozené x mizeme psat V; = >5_; X;, kde X
jsou nezavislé stejné rozdélené veli¢iny z N B(m, 1). Tedy pro velké hodnoty x ma Y;

(podle CLV) asymptoticky normalni rozdéleni N (u,0?), 0 < pu < o

Pak lze podle Bayesovy véty zapsat aposteriorni hustotu f, 521y (m, s*|y) ve tvaru

fuo2(m, 82)fy|u,gz (y|m, s%)
fooo 0S f,LL,UQ(mv SZ)fym,oz(ylm, s%) dm ds?

fu,oQ\Y(m752|Y) = (38)

Pro hustotu fyj,.2(y|m, s*) dale na zdkladé uvedené aproximace miZeme psat

n 1 & (y — m)2
fY\M7a2(Y|mvs ) (271-) 2( 2) ? exp{ 2 z; 52
a po dosazeni do (3.8) lze aproximovanou aposteriorni hustotu vyjadfit ve tvaru
(S2>—g—267§ > (yi—m)?
Jo* 032 §~5 2757 L Wimm? gy g2

fu,az\Y(m7 SQ‘y) =

Pomoci této hustoty lze stanovit bayesovsky odhad pu

fn = Euly) = [ [ mf(m.sly) dm ds®

ktery 1ze podle [2] aproximovat vyrazem

sy = ELEOERD) o))
E[o (520 -3 (-2)

kde ¢(z) je hustota standardizovaného norméalniho rozdéleni a @ je jeji distribu¢ni
funkce. Stfedni hodnoty na pravé strané uvedeného vyrazu jsou definovany vzhledem

k modifikovanému apriornimu rozdéleni parametru o pii daném y. Detaily viz [2].

Podobné pro o?

(’7\% = (02‘)’) 5 {(I) ((02,@)\/5) s _y;{g
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a konec¢né bayesovsky odhad parametru « je tvaru

~2
Rp = 623“_3%9
ProtoZe fip < 6% je vzdy kg > 0.
Uvedeny typ odhadu je naprogramovan v programu Bayes k (viz seznam pro-
gramu v kapitole 8).
Prestoze odvozeni tohoto odhadu je zalozeno na aproximaci NB rozdéleni nor-
malnim rozdélenim, tedy pro situaci kdy je s velké prirozené, funguji tyto odhady

dobfe i pro ostatni situace (viz [2] a déle odstavec 3.7).

3.7 Porovnani odhadua

Porovnani jednotlivych metod odhadu parametrt NB rozdéleni bylo provedeno po-
moci simulaci. Pozornost byla zaméfena na situace, kdy ML metoda selhava, tedy
pro pripad, ze je ,malé“ u a ,velké“ k. Pro tuto situaci byly porovnany metody
MM, EQL, DEQL a Bayesovské. Metoda ML nebyla uvazovana, protoze (jak je
vidét z predchozich piikladi) v téchto situacich selhava. Dale pak bylo pouzito
aproximace vybéru pomoci binomického (na zdkladé vzorce (2.5), na tuto metodu
aproximace se dale budeme odvolavat zkratkou BiM) a Poissonova rozdéleni podle
doporuceni z odstavce 2.1.

Pribéh simulace: 1000 krat se nasimuloval vybér z NB(u, k) pro p =3 a k = 20
rozsahu 30 a 500 s vybérovym rozptylem mensim nez vybérovy primeér, pro kazdy
se nalezly odhady p a k. Jako vysledny odhad se vzal primeér z 1000 nalezenych
odhad.

MM  Bayes EQL DEQL BIiM
n =230 | -23.945 13.742 -23.093 -23.057 23.169
n =500 | -267.23 60.93 -265.92 -265.89 265.89

Tabulka 3.3: V tabulce jsou uvedeny primérné odhady parametru x = 20 pro simu-
lace rozsahu 30 a 500 pro uvedené metody odhadu.

Odhady parametri ziskdvame z vybéri a proto pro vybéry s rozptylem men-
$im nez priamér tyto odhady budou vétsinou znacné vzdalené od skutecné hodnoty
(mohou vychéazet i zéporné) viz tabulka 3.3, ale rozdéleni, které ziskdme dosazenim

odhadnutych parametri, mtze presto byt dosti blizké ptivodnimu rozdéleni.
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V nésledujicich obrézcich (3.1 a 3.2) jsou zachyceny hustoty pro parametry od-
hadnuté MM, Baysovské odhady, EQL a DEQL. Dale je pouzita aproximace Po-
issonovym (PoM) a Binomickym (BiM) rozdélenim. Odhady MM a oba QL vysly
zéporné (viz tabulka 3.3) a pro vykresleni aproximujeme NB rozdéleni binomickym
rozdé€lenim. Prestoze se jedna o diskrétni rozdéleni jsou pro vétsi prehlednost jed-

notlivé body spojeny.

025-

- @ —— skut

Obrazek 3.1: Porovnani odhadnutych hustot s hustotou teoretickou a vybérovou pro
rozsahy vybéru n = 30.

7 obrazkl 3.1 a 3.2 se d& usoudit, ze v téchto situacich Bayestiv odhad funguje
nejlépe. Lépe je mozné tento fakt demonstrovat pomoci ,,vzdalenosti“ srovnavanych
rozdéleni.

Pro porovnani odchylky dvou diskrétnich rozdéleni s hustotami p a ¢ lze pouzit
fadu charakteristik zalozenych na f-divergencich (viz [30], [39], [65]). Zde pouzijeme
3 statistiky:

Z p(x Ex; I divergence
x
D1j2(p,q) =2 ( Z (p(:v)q(:v))l/z) Hellingerova vzdalenost

3 (p(l“) —q(v))

x? divergence
. q(z)

X’(p,q) =
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Obrazek 3.2: Porovnani odhadnutych hustot s hustotou teoretickou a vybérovou pro
rozsahy vybéru n = 500.

Jesté uvedme vzdélenosti danych funkei:

MM BiM EQL DEQL  Bayes PoM vyb
I div. 0,01844 0,01984 0,01966 0,01959 0,00126 0,00410 0,02683
Hell. vzdal. | 0,00969 0,01020 0,01015 0,01013 0,00264 0,00345 0,01252
X2 div. 0,05163 0,05788 0,05676 0,05627 0,00185 0,01070 0,11114

Tabulka 3.4: f-divergence uvedenych odhadnutych hustot k teoretické pro n = 30

MM BiM EQL DEQL  Bayes PoM
I divergence 0,00057 0,00055 0,00049 0,00047 0,02888 0,00693
Hellinger distance | 0,00034 0,00031 0,00028 0,00027 0,01689 0,00393
x? divergence 0,00090 0,00093 0,00079 0,00075 0,04682 0,01160

Tabulka 3.5: f-divergence uvedenych odhadnutych hustot k vybérové pro n = 30

7 tabulek je patrné, Ze hustota odhadnuta s vyuzitim Bayesovskych odhadu je
nejblize teoretické hustoté. Naopak hustoty ziskané pomoci MM a QL odhadu jsou
blizké vybérové hustoté (Cetnostem).

Dalsi simulace byla provedena pro vybéry s rozptylem vétsim nez prumér. Tato
simulace byla pouzita pro srovnani kvality odhadu parametru c. Pro p = 2 a

c € {0,5;0,1;...;2} bylo postupné vygenerovano 1000 vybért (nevyhovujici byly
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MM  BiM  EQL  DEQL Bayes PoM  vyb
T div. 0,00505 0,00592 0,00593 0,00592 0,0021 0,00505 0,00712
Hell. vzdal. | 0,00283 0,00282 0,00282 0,00282 0,00108 0,00242 0,00332
2 div. 0,01414 0,01403 0,01404 0,01403 0,0047 0,01178 0,01794

Tabulka 3.6: f-divergence uvedenych odhadnutych hustot k teoretické pro n = 500

MM BiM EQL DEQL Bayes PoM
I divergence 599 588 5,87 588 124,72 15,82
Hellinger distance | 3,18 3,14 3,13 3,14 6501 8,26
2 divergence 11,03 10,73 10,72 10,73 232,76 29,67

Tabulka 3.7: f-divergence uvedenych odhadnutych hustot k vybérové pro n = 500,
viechny hodnoty jsou -107°

odstranény) a spocteny odhady (MM, EQL, DEQL, Bayes, ML, BC). Byl spoc¢ten
prameér prislusného odhadu a jeho vybérova smérodatné odchylka. Tyto hodnoty
byly vyneseny do grafu a pro prehlednost byly primeéry odhadd spojeny carou. Si-
mulace byla opakovana pro rozsahy n = 30 a 50.

V obréazcich 3.3 a 3.4 je na ose x vynesen parametr ¢ € {0,5;0,1;...;2}. Sku-
tecna hodnota parametru c je pro prehlednost vynesena ¢ernou pferusovanou carou.
Modrou hvézdickou spojenou teckovanou carou je vynesen momentovy odhad para-
metru ¢ a modrou hvézdickou bez spojeni je vynesena + jeho vybérova smérodatna
odchylka. Riizovym x je vynesen prumeérny extended quasi-likelihood odhad + jeho
smérodatnd odchylka, svétle modrym + je vynesen prumérny DEQL odhad (+£s),
zeleny koso¢tverec znazornuje prumérny bayesovsky odhad (+s), ¢erveny trojihel-
nik znazornuje ML odhad (+s) a ¢erny krouzek ML odhad opraveny na nestrannost
(£s).

Jako nejlepsi odhady (pro situace kdy je vybérovy rozptyl vétsi nez vybérovy
primeér) vychazi ML odhady a ML odhady korigované na nestrannost. Velmi kvalitni
se zdaji byt i EQL odhady, které lze navic pouzit i pro vybéry kdy je vybérovy
rozptyl mensi nez vybérovy priamér. Také bayesovské odhady déavaji dobré vysledky
zejména pro mensi hodnoty ¢ (tedy velké k). Obzvlasté vyhodné pro bayesovské
odhady je to, ze funguji velmi dobfe i pro vybéry s vybérovym rozptylem mensim
nez vybérovy priameér.

Zavérem lze pro automatické stanoveni odhadt parametri NB rozdéleni dopo-
rucit nasledujici postup:

Nejdiive spoéist vybérovy primér 7 a vybérovy rozptyl s2.
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=== cshut

w ¢EQL
cDEQL
2.5H c Bayes
~a. cMLE
.o~ cBC
e CMMzs
x CcEQL+s
2 cDEQL+s
cBayests
a cMLEz+s
O cBCxts

Obrazek 3.3: Srovnani odhadi parametru ¢ (pro rozsah vybéru n = 30) ziskanych
metodou momentli, metodou maximalni vérohodnosti a jeji korekce, quasi-likelihood
metodou (EQL, DEQL) a bayesovskym pfistupem. Pro ndzornost jsou primérné od-
hady spojeny ¢arou, skute¢na hodnota parametru c je vynesena ¢ernou pirerusovanou
¢arou.

=== cshut

g cMM

e CEQL
cDEQL

2.5H c Bayes

~a. cMLE

o CBC

e CMMzs

x CEQL+s

27 cDEQLzts
cBayests

A cMLEzs

O cBCxts

0.5 g'wy

Obréazek 3.4: Srovnani odhadi parametru ¢ (pro rozsah vybéru n = 100) ziskanych
metodou momentli, metodou maximalni vérohodnosti a jeji korekce, quasi-likelihood
metodou (EQL, DEQL) a bayesovskym pfistupem. Pro ndzornost jsou primérné od-
hady spojeny ¢arou, skute¢na hodnota parametru c je vynesena ¢ernou prerusovanou
¢arou.
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Je-liy < s% dava nejkvalitngjsi odhady metoda maximalni vérohodnosti a korekce
ML odhadi na nestrannost. Numericky jednodussi, ale presto kvalitni odhady davaji
i quasi-likelihood metody.

Pro pifpad 77 > s? se jako nejkvalitnéjsi ukazuji Bayesovské metody, které vidy
déavaji kladny odhad x. Alternativné lze pouzit i quasi-likelihood metody a v piipadé,
ze dany odhad vyjde zadporny pracovat dale s binomickym rozdélenim podle vztahu
(2.4) uvedeném v odstavci 2.1.

V piipadé, Ze 7 je blizky, nebo roven s?, je vhodné piejit k aproximaci Poissono-

vym rozdélenim.
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Kapitola 4

Srovnani populaci s NB

rozdélenim

Budeme se vénovat situaci, kdy je dano p nezavislych ndhodnych vybéri z NB roz-
déleni, tedy predpokladame, 7ze Y; = (Yi1, ..., Yi,,) je ndhodny vybér z N B(u;, ;)
rozsahu n; pro i = 1,...,p. Celkem je tedy ndhodny vektor Y = (Y1,...,Y,) n-
rozmérny, n = Sb_; n; a jeho rozdéleni zalezi na vektorovém parametru

0 = (W,Kk") = (u1,..., lp, K1, ..., Kp) . Cilem dalsich tvah budou testy hypo-
téz o parametrech p a k. Specidlné pfi testovani hypotéz o parametru p budeme

povazovat parametr x za rusivy a naopak.

Testy hypotéz v modelech s ruSivymi parametry uvedené v odstavci 1.4 nyni
pouzijeme k testovani hypotéz o rovnosti parametri, tedy k testu obdobnych hypo-
téz, které se vyskytuji v analyze rozptylu. V téchto pripadech je vhodné rozdéleni

vhodné reparametrizovat.

Hypotézu o rovnosti parametrit p lze zapsat ve tvaru Hy : p11 = i = -+ = [ip.
Tento zapis vsak neumoznuje bezprostiedni pouziti statistik z odstavce 1.4. Proto
provedeme reparametrizaci. Ozna¢me p; = p + «;, s podminkou a; = 0. Tato re-
parametrizace je dobfe znadma z analyzy rozptylu. Hypotézu Hy lze nyni pomoci
parametru o = (qo,...,q,) prepsat ve tvaru Hy : a = 0. Tento zapis nulové
hypotézy je pro test rovnosti parametrti 4 vhodnéjsi. Podobné pro test rovnosti pa-
rametri x se nejprve vyjadii k; = k + 3; za podminky #; = 0 a Hy se vektorové
zapiSe ve tvaru Hy: 8 =0,kde 8 = (02,...,05,)".

Specifikujme déle jednotlivé nulové hypotézy, jejichz testovanim se budeme za-

byvat:
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1. Uvazme hypotézu Hy; : a = 0 oproti alternativé, ze Hy, neplati. S ohledem

na rusivé parametry lze rozlisit 2 experimentalni situace:

(a) Sp1.1 - Parametry  jsou obecné rtizné tj. existuje i,7 = 1,...,p tak, Ze

Ki # Kj, pak pracujeme s vektorem parametrii

0 = (qg,...,0p [, K1,..., Ky

(b) So12 - Parametry s jsou totozné tj. pro vSechna i,7 = 1,...,p plati
Ki = Kj, pak pracujeme s vektorem parametri
0 = (ag,...,ap, 1, k), kde £ je spole¢na hodnota parametri x1, ..., kK, .

2. Uvazme hypotézu Hy, : 3 = 0 oproti alternativeé, ze Hys neplati. S ohledem

na rusivé parametry lze opét rozlisit 2 experimentalni situace:

(a) Sp2.1 - Parametry u jsou obecné ruzné tj. existuje i,7 = 1,...,p tak, ze
Wi # v, pak pracujeme s vektorem parametri

0 = (627“'76])7”17"'7:“}77%)/'

(b) Sop.o - Parametry p; jsou totozné a rovné spoleéné hodnoté u, pak pra-

cujeme s vektorem parametri

0 = (/827"'aﬁp7ﬂ’7 ’%)/'

3. Uvazme hypotézu Hps : a = 0 a zaroven 3 = 0 oproti alternativé, ze Hys

neplati, pak pracujeme s vektorem parametria
0= (ag, ceey O, 52, ce ,ﬁp,,u, I{)/ (503).

V tabulce 4.1 jsou pro nazornost symbolicky uvedeny tvary nulové hypotézy a

alternativy a oznaceni jednotlivych testu.

Experimentalni situace | Hy H,
Sot.1 My K | Wiy Ky
So1.2 My K| iy K
So2.1 Hiy K| Wiy Kg
S02.2 K|y Ky
So3 My R s Ky

Tabulka 4.1: Pfehled uvazovanych nulovych hypotéz a odpovidajicich alternativ.

V dalsim budou odvozeny konkrétni tvary Fisherovy informac¢ni matice potfebné
pro konstrukci vyse zminénych testti. Zavedme nejprve oznaceni a;, b; a ¢; pro stfedni

hodnoty druhych derivaci logaritmické vérohodnostni funkce podle parametrt p;
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a k;. Jejich vypocet je uveden v A.2. Programova implementace ziskanych algorit-
mu pro vypocet potiebnych statistik je v programu statistiky E (viz kapitola 8).
Tedy

9%l o Ki Ki(Ki + 2p1)
i= Ely5) =F — Y
‘ <3M?> {; {(F%JFMV y]MzQ(HMLMi)Q}

prot=1...,p

— (ki + uz)
32l i — Wi 1
¢ (8/%8/’%) {]Zl {(K/i“‘,ui)? +y‘7(/€i+#i)2} }
an 2 i %
= B =— = F U/ (. N — Uk, i — L
bz <85?> {]zzl { (yz] + /42) (/fz) + /ii(lii I ,Ui) (/ii I ,Ui)2+

proi =1,...,p, kde AY = E[¥(y;; + ;)] a pfipomefime, Ze ¥’ je trigamma funkce.

Podle typu hypotézy je tieba hledat druhé derivace logaritmické vérohodnostni
funkce i podle parametri «; popt. [;, které 1ze nyni jednoduse ziskat z vyse uvede-
nych vztahd uzitim vlastnosti derivaci slozenych funkci. Protoze pro reparamerizaci

Wi = i+ o; plati %Z = 1 (pod. pro k),

o — gﬁii apod. Dle typu nulové

Oa;

hypotézy plati p; = i + a; nebo k; = Kk + ;.

4.1 Test rovnosti stfednich hodnot pfi rtznych x

Uvazujme nahodny vektor Y = (Y1,...,Y])" rozsahu n = 377, n; z negativné
binomického rozdéleni s vektorem parametri 8 = (ag...,Qp, i, K1, ..., k), kde
konkrétné

Y1 ~NB(p, k1)
Y2 NNB(M + 9, lig)

Y, ~NB(u+ ayp, ).
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Test rovnosti strednich hodnot proto lze formulovat jako test nulové hypotézy Hyy; :

a = 0 s vektorem rusivych parametria ¢ = (u, K1,..., k)"

Za platnosti nulové hypotézy by tedy slozky vektoru Y mély NB rozdéleni se spo-
le¢nou stfedni hodnotou i a obecné odlisSnymi hodnotami xy, ..., k,. V alternativé

se predpokladaji jak rtizné stfedni hodnoty tak i riizna k.

Pro testovaci statistiky je tfeba znat odhad Fisherovy informac¢ni matice, pro
kterou je tfeba vyjadrit stfedni hodnoty druhych derivaci logaritmické vérohodnostni
funkce. Ke stanoveni testovaci statistiky pfi testu hypotézy Hyi 1 v situaci Spi1 je

potfebné stanovit nasledujici hodnoty

0?1 0?1
b (a) =a E (aaiau

0?1 0?1
E = E =c¢ = = 2,...
(80@6/@1 0 (80418/@) < 0 pro? ’ P
E )

=q; prot=2,...,p

=0 pro i # j

=0, proi=1,...,p

Ptislusné veli¢iny a;, b;, ¢; byly zavedeny v predchozim odstavci. Pomoci nich lze
schematicky zapsat Fisherovu informac¢ni matici. Toto vyjadfeni je z typografickych
divodt na konci této kapitoly. Po dosazeni ziskané Fisherovy informac¢ni matice do

statistik z odstavce 1.4 dostaneme prislusné testovaci statistiky.

4.2 Test rovnosti stfednich hodnot pfi stejnych

Jedna se o ndhodny vektor Y = (Y1,...,Y ) rozsahu n = Y7_, n; z negativné

binomického rozdéleni s vektorem parametrti @ = (as. .., a,, i, k), kde konkrétné
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Y1 ~N B, )
Yo ~NB(u+ az, k)

Yp NNB(M + Oép7 KV)'

Nulova hypotéza je tedy Hp; : o = 0 a vektor rusivych parametriu ¢ = (u, k).
Za platnosti nulové hypotézy by slozky vektoru Y mély NB rozdéleni se stejnou
stfedni hodnotou a stejnym parametrem x. V alternativé se predpoklddaji riizné
stfedni hodnoty a stejna k.
Schématicky zapis Fisherovy informac¢ni matice je uveden na konci této kapi-
toly. Po dosazeni ziskané Fisherovy informac¢ni matice do statistik z odstavce 1.4

dostaneme prislusné testovaci statistiky.

4.3 Test rovnosti x pri ruznych strednich

hodnotach
Jedna se o ndhodny vektor Y = (Y1,...,Y ) rozsahu n = Y7_; n; z negativné
binomického rozdéleni s vektorem parametrt 6 = (B, ..., By, ft1,- .-, iy, k), kde
konkrétné

Y, ~NB(u1, k)
Yo ~NB(uz, k + f2)

Y, ~NB(up, k+ 5,).

Nulova hypotéza je tedy Hp, : 3 = 0 a vektor rusivych parametri
Vo= (-, iy K)

Za platnosti nulové hypotézy by slozky vektoru Y mély NB rozdéleni se stejnym
parametrem x a obecné riznou stfedni hodnotou. V alternativé se predpokladaji jak
rizna k tak i rizné sttedni hodnoty.

Schématicky zapis Fisherovy informacni matice je uveden na konci této kapi-
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toly. Po dosazeni ziskané Fisherovy informac¢ni matice do statistik z odstavce 1.4

dostaneme prislusné testovaci statistiky.

4.4 Test rovnosti x pri stejnych stirednich

hodnotach
Jedna se o ndhodny vektor Y = (Y1,...,Y ) rozsahu n = Y7_, n; z negativné
binomického rozdéleni s vektorem parametri @ = (5a, ..., By, ft, - .., i, &), kde kon-

krétné

Y, NNB(M? K;)
Y2 NNB(/'L7 K+ 62)

Yp NNB(M?"{ +ﬁp)

Nulova hypotéza je tedy Hy; : 8 = 0 a vektor rusivych parametra ¢ = (u,..., 1, k)"

Za platnosti nulové hypotézy by slozky vektoru Y mély NB rozdéleni se stejnym
parametrem k i stfedni hodnotou. V alternativé se predpokladaji riizna « a stejné

stfedni hodnoty.

Schématicky zapis Fisherovy informac¢ni matice je uveden na konci této kapi-
toly. Po dosazeni ziskané Fisherovy informac¢ni matice do statistik z odstavce 1.4

dostaneme prislusné testovaci statistiky.

4.5 Test rovnosti stfednich hodnot a zaroven

rovnosti s

Jedna se o ndhodny vektor Y = (Y1,...,Y ) rozsahu n = Y7_; n; z negativné

binomického rozdéleni s vektorem parametri 8 = (ag...,0p, i, K1, ..., kp), kde
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konkrétné

Y, ~NB(u, k)
Yo ~NB(p+ g, k + (32)

Y, ~NB(u+ oy, b+ ).

Nulova hypotéza je tedy Hp; : o = 0 a vektor rusivych parametrii
Y= (K, ..., Kp).

Za platnosti nulové hypotézy by slozky vektoru Y mély NB rozdéleni se stejnym
parametrem x i stejnou stfedni hodnotou. V alternativé se predpokladaji jak rtizna
k tak i rizné stfedni hodnoty.

Schématicky zapis Fisherovy informac¢ni matice je uveden na konci této kapi-
toly. Po dosazeni ziskané Fisherovy informac¢ni matice do statistik z odstavce 1.4

dostaneme prislusné testovaci statistiky.

4.6 Fisherova informac¢ni matice pro jednotlivé

testy

Fisherova informac¢ni matice pro test rovnosti stfednich hodnot pii riznych x (viz
odstavec 4.1)

az 0 0 Qs 0 0
0 oas : as
0
) 0 0 aq ap
J:ﬁ as as ... a,|>iqa; 0
0 0 0 by 0
0
: 0
0 0] 0 0 0 b,

Fisherova informac¢ni matice pro test rovnosti stfednich hodnot pfi stejnych «
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(viz odstavec 4.2)

as 0 0 as 0
0 as : as 0
g1 0|
nofoo 0 a, a,
as as ... a b a;
0 ... ... 0] o0 P b

Fisherova informac¢ni matice pro test rovnosti x pfi riznych stfednich hodnotach

(viz odstavec 4.3)

b 0 0 by 0 0
0 b3 b3
0
0 ... 0 b | b
L A KN
" 0 0 0 ap 0
: 0

: 0

0 0| o o 0 a

Fisherova informac¢ni matice pro test rovnosti x pri stejnych stfednich hodnotach

(viz odstavec 4.4)

as 0 0 as 0
0 as : as 0
g1 0
oo 0 a a,
as az ... a b a; 0
0 ... ... 0] o P b,

Fisherova informa¢ni matice pro test rovnosti stfednich hodnot pfi riznych
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(viz odstavec 4.5)

aa 0 ... 0 0 ... ... 0 as 0
0 a . : " )
0 0 a O ap 0
J_ 1 0 0 b O 0 by
n 0 b3 b3
0
0 0 0 b 0 b,
as as ... a, 0 ... ... 0 P L a; 0
0 ... ... 0 by b3 ... b 0 P b

Pripomenme, 7Ze a; a b; byly definovany v tvodu této kapitoly a ze zavisi na
parametrech p; a ;. Zaroven je v uvedenych maticich naznaceno jejich rozdéleni na
bloky potfebné k vypoctu matice Ji;.2 potifebné ve statistikach S (viz (1.18)) a W
(viz (1.19)) uvedenych v odstavci 1.4. Tyto statistiky spoleéné se statistikou LR (viz
(1.20)) lze vyuzit k testu uvedenych hypotéz, pficemz parametry p; a x; nahradime
jejich ML odhady.

Testy o stredni hodnoté byly dale vyuzity v simula¢ni studii v kapitole 6.

Ukéazka vyuziti téchto testli na redlnych datech je v kapitole 7, ktera je vénovana
aplikacim.

Pro vypocet uvedenych testovacich statistik byl vytvoren program statistiky_E,

ktery je uveden v kapitole 8.
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Kapitola 5

Statisticka inference o strednich
hodnotach NB rozdéleni pri

znameém parametru s

V této kapitole budeme pfedpokladat, Ze parametr s je znamy. Tento pfedpoklad
dale umoznuje vyuzit pii statistické inferenci teorie zobecnénych linearnich modeli.
Specialné bude mozné stredni hodnotu p popsat v zavislosti na doprovodnych pro-
ménnych a provadét analyzy populaci s NB rozdélenim, které jsou obdobné analyze

rozptylu v regresni analyze.

Hustotu NB rozdéleni miizeme zapsat ve tvaru

-1
f(l/;/i,li):exp{ylnﬁi’u+f-€lnlij_'u+ln(y+g )} (5.1)

a za predpokladu, ze parametr s je pevny a znamy se jedna o hustotu exponencial-

niho typu.

Zavedenim nového parametru 6 = In ;2= 1ze hustotu (5.1) prevést na kanonicky

tvar. Dostaneme

1 -1
f(y;,u,%:)zexp{y@—nlnl_ee+ln<y+g >} (5.2)

Pro statistickou analyzu nahodného vybéru s hustotou (5.2) lze tedy pouzit teorie

zobecnénych linearnich modelt.

Protoze hustota (5.2) je v kanonickém tvaru, je v dalsim zvolen kanonicky link
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0 =n.
Porovnanim s hustotou (1.12) dostaneme

1

0) = rln ——

1(0) = kln —,
a dale pro NB rozdéleni plati:

o
K4p?

e pfirozeny parametr: § = In

e rusivy parametr: ¢ =1,

stfedni hodnota: p = u(f) = EY (y;0) = +'(0) = k=5

1—e??

rozptyl: DY (y;0) = —"(0)¢(¢) = ’fﬁy

kanonickd linkovaci funkce: g(u) = In .

Pro nédhodny vektor Y = (Yi,...,Y,), kde Y; = (Yi,...,Yin,) a Vj; ~

N B(pi, k) 1ze sdruzenou hustotu vektoru Y zapsat ve tvaru

p n
I K Yij +r—1
k) = i1 1 : '
F(y; k) eXP{ZZl?Mn,HMﬁ’”Hern( Yij ﬂ}

i=1j=1

Zavedeme-li novy parametr ¢; = In Kj_“ muzeme sdruzenou hustotu vektoru Y za-
7

psat ve tvaru

P ny .. _
fly;0,k) = exp{zz [yiﬁi — kln N _160 +1In (f‘/w + K 1)] }’

i=1j=1 Yij

coz odpovida hustoté exponenciadlniho typu v kanonické formé bez rusivych para-

metri.
Pro test hypotézy Hy : p1 = -+ - = p, = p je pouzit kanonicky link
b = m— = 545
K+

s podminkou (3; = 0, kde § je novy parametr.
Parametry, na které se zamétujeme, jsou tedy B = (s, ..., 3,), pro test rovnosti
stfednich hodnot nas parametr ¢ nezajima.

Odhady hledanych parametrti nalezneme fesenim vérohodnostnich rovnic (1.9).
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ur v ’ . ~
Pro j; = k= 1ze vérohodnostni rovnice ptepsat do tvaru

6771'

ZSCU(Y% — i) = Zﬂiij(Yi - /il — em) =0
i=1 i=1

K testovani hypotéz jsou k dispozici znamé statistiky - vérohodnostni pomeér
(deviance) LR, skérova S a Waldova W statistika, které jsou analogické statistikdm
zavedenym v odstavci 1.4.

Pro vypocet zminénych statistik pro test hypotézy byla pouzita funkce GLM_NB

[29], kterou vytvofila Zuzna Hiibnerova.
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Kapitola 6

Sily testi1 o stfednich hodnotach
NB rozdéleni

V této kapitole budeme vychazet z predpokladt popsanych v predchozich kapitolach.

Tato kapitola je zaméfena na srovnani sil testi tii nasledujicich hypotéz.

Hoy: py = -+ - = p, za predpokladu, Ze ky, ..., K, jsou neznamé a obecné rtizné
Hyy: py = -+ - = u, za pfedpokladu, Ze k1 = --- = Kk, (= k) a Kk je neznamé
Hos: pn = -+ - = u, za pfedpokladu, Ze k1, ..., K, (= K) a Kk je znamé

Testy uvedenych hypotéz byly provedeny pomoci statistik - vérohodnostni pomér
(deviance) LR (viz (1.20)), Waldova W (viz (1.19)) a skérova S statistika (viz (1.18)).
Sily téchto testtt byly nalezeny pomoci simulaci. Pro test hypotézy Hys byla prove-
dena i aproximace teoretické sily (viz [14], [22], [23], [28]).

Pro test rovnosti stiednich hodnot (hypotézy Ho; a Ho) byla pouZita reparame-

trizace
i = p+ oy, oq = 0. (6.1)

Nulova hypotéza byla pro tyto dva testy zapsana ve tvaru e = 0 a rusivy parametr
pro test hypotézy Hoy je ¥ = (i, K1, ..., Kp) a pro test hypotézy Hos je ¢ = (i, k).
Jak bylo uvedeno v predchozi kapitole, v situaci, kdy je x znamé, lze k testovani

hypotézy Hys vyuzit metod GLM. Hustotu NB rozdéleni lze zapsat v kanonickém

74



tvaru a je tedy vhodné zvolit kanonicky link

Hi
P A (6.2)
Protoze matice planu neni plné hodnosti, byla zvolena doplnujici podminka (; = 0.

Rusivym parametrem je tedy v této situaci pouze parametr 9.

6.1 Aproximace sily testu v pripadé znamého

V pripadé konstantniho a znamého parametru s jsou mozné dva pristupy k aproxi-
maci sily testu.

Prvni, Pitmantv pristup, kde se hypotéza H, testuje proti posloupnosti alterna-
tiv »

A, :B=By+en €,= o(n_l/z), n= Zni,
i=1
ktery poskytuje aproximaci distribuc¢nich funkci testovych statistik LR, W a S fadu
0,(1) a 0,(n~Y/?) (viz [14]).

Druhy, vyvazena ANOVA (pro n; = ny = --- = n, = N) umozni aproximaci
testovych statistik LR a S fadu o,(1) (viz [28)]).

V [22] je uvedeno, ze pro posloupnost alternativ A,, 1ze distribu¢ni funkeci testo-
vacich statistik LR, S a W aproximovat necentralnim x? rozdélenim s p — 1 stupni
volnosti a parametrem necentrality A, ktery zavisi na g, a 9.

Aby bylo mozno rozlisit mezi aproximacemi distribu¢nich funkci statistik LR, S

a W byly odvozeny aproximace (viz [14])

2
Fir(t) = Gpoia(t) + Z b?RquHj,A(t) + o(n’l/Q),

7=0
3
FW(t) = Gp,17/\(t) + Z b}/VGp71+2j,)\(t) + O(nfl/Q),
7=0
3
FS(t) = prl,)\(t) + Z bjjS’Gp*]A»Qj,)\(t) -+ 0(n71/2)’
7=0

kde G,_1.(t) je distribu¢ni funkce necentralniho x*(p — 1, \) rozdéleni. Koeficienty
v uvedenych aproximaci lze nalézt v [14].

V praci [28] je odvozeno, ze pro vyvazené t¥idéni lze statistiku LR (popi¥. S) apro-
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ximovat linedrni kombinaci nezavislych veli¢in majicich necentralnich x? rozdéleni.

Téchto vysledkt bude dale vyuzito pii porovnani sil jednotlivych testt.

6.2 Simulované sily

V simulaé¢ni studii byly generovany vybéry z N B(u;, k), i = 1,2, 3 a testovany hypo-
tézy Hoy, Hoo a Hps. Pro nulovou hypotézu bylo zvoleno p; = o = 10. V alternativé
pro u; plati u; = pw+ (1 —i)h a h bylo postupné zvoleno (0,2; 1,0; ...; 4). Pro
nulovou hypotézu a kazdou z alternativ byl vybér 1000x opakovan. Z dalsi studie
byly vytrazeny vybéry, u nichz vysel vybérovy rozptyl mensi nez vybérovy primér
(vzhledem k problémtim s nalezenim ML odhadi x). Rozsahy vybéra byly voleny
postupné 30, 50 a 100. Toto bylo opakovano pro x =1,...,11.

Vysledky jsou graficky znazornény na obrazcich 6.1, 6.3 a 6.4. V obrazcich 6.1
a 6.2 jsou hodnoty statistiky LR oznaceny *, hodnoty statistiky S jsou oznaceny
krouzkem o a hodnoty statistiky W trojuhelnikem, modrou ¢erchovanou carou je
znacen test hypotézy Hy, tedy test rovnosti p za predpokladu, Ze x se mohou lisit
a jsou neznamé, cervenou prerusovanou carou je znacena sila testu hypotézy Hyo,
tedy predpoklad, Ze k; jsou si rovny, ale spolecnd hodnota k je neznama a Cernou
plnou carou je znacena sila testu hypotézy Hys, kdyz je k znamé.

Na obrazku 6.1 je nazorné vidét jak rychle s rostoucim rozsahem vybéru roste
sila. Na obrazku 6.2 je ukadzano chovani statistik v okoli nulové hypotézy. Jedna
se o vyfezy z grafii uvedenych na pfedchozim obrazku 6.1 pro n 30, 50, 100 a
3, 11. Z téchto graft je vidét, Ze pro malé rozsahy (viz obr. 6.2(a) a 6.2(b)) neni
dodrzena hladina 0,5. Soustfedime-li se napiiklad na test hypotézy Hy; (modra
Cerchovana ¢éra), je z uvedenych obrazku patrné, ze Waldova statistika ma tendenci
hladinu prekracovat, zatimco skérova statistika ma tendenci hladiny nedosahnout.
S rostoucim rozsahem vybéru dochazi k ustéleni kolem hladiny 0,5 (viz obr. 6.2(f)).
Z obréazku 6.2(d) je patrné, Ze k tomuto ustéaleni dochazi nejdiive u statistik pro test
hypotézy Hys, tedy za predpokladu, ze parametr k je znamy.

Na obrazku 6.3 je ukdzano porovnani aproximovanych a simulovanych sil testu
pro hypotézu Hys. Na tomto obrazku je pouzito nasledujici znaceni: aproximovana
sila pro vyvazené ttidéni je oznacena modfe, aproximovana sila pro Pitmantv pristup
¢ervené se znakem ¢ a simulovana sila ¢erné se znakem *. Statistika LR je oznacena

plnou carou, statistika S carou pferusovanou a statistika W cerchovanou c¢arou.
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Tyto sily vychazi srovnatelné, pouze aproximované sily pro Pitmantv pristup maji
nepfijemnou vlastnost a to, ze nabyvaji i hodnot vétsich nez jedna.

Na obrazku 6.4 je pro jednotlivé statistiky ukazan vliv x na silu testu. Je zde
pouzito oznaceni: modrou cerchovanou ¢arou je znacen test hypotézy Hy;, tedy test
rovnosti y za predpokladu, ze x se mohou lisit a jsou neznamé, cervenou prerusova-
nou carou je znacena sila testu hypotézy Hys, tedy predpoklad, Ze x; jsou si rovny,
ale spolecnd hodnota x je neznama a cernou plnou Carou je znacena sila testu hy-
potézy Hys, kdyz je k znamé. Pro k = 1 je pouzit znak A\, pro k = 3 je pouzit znak
o, pro Kk = 5 je pouzit znak [, pro kK = 7 je pouzit znak %, pro x = 9 je pouzit znak
WV, pro k = 11 je pouzit znak e. Z téchto grafi je nadzorné vidét, jak s rostoucim
roste sila testu.

Na zaveér lze tedy rici, ze pti velkych rozsazich vychazeji testy ekvivalentni.

Rozdily mezi silami jednotlivych testd jsou minimalni. Vétsinou vychézi jako
slabé silnéjsi test rovnosti p za predpokladu, ze x jsou znamé, nasledovan testem
rovnosti p za predpokladu, Ze x jsou rovny neznamé spolecné hodnoté. Toto ovsem
neplati pokazdé. Vyjimku tvofi malé rozsahy a malé k.

Trochu jiné chovani ma Waldova statistika, kterd se s ostatnimi srovna az pro

vétsi vybéry.
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(e) k=3, n=100 (f) k=11, n =100

Obrazek 6.2: Zvétsena ¢ast z obrazku 6.1 pro x rovno 3 a 11 a rozsah 30, 50 100.
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Kapitola 7

Aplikace

7.1 Analyza populaci sparkaté zvére v oblasti

Jeseniku

V ramci ekologického prizkumu bylo sledovano, kde a v jakém porostu se zdrzuje
sparkatd zvéf v oblasti Jeseniki (600-1400 m n. m.). Proto byly v ramci vyzkumu
vytyceny dilce o rozmérech 50 x 4 m v riiznych c¢astech sledované oblasti a na téchto
dilcich byla pracovniky UBO AV CR sledovana relativni densita trusu spolu s p¥i-
tomnosti okusovych a neokusovych dievin a pokryvnosti trav. Podrobny popis sle-
dované oblasti je v publikacich [27] a [26].

Z literatury je znamo (viz [44] nebo [66]), Ze distribuce zimniho trusu na dané
oblasti ma negativné binomické rozdéleni. To odpovida pfistupu k zavedeni NB
rozdéleni pomoci gamma a Poissonova rozdéleni v odstavci 2.7. V tomto pojeti je
hustota ndhodné veliciny Z timérna casu, po ktery se kopytnici zdrzi na dané plose
a o poc¢tu hromadek trusu na dané plose pak lze predpokladat, ze ma Poissonovo
rozdé€leni s parametrem rovnym pozorované hodnoté Z pro danou plochu. Z téchto
predpokladii pak dospéjeme k NB rozdéleni poc¢tu hromadek trusu na daném dilci.
Tato hypotéza byla také potvrzena pomoci testit dobré shody.

Ve sledovaném prizkumu byly studované plochy podle pfitomnosti okusovych
a neokusovych drevin a podle pokryvnosti trav rozdéleny do ¢tyt skupin. Prvni
skupina je charakterizovana nizkou pokryvnosti trav i nizkym poctem okusovych a
neokusovych dfevin, ve druhé skupiné je vyssi pokryvnost trav, pocet okusovych a
neokusovych drevin ziistava nizsi, do tfeti skupiny patii oblasti s vyssi pokryvnosti

trav a vyssi pritomnosti neokusovych dfevin, pritomnost okusovych dfevin je nizka a
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¢tvrta skupina je charakterizovana vyssi pritomnosti okusovych dfevin, pritomnost
neokusovych drevin a pokryvnost trav je nizsi. Budeme predpokladat, zZe hodnoty
density trusu na jednotlivych dilcich dané oblasti tvofi ndhodny vybér z NB rozdeé-
leni. Protoze byly studovany ¢tyti skupiny pokusnych ploch, predpokladame, ze jsou
dény Ctyii nezéavislé ndhodné vybéry z N B(u;, k;). Rozsahy téchto vybéri (pocty
dilcti v jednotlivych skupinach studovanych ploch) byly postupné 203, 84, 107 a 21.

Nejdfive byla testovana hypotéza, ze parametr x je pro vSechny ¢tyfi skupiny
dilci stejny, tedy hypotéza k; = --- = k4 = k pii libovolnych stfednich hod-
notach p; v jednotlivych skupinach dilcti. Pro testovani byla pouzita LR statis-
tika (viz (1.20)) uvedend v zavéru odstavce 1.4 (u je vektor rusivych parametrt
a k je vektor testovanych parametri). Odhady parametri v zakladnim modelu
byly & = (1,28;0,82;1,20;1,51)" a v redukovaném modelu za platnosti hypotézy
k1 = --- = k4 = Kk byl nalezen odhad k = 1,16. Odhady parametrt p, po, p3, fa
byly i = i = (3,25;2,94;6,22; 3,67)". Hodnota testovaci statistiky LR vysla 2,997.
Kvantil rozdélenix?__ (3) ma pro a = 0,05 hodnotu 7,81. Tedy nulovou hypotézu na
hladiné 5 % nezamitame a budeme déle predpokladat, ze hodnoty parametru s jsou

pro vSechny ¢tyti skupiny pokusnych dilcii stejné.

Déle budeme testovat hypotézu py = ps = pus = p4 (za predpokladu, Ze parametr
Kk je stejny pro dané vybéry). Metodou maximéalni vérohodnosti byly ziskany nasle-
dujici odhady g = (3,25;2,94;6,22; 3,67)', & = 3,97 a pro x vysly odhady & = 1,16,
k = 1,03. Po dosazeni dostaneme hodnotu LR statistiky LR = 34,419. Protoze plati
LR > x?_,(3) = 7,81, zamitdme na hlading vyznamnosti 5 % nulovou hypotézu, Ze

stfedni hodnoty u;, © = 1,...,4 jsou stejné.

Na zavér jesté uvedme, Ze test hypotézy p1 = o = us = py za predpokladu, ze
rusivé parametry x;, ¢ = 1,...,4 nejsou stejné by vedl k maximalné vérohodnym
odhadiim i = (3,25;2,94;6,22;3,67), i = 3,97 a & = (1,28;0,82;1,20; 1,51), & =
(1,21;0,75;0,96; 1,49)". Po dosazeni je testovaci statistika LR = 33,512 a protoze
plati LR > x3__(3) = 7,851 opét na hladiné 5 % zamitame nulovou hypotézu

rovnosti stfednich hodnot.

Zavérem lze konstatovat, ze se dané ¢tyti skupiny oblasti nelisi v parametru x,
ale 1isi se ve stfednich hodnotach p;, + = 1,...,4. Nejvyssi stfedni hodnota je ve
tfeti skupiné, kterd odpovida oblastem s vyssi pokryvnosti travou a vyssim podilem
neokusovych drevin. Naopak nejnizsi je ve druhé skupiné, kterd odpovida oblastem

s vyssi pokryvnosti trav a nizs§im poctem okusovych a neokusovych drevin.

83



7.2 Statisticka analyza poc¢tu neutrofila
v zavislosti na septickém stavu détskych pa-

cientu

V obdobi od zafi 2003 do prosince 2006 byla ve fakultni nemocnici v Brné provedena
studie do niz bylo zahrnuto 1231 osob a to 579 détskych pacientt ve veku 0-19 let
a 641 zdravych osob. U vsech téchto osob bylo sledovano 12 gent, u nemocnych
byla navic sledovana imunitni odezva, ktera byla mérena stupném sepse na skale
1 az 6, kde hodnota 1 odpovida horeénatym staviim (télesnd teplota nad 39°C
nebo nad 38,5° C naméfend nasledné ve dvou Sestihodinovych intervalech), hodnota
2 syndromu systémové zanétlivé odpovédi, hodnota 3 septickym stavim, hodnota
4 tézkym septickym staviim, hodnota 5 septickému Soku a hodnota 6 mnohocetnému
selhdni organt (viz [49]). Pfedmétem analyz publikovanych v [51], [64], [52] a [50] je
statistickd analyza zévislosti mezi imunitni odezvou a variantou jednotlivych geni.

Mimo vyse uvedené charakteristiky byly ve skupiné nemocnych meéteny i dalsi
medicinské charakteristiky. V této praci bude pozornost zaméfena na jednu z nich a
to na absolutni pocet neutrofilt (ANC z anglického absolute neutrophil count). Tato
charakteristika je k dispozici pro 533 pacientt a 5 stupiiii sepse (pro stav 6 hodnoty
ACN nebyly k dispozici). Po poradé s odborniky bylo téchto pét skupin pacientti
sdruzeno do tif o rozsazich 413, 37 a 83 pacientdl. Provedeny y? test dobré shody
nezamitl hypotézu o NB rozdéleni ANC v zminénych tfech skupindch septickych
stavi.

Nejdiive byl proveden test rovnosti parametri s (viz odstavec 4.3). Hodnoty
tohoto parametru v zdkladnim modelu byly & = (3,41;3,20;2,42) a za platnosti
nulové hypotézy x = 3,18. Odhady pro parametry p1, 2, 3 vysly stejné za platnosti
alternativy i za platnosti nulové hypotézy i1 = i = (10,62;15,62;12,72). Hodnota
testovacich statistik LR, S, W byla postupné 2,62, 2,76 a 3,24. Tyto statistiky se
stovnaly s kvantilem x§¢5(2) = 5,99 a hypotéza o rovnosti parametrit s se tedy
nezamitla.

Poté byl proveden test rovnosti stiednich hodnot za predpokladu rovnosti para-
metru x (viz sekce 4.2). Za platnosti nulové hypotézy byl nalezen odhad i = 11,31,
odhad /i je stejny jako v predeslém testu. Pro parametr x vysly odhady & = 3,18 a
k = 3,05. Hodnoty testovacich statistik LR, S, W pro test shody stfednich hodnot za
predpokladu rovnosti s byly postupné 17,35, 19,47 a 13,51. Po srovnani s kvantilem
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X6.05(2) byla hypotéza o shodnosti stfednich hodnot zamitnuta.
Tedy dané tii skupiny septickych stavi se nelisi v parametru , ale ve stfedni

hodnoté je vyznamny rozdil.

7.3 Planovani rozsahu experimentu

Pro planovani experimentu je jednou ze zdkladnich otazek jaky musi byt minimalni
rozsah datového souboru, aby bylo mozno rozlisit konkrétni alternativu od nulové
hypotézy.

Na zakladée dat z predchoziho odstavce byla provedena simulacni studie, ktera se
pokousi dat odpovéd na otdzku ,,Jaky je minimdalni rozsah dat nutny k tomu, aby
se dal rozlisit posun ve stfedni hodnoté vétsi nebo roven h7¢

Simulace byla provedena nasledovné: Pro nulovou hypotézu bylo zvoleno p; =
p = 10. V alternativé pro p; plati p; = p+ (1 — i)h a h bylo postupné zvoleno
(0,5; 1; ...; 4). k bylo pro vSechny vybéry rovno 3,18. Pro nulovou hypotézu a
kazdou z alternativ byl vybér 1000x opakovan. Z dalsi studie byly vytrazeny vybéry
u nichz vysel vybérovy rozptyl mensi nez vybérovy prumeér (vzhledem k problémim
s nalezenim ML odhadt k). Rozsahy vybéru byly voleny postupné 245, 389, 533, 677,
821 a 965. tento celkovy rozsah byl pokazdé rozdélen ve stejném poméru v jakém
byla rozdélena realna data (tedy 413:37:83).

Sila testu rovnosti p byla, podobné jako v kapitole 6, pocitana pro 3 situace:
V prvni predpokladdame k obecné rtizna, neznama (v obrazcich znac¢eno modrou ¢er-
chovanou ¢arou). V druhé je pfedpoklad, Ze x jsou rovny nezndmé spole¢né hodnoté
(znaceno ¢ervenou prerusovanou ¢arou) a v posledni se pfedpokladaji x rovny znamé
spole¢né hodnoté (znaceno ¢ernou plnou ¢arou).

Na obrazcich 7.1 a 7.2 je na ose x vynesena hodnota h, na ose y je v 7.1 vynesena
sila zminénych test pro vérohodnostni pomér LR a v 7.2 pro skérovou statistiku S.
Pro rozsah 245 je pouzit znak e, pro rozsah 389 je pouzit znak %, pro rozsah 533 je
pouzit znak o, pro rozsah 677 je pouzit znak +, pro rozsah 821 je pouzit znak [,
pro rozsah 965 je pouzit znak X.

7 uvedenych obrazkt je napt. vidét, ze prejeme-li si rozlisit posun v stifedni
hodnoté o h = 1 (tedy alternativu g = (10,11,12)’) a chybu druhého druhu 0,7
potfebujeme pro statistiku LR (obr. 7.1) rozsah vybéru alespon 821, rozdéleny mezi
tfi skupiny, tedy (636; 57; 128). Pro statistiku S (obr. 7.2) by stacil rozsah vybéru
677, tedy (525; 47; 105).
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Obrazek 7.1: Srovnani simulovanych sil pro rozsah postupné 245, 389, 533, 677, 821
a 965 pro statistiku LR.

Obrazek 7.2: Srovnani simulovanych sil pro rozsah postupné 245, 389, 533, 677, 821
a 965 pro statistiku S.
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Kapitola 8
Programy

funkce mom_o (Y, 0ON)

Tato funkce davad momentové odhady parametri p a x pro tii zakladni situace. Tedy
momentovy odhad k z celého vektoru Y, momentovy odhad p z celého vektoru Y,
momentovy odhad x z ¢asti vektoru Y urcenych matici ON, momentovy odhad u z

casti vektoru Y urcenych matici ON.
[kappa_cmc,mi_c,kappa_i,mi_i]=mom_ o(Y,0ON)

Vstupy:
Y je vektor vstupnich dat,
ON je matice 0 a 1 fikajici, ktera ¢ast vektoru Y tvori jeden vybér, neni-li ON zadano

bere se automaticky, ze Y tvoii jeden vybér.

Vystupy:
kappa_cmc - momentovy odhad x z celého vektoru Y,
mi_c - momentovy odhad u z celého vektoru Y,
kappa_i - momentovy odhad x z ¢asti vektoru Y urcenych matici ON,
mi_i - momentovy odhad p z ¢asti vektoru Y urcenych matici ON,

kappa_cmr - momentovy odhad k ziskany jako primér odhadi kappa_i.

funkce NB_k mle(Y,kappa mom,ON,rm,rk,mez,rozdil)
Tato funkce dava maximalné vérohodné odhady parametri p a x pro rizné vstupni

situace.
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[mi mle,kappamle,citac2]=NB k mle(Y,kappa mom,0ON,rm,rk,mez,rozdil)

Vstupy:
Y - vektor vstupnich dat,
kappa mom - momentovy odhad parametru  (sloupcovy vektor, jehoz pocet Ffadku
odpovida poctu sloupcii nasledujici matice ON),
ON - matice 0 a 1 fikajici, ktera ¢ast vektoru Y tvoii jeden vybér, neni-li ON zadano
bere se automaticky, ze Y tvori jeden vybér (podminkou je, ze kappa_mom je ¢islo),
rm a rk - urcuji situaci pro niz hleddme ML odhady:
rizna p, razna k: rk=1, rm=1,
rizna p, stejna x: rk=0, rm=1,
stejna p, riznd k: rk=1, rm=0,
stejna p, stejna k: rk=0, rm=0,
tj.:
rk — rtuzné k: 1 — ano; 0 — ne,
rm — rtzné p: 1 — ano; 0 — ne,
mez - omezujici podminka udavajici maximalni pocet iteraci,
rozdil - omezujici podminka udévajici pti jaké presnosti se méa iterac¢ni proces za-
stavit.

Iteracni proces se zastavi, jakmile je splnéna alespon jedna z podminek mez a rozdil.

Vystupy:
mi mle - ML odhad i za danych podminek rk, rm,
kappa mle - ML odhad k za danych podminek rk, rm,

citac2 - kontrolni proménna, ukazuje, kolikrat béhem vypoctu vyslo x zaporné.

funkce NB_c_mle(Y,c_mom)

Tato funkce dava maximalné vérohodny odhad parametri p a c.

[ccmle,mimle,citac2,krok]=NB_c_mle(Y,c_mom)

Vstupy:
Y - vektor vstupnich dat,

c_mom - momentovy odhad parametru c.
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Vystupy:
mi mle - ML odhad pu,
c_mle - ML odhad c,

citac?2 - kontrolni proménné, ukazuje, kolikrat béhem vypoctu vyslo ¢ zaporné.

funkce bias_corr_c(Y,mi_mle,c.mle)

Vypocet odhadi korigovanych na nestrannost pro parametrizaci p a c.

[cBC,miBC,bc,bm]=bias_corr_c(Y,mi_mle,c_mle)

Vstupy:
Y - je vektor vstupnich dat,
mi mle - je ML odhad parametru p,

c_mle - ML odhad parametru c.

Vystupy:
cBC - ML odhad ¢ opraveny na nestrannost,
miBC - ML odhad i opraveny na nestrannost,
bc - odhad vychyleni parametru c,

bm - odhad vychyleni parametru pu.

funkce QL_c(Y,c_mom,typ,iter)
Vypocte quasi-likelihod odhady (EQL nebo DEQL) pro parametrizaci p, c.

[c_QL,m]=QL_c(Y,c_mom,typ,iter)

Vstupy
Y - vektor dat,
c_mom - momentovy odhad c,
typ
typ=1 spocte EQL odhad c,
typ=2 spocte DEQL odhad c,

iter udava pocet kroki iterace.



Vystupy
c_QL - QL odhad dle zvoleného typu (EQL nebo DEQL),
m - odhad p ziskany jako primér Y.

funkce bayes k(x,L)

vypocte bayesovské odhady pro parametrizaci i a k.

[k_b,mu b]=bayes k(x,L)

Vstupy:
x - data,
L - rozsah vybéru z inverzniho gamma rozdéleni, ktery se bude generovat (urcuje

presnost), neni-li zadano, nastavi se na 1000.

Vystupy:
k_b - bayesovsky odhad &,
m_b - bayesovsky odhad pu.

funkce statistiky E(Y,0N,kappamle H,mi mle H,kappa mle Al,mi mle Al,i) Vy-
pocte statistiky LR, W a S pro test hypotéz.

[LR,W,S]=statistiky _E(Y,0ON,kappamle H,mi mle H,kappa mle Al,mi mle Al,i)

Vstupy
Y - vstupni vektor dat,
ON - je matice 0 a 1 fikajici, ktera ¢ast vektoru Y tvoii jeden vybér,
kappa mle H - ML odhad x za platnosti nulové hypotézy,
mi mle H - ML odhad p za platnosti nulové hypotézy,
kappa-mle_Al - ML odhad « za platnosti alternativy,
mi mle Al - ML odhad p za platnosti alternativy,
i - typ testu
i=1 - vektor parametru alpha_i, mi, kappa_i,

i=2 - vektor parametru alpha i, mi, kappa,
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i=3 - vektor parametru beta_i, kappa, alpha_i,
i=4 - vektor parametru beta_ i, kappa, alpha,

i=5 - vektor parametru alpha_ i, beta i, mi, kappa.

Vistupy
LR - deviancni statistika (likelihood ratio),
W - Waldova statistika,

S - skérové statistika.

funkce odhad Fim O(n,kappa,mi,i)
Vypocéte bloky odhadnuté Fisherovy informac¢ni matice (FIM).

[J112,J11,J12,J22,J]=0odhad Fim O(n,kappa,mi,i)

Vstupy
n - rozsah,
kappa - vektor odhadu k,
mi - vektor odhadu stfedni hodnoty,
i - typ testu pro ktery je matice hledana:
i=1 - vektor parametrt alpha_i, mi, kappa_i,
i=2 - vektor parametri alpha i, mi, kappa,
i=3 - vektor parametri beta_i, kappa, alpha_i,
i=4 - vektor parametri beta_ i, kappa, alpha,

i=5 - vektor parametrt alpha_ i, beta i, mi, kappa.

Vystupy
J112=-(J11-J12*inv(J22)*J12’) - potieba do statistik,
J11, J12, J22 - bloky FIM (po pfenasobeni -1),
J - FIM.

funkce der1 kmi(Y,0ON,kappa,mi)

Vypocte hodnoty prvni derivace logaritmické vérohodnostni funkce pro konkrétni s

a L.
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[dam,dekb]=der1 kmi(Y,0ON,kappa,mi)

Vstupy:
Y - vstupni vektor dat,
ON - je matice 0 a 1 rikajici, ktera ¢ast vektoru Y tvori jeden vybér,
kappa - vektor «,

mi - vektor pu.

Vystupy:
dam - prvni derivace podle p,

dekb - prvni derivace podle .

funkce Eder2 kmi_1(n,kappa,mi)
Vypocte odhad stiedni hodnoty druhé derivace logaritmické vérohodnostni funkce

pro konkrétni x a p.

[a,b,c]=Eder2 kmi_1(n,kappa,mi)

Vstupy:
n - vektor rozsahu jednotlivych vybeéri,
kappa - vektor x,

mi - vektor pu.

Vystupy:
a - stfedni hodnota druhé derivace podle 12,
b - stfedni hodnota druhé derivace podle 2,

c - stfedni hodnota druhé derivace podle p a x (tedy vektor 0).

funkce logvf (Y,0N,kb,am)

Sdruzena logaritmicka vérohodnostni funkce pro NB rozdéleni.

[1vf] = logvf(Y,ON,kb,am)

Vstupy:

Y - vstupni vektor dat,
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ON - je matice 0 a 1 fikajici, ktera cast vektoru Y tvori jeden vybér,
kb - vektor k,

am - vektor .

Vystup:

1vf - sdruzena logaritmicka vérohodnostni funkce pro NB.

funkce stirling(nn,nd)

Vypocte Stirlingova ¢isla druhého druhu pro vSechna n € (1,nn] a d € (0, dn].

[alpha]=stirling(nn,dn)

Vstupy:
an, dn - parametry pro Stirlingova ¢isla druhého druhu, an > 1, dn > 2.
Vystup:

alpha - matice rozmért dnxnn, v niz jsou Stirlingova cisla.
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Priloha A

Stanoveni korekce ML odhadu na

nestrannost

A.1 Korekce pro NB rozdéleni s parametry ;. a c

Necht Y; ~ NB(u, ¢). Nejdiive pfipomenme hustotu v této parametrizaci

Fws e y:) = F;y,;(rci)l) <1 iucu)yi (1 +1cu>c

a sdruzenou logaritmickou vérohodnostni funkci

—1

n

=35 =>[yiln(w) — (yi + ¢ ") In(1 + cp) + yi Inc+

i=1 i=1

+InT(y; + ¢ ) —Inl(c) - lnyi!] .

Pfipomenme je$té znaceni zavedené v odstavci 3.3. @ = (61,02) = (m,c)’ pro
vektor parametrii a dale U, V' a W pro prvni, druhou a tieti derivaci logaritmické
vérohodnostni funkce (3.1). Tedy

27 ) 37,
Ol w9 — 0l ritu=1,2

gt — Ol H__Oh__
06,06, "™~ 06,06,00, """ T

V(i) _
r 897« ’ rt

a dale polozme



Daéle oznac¢me

YIn(1+ o) + ¥ (), =Wy + ) =), e =Wy +c7h) = V().

Pak pro prvni derivace vypocteme

gl — v 5
™o p l+cp
N0l
Uyl — 2t —
¢ oc
_ -2 Yi — 1 -1 —1\] _
= C ln(1+cu)+m—g[§’<yz+c )—‘IJ(C )]—
_ 1 -1 1 —1 Yy—p
=2 [In(1+ cp) + ¥(c™)] —g‘l’(yﬁ*c )+m
Pro druhé derivace dostaneme
v _ Pl yi | cleyi+1)
B O - 2 (1 —i—cu)?
B 14 2cp .
T e” T (T en)?
o_ Pl ytew) = Qtey)p  yi—p
He  Oude (1+ cp)? (14 cp)?
‘/c(;j) — Vu(z’)
Al
v — 2
cc acz
2 1 Yi — [
— —C—gln(1+cu) + 37 e +CM)2<1 + 2cp)+
2 1 _ _ _ _
+ gm T2 [‘I’/(% +c ) (=) =V () (—c 2)}
2 Iz Yi — p
— (1 - 142
3 n(l+cp) + Al +cp) A1+ c,u)2< +2en)+

F2b [V ) - v

71
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a pro tfeti derivace pak dostaneme

(@ _—
K

(i) —

Hpe

W

e

(1) —

pee

w

cuc

(1) —

cce

>l NE A1+ cy;)
o~ 218 T e
2l
Ou2dc
. (cyi + 1+ cy;)(1 + C,M)2 —cley; + 1D)2(1 + cp)p
(1+ cp)? B
_ 1t 2eyi—cp c(yi — )
R (R R R A GEh
= Wi = Wik
Ol _ (g =i o= )
opdc? (14 cp)? (1+cp)?
= Wi =W
3
°F =

+

6 @
gln(l +ocp) — —=

2 u 1 2

Alt+cu Al+ep 02(1+cu)2+
2uc*(1 + cp)? —

(14 2cu)[2¢(1 4 cp)® + 2¢*(1 + cp) ]

(yi - :u) C4(1 + CM)4
S+ 3 [+ () — W) (e ) -
645[71] + 014 [\I///(yi + C—l)(_c—z) . \I/”(C_l)(—c_2)] —
6 (4 + 5ep)
o In(1+ cp) — m
pe(l + ep) — (1 + 2cp)®
— (i n)2 A1+ cp)? a
Sl = Sl = 5 [P+ ) - ()]
6 (4 + Bep) 2(1 + 3cp + 32 u?)
A Inl+ep) - (1 + cp)? o= n) A1+ cp)?
Sl = 2wl = S
6 611y 4p 112
R ey R e e
2(yi—p) 6 6 1

-~ = 6*5[71] - 075[72]
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Zavedme oznadeni:

v=In(1+cp) +¥(c) Do =E(T(y;i+ )
Ag = E(T?(y +ch)) Ay =BV (y; +c )
Ay = E(0"(y; +c)) Ay = E(y¥(y; +c )
Ay = EyY'(y +c¢) Agp = E(U(y; + )W (g + ¢ 7))

odtud

, 1
E(VOy = -~

Vo) (1 + cp)
EWVD) =0

i 2 H 2 -1 1 -1
BWVY) = —gln(l +cp) + 20+ o) + g[Ao —U(c )]+ g[A1 —W'(c )] =

" 1 1

= -+ Ao+ s+ A - =T (c) =
A1t EteT A1+ cp) TatiTa (™)
1% 1 | )
=——+-4A— =V
<c2(1+cu) TatTa (™)
Pro stfedni hodnoty W, plati
, 14 2cp
EW®y=2_— 1" _
(Wian) 12(1 + cp)?
: 1
EW®Wy= ___ =~
(Wike) (1+ cp)?

97



EW®) =0

pee

BOVE) = S+ o) - 520
— S B0— Weh)] — HA W] - A — V()] =
__M(4+5CM>_E _ /C—l _l _ //C—l
- — A = W) - A - V)

Nez pristoupime k vypoctu stfedni hodnoty sou¢inu U;Vj, uvedme nejdiive po-

mocné vysledky

(1 +cp)(p+cp)

2 2
E(yiUﬁi))ZEj —i—Eyl—:_Cciy =1l4cu+p— o =1
B = S - A) + 40
B(¥(0i+)U) = 50380 = Bon) + s (B0 = o)
BV -+ ¢ YU) = 518 = Bor) + (B — )

Konecné pro stfedni hodnoty soucinu U;Vj;, dostaneme

N 1+ 2cu ) c ~
EUWV) = -~ =7 _p.Uu))+ —— _pUY) =
[ H M,U] M2(1 +C/-L)2 (y 1] )+ (1 +CN)2 ( M )

142
(1 + cp)?
BUove = -1 puo) H Rty —
peoope (1+ cp)? a (1+ cp)? K
1
(1+cp)?
. 1 iz
ElUOYV®O] = — E(yU® () —
[Uc V,uc] (1 —f-C,LL)Q (y c ) (1 + c,u)2 (Uc )
1 p
—_ - A —_ =
(1 + cp)? (i w0) c(1+4 cp)?
1
= s (Ayo — pAo)
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N 2 p p
E[UOv® :(-1 1 142
[UC ‘/CC] C3 n( +C/J’)+ 02(1+C,u) + c <1+C/,L) ( + CILL)
20y - g () _ 1+ 2cp )
ST = V) ) BUD) - e B+
2 a1
+ S E(T(yi+c HUY) + a By +c Hu®)
14+ 2cp 1
— —(uy—A
62(1+C,U,>2 <02 (/KY yO) + >+
2 (1 1
+ 3 (2(7A0 - AOO) + (1 +e )(Ay@ NAO)) +
1 /1 1
T (CQ(WAl Aor) + A+ o) (Ay MA1)> =
3+ 4cp p(1 4 2cp)

Uvedené vysledky byly pouzity v odstavci 3.3.

A.2 Korekce pro NB rozdéleni s parametry u a «

Necht Y; ~ NB(u, k). Nejdiive pfipomernime hustotu v této parametrizaci

om0 = 5 e () (i)

a sdruzenou logaritmickou vérohodnostni funkci

=Y |InT(y; + &) —InT(y; +1) — InT(x)

=1

+ k1n

—l—yiln'u}.
K+l K+l

Pripomenime jesté znaceni zavedené v odstavci 3.3. 8 = (01,02) = (m, k)" pro

vektor parametria a dale U, V a W pro prvni, druhou a treti derivaci logaritmické
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vérohodnostni funkce (3.1). Tedy

3

P, -}
(%) _ i (%) 7
U 90.00,00,"

—L = W = tu=1,2
r 86T7 rt aeraeta rtu , U )

a dale polozme

Pak pro prvni derivace vypocteme

o & K K | Kty yl}
" op ; Kt T (k) ; Ktp o p

ol K L 1 }
U= —= U(y; + k) —VU(k) +1n + —Y;

e = 2o Bt ) = W)+ Ty

Pro druhé derivace dostaneme

N k(K + 24) N
Bt e -5 e
- PP Rl rn L R B e e
0l [ vi—p
Vi = S s
M Ouok Zz::l (k4 ,u)Q}
V= oy = 3 Wl )~ W+ ey L
oot om0 i+ p)  (k+p)? 7 (k+ p)?
a pro treti derivace pak dostaneme
"l ~[ 5 Kty Yi
W = o0 =3 |2 oY
P s ; L (k+p)? A
03l nor 1 yi — [t
W = —0 0 =3 | 9
M ook ; | (k+p)? (kA u)?’}

0l [ v
Wy = = = 3 | =2
a Opok? ; L (k+ u)?’}

Pl X p(2k + )
Wine = == = 3 | 0" (y, _ VTR
EoR = | (i + %) () k2 (K + p)?
W 1
+2 2y,
(w7 (ﬁ+u)3}
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Zavedme oznadeni:

Ay = E(Y'(y; + k)
Ay = E(Y"(yi + k) Ay = E(y¥(y: + k))
Ay = E(y¥'(y; + k) Aoy = E(Y(y; + £)¥' (y; + k)

Pro stredni hodnoty U; plati

K
EV, n
(V) pu(s + )
E(Vu) =0
_ 0 K
E(Vi) =n|A; —V'(k)+ et )
Pro stfedni hodnoty W;;;, plati
k(K + 2p)
E(W, =2n———=
( MNM) nﬂz(/ﬁ+ﬂ)2
1
E(W ) = —”m
E(Ww) =0

)
E(Wyke) =n {A2 — V(k) K2(k —i—u)?}

Nez pristoupime k vypoctu stfedni hodnoty sou¢inu U;Vj, uvedme nejdiive po-

mocné vysledky

ByU,) = —— [—uiE(w) + Ep:E(y?)l =n

M(’f + H) i=1 i=1

B(yU) = n | A — eb(o) + pln &

K+pu K
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Kone¢né pro stfedni hodnoty soucinu U;Vj;, dostaneme

Kk + 20)
E(UV,,) = —n—r—
( 12 /HL) nﬂz(ﬁ+ﬂ)2
1
EU V) =n——
(H .M) n(/{/_’_u)Q
E(UV) =n SRy pe—" +Ay1”}
(k+n) K+ (k4 )
n<n+2m{ : u}
E(UV,,) = —n—"TTL N o — ul 1 -
(U VML) nﬂz(ﬁ+ﬂ)2 y0 % (Ii)—i_’unli—i‘ﬂ K
1 K 7
E —n—— Ay — pu¥ 1 L
(UaVi) = 1y Do = () + el =
A
E(UHVM):n{AomLAl {—qf(%)ﬂn AT S
K+u K+pu K+ u
1 K "
A — ¥ 1 B
+(f€+u)2{ o~ plR) +un T fs}

Uvedené vysledky jsou analogii pro pouziti v odstavci 3.3 pro parametry p a s.
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