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2 Model rozdelenia pravdepodobnosti a Statisticky model

Pri rieseni biomedicinskych problémov pomocou matematickej Statistiky sa vyskytuje stochasticky
(ndhodny) element, ktorym sa nie je mozné zaoberat len pomocou zékladnych zdkonov aritme-
tiky. Preto Statistické metddy potrebuju stochastické modely. Vyvoj takychto modelov tvori de-
duktivny** (matematicky) aspekt Statistiky. Statistické problémy si vak induktivne'®, pretoze vzni-
kaju ako dosledok pozorovania istych javov v realnych biomedicinskych situaciach. Tieto javy si
vysledkom nejakého experimentu alebo pozorovania. Otazky, ktoré experiment alebo pozorovanie
riesi, st vSeobecnejsicho typu. Pytaji sa na nieco, ¢o nie je priamo pozorovantelné, ale je logicky
obsiahnuté v dédtach. Hovorime, ze usudzujeme (,inferujeme®) nie¢o na zdklade dat. Na rieSenie
deduktivnych problémov matematiky Casto postacuje ¢iastoctne dostupna informaéacia, aby sme boli
schopni vytvorit novii matematickii vetu. Na riesenie induktivnych problémov statistiky potrebujeme
vietky dostupné data. Len tak mozeme vyvodit zdvery. Ignorovanie nejakej ¢asti dat nie je akcep-
tovatelné. Pri deduktivnych problémoch je kvalita novej matematickej vety rovnaka ako kvalita jej
predchadzajicich axiém, definicii alebo viet. Pri induktivnych problémoch je stupen istoty v zaveroch
vicsi ako v samotnych détach. Cim méme viac dat, tym sa kvalita vystupov zvicsuje. Avsak jedno
nové pozorovanie moze nase zavery zmenit.

Dédta mozeme jednoducho popisat aj pomocou charakteristik (parametrov) polohy a varia-
bility a zobrazit ich pomocou Statistickej grafiky (pozri kap. Charakteristiky polohy a variability
a Statistickd grafika), ¢o je stucastou tzv. exploratérnej analyzy dat (EDA). Avsak pouzitim ne-
jakého modelu sa o datach dozvieme viac v zjednodusenej podobe, tento model nam navyse umozni
interpretdciu vysledkov a ulahéf ndm aj komunikéciu medzi ddtami a biomedicinskou praxou.

Koncepcia modelu rozdelenia pravdepodobnosti a statistického modelu predstavuje jeden zo zdk-
ladnych piliérov biostatistiky. Tieto modely si charakterizované ich parametrami v pripade para-
metrického modelu, ktorym sa budeme podrobnejsie zaoberat’. Jeho parametre slizia na jednoduchi
charakteriziciu dat a zjednodusuju interpretaciu vysledkov. Modely rozlisujeme podla toho, ¢ st
to modely na diskrétne alebo spojité data. Model rozdelenia pravdepodobnosti je charakte-
rizovany funkciou hustoty a distribu¢nou funkciou na zéklade presne Specifikovanych parametrov,
ktoré je potrebné odhadnit z dat pomocou funkcie vierohodnosti — ide teda o ,,model na data‘“!S.
Déta st realizaciami nahodnej premennej, o ktorej predpokladdme, ze ma asymptoticky (pre vel’ké
n) nejaké rozdelenie, napr. normélne, binomické, multinomické, sucinové multinomické alebo Pois-
sonove. Tento asymptoticky predpoklad je fundamentalnym zakladom Statistickej inferencie, ktora
je procesom vyvodenia zaverov (na zdklade dét a z nich vypoc¢itanych odhadov parametrov) pro-
strednictvom postupu testovania hypotéz, ktory pouziva tzv. Statistiky, testovacie Statistiky a ich
asymptotické rozdelenia pravdepodobnosti (pozri kap. Testovanie hypotéz). Hypotézy testujeme aj v
Statistickych modeloch, ktoré ¢asto predstavuji modely kauzédlnej zavislosti zavislych premennych
na prediktoroch. V tychto modeloch pomocou funkcie vierohodnosti odhadujeme parametre, ktoré
zjednodusuju interpretécie vysledkov, ¢i uz statisticky nesignifikantnych alebo signifikantnych, ale aj
biologicky (medicinsky) nevyznamnych alebo vyznamnych.

Vsetky vyssie uvedené postupy st sticast ou sirsiecho pojmu (bio)statisticka analyza. Bez sprav-
nej formulacie a aplikacie modelu rozdelenia pravdepodobnosti a Statistického modelu na data by
Statistickd analyza nebola moznd a zavery z nej by boli problematické.

Zakladom kazdej empirickej stuidie, ¢i uz experimentalnej alebo observacnej, je zabezpecit’ data
(datovy sibor, realizacie), ktoré oznac¢ime x, procesom, ktory nazyvame experiment (pokus)
alebo meranie. V najjednoduchsej podobe x = (z,7a,...,2,)" (vektor pozorovani, vektor vybe-
rovych hodnoét, vektor realizécii), kde n je rozsah (ndhodného) vyberu a z; su realizacie vzdy

MDedukcia — na zaklade véeobecne platnych zaverov hl'addme riesenia nejakého konkrétneho pripadu.

BIndukcia — na zaklade konkrétnych pripadov vyvodzujeme vieobecnejsie platné zavery.

6Model rozdelenia pravdepodobnosti je mozné pouzit aj v stivislosti so statistikou — tu ide o ,model pre §tatistiku“
a s testovacou statistikou — tu ide o ,,model pre testovaciu statistiku*, ale aj v stivislosti s chybami statistického modelu
— tu ide o ,model pre chyby (rezidudly)“.
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oznac¢ované malymi pismenami (vSeobecne ozn. z). (Jednorozmernd) ndhodna premenna X je
funkcia z vyberového priestoru ) (oznacovana aj ako priestor elementarnych udalosti alebo mnozina
vysledkov ndhodného pokusu) do mnoziny redlnych ¢isel R. Pozorovanie x je realizdciou ndhodnej
premennej X. Analogicky mozeme definovat k-rozmerny ndhodny vektor (X, X,..., X;)T.
Prikladom takéhoto vektora je dvojrozmerny ndhodny vektor (Xy;, Xo)', i = 1,2,...,n, s rea-
lizéciami (714, 79;)7 usporiadanymi po riadkoch do matice n x 2, ktord je v tomto pripade ddtovym
stiborom?”.

Priklad 46 (priklady nidhodnych premennych) (1) Chirurg vykond 100 transplantdcii srdca,
kde ndhodnd premennd X je napr. pocet uspesne vykonanych transplantdcii. (2) 50 bezcov bezi ma-
raton, kde ndhodnd premennd X je napr. ¢as odbehnutia maratonu v hodindch. (3) Hodime 30-krdt
kockou, kde ndhodnd premennd X je napr. pocet hodenych Sestiek. (4) Na 75 detoch vo veku 10
rokov zmeriame visku (v metroch) a hmotnost (v kilogramoch), kde ndhodnd premennd X je napr.

. hmotnost v kg
Rohrerov index (RI=="2-""-1 “(vgska v m)> )

Priklad 47 (porovnanie dvoch typov modelov) Model rozdelenia pravdepodobnosti je modelom
nahodnej premennej X, napr. model rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej premennej X sirka dolnej
celuste alebo (2) model rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej premennej X hribka koznijch rias u
dospelyjch zdravyich Zien. Statisticky model je modelom ndhodnej premennej Y|X (Y kauzdine zavisi
na X ), napr. (1) model zdvislosti ndhodnej premennej Y $irka dolnej éeluste na premennej X pohlavie
alebo (2) model zavislosti ndhodnej premennej Y hribka koznich rias u dospelijch zdravijch Zien na
premennej X BMI. Viimnime si, Ze ndhodné premenné oznacujeme X aleboY podla toho, aky model
ich charakterizuge.

Zakladny predpoklad je, ze nejaké pozorovanie (vyberové hodnota, realizacia) x je hodnota
(realizécia) ndhodnej premennej X a nasim cielom je pouzit z na vyvodenie zéverov o nezndmom
modeli (rozdelenia pravdepodobnosti alebo statistickom) F,(-) premennej X. Nase zavery o F,(-) st
zatazené neistotou kvoli ndhodnosti X, z ktorej pochadzaji x. Cielom je zabezpecit,

1. aby stupen neistoty bol ¢o mozno najmensi, bertic do tivahy ndhodnost’ X,

2. a aby bol tento stupen neistoty vyjadreny v nasich zaveroch.

Ekvivalentne (z1,s,...,2;)7 je realizécia ndhodného vektora (X1, Xo, ..., Xx)? a nasim cielom je

pouzit tiito realizdciu na vyvodenie zaverov o nezndmom k-rozmernom modeli F! )() nahodného
vektora (X1, Xo, ..., X;)7T.

Definicia 14 (Statisticka inferencia) Statistickd inferencia (zriedkavo nazjvand aj $tatistickd
indukcia) je proces vyvodenia zdaverov na zdklade ddt prostrednictvom testovania hypotéz, modelu
rozdelenia pravdepodobnosti alebo Statistického modelu (Cox, 2006). Tento proces je ouplyvneny
ndhodnymi chybami, ndhodnym vijberom, volbou testovacieho kritéria, Statistického modelu alebo
modelu rozdelenia pravdepodobnosti. Visledkom tohto procesu siu zmysluplné zdvery aplikované na
dobre definované dostatocne vseobecné situdcie.

Podstata vytvarania realizdcii = limituje moznosti volby modelu F,. Inferencia bude o to pres-
nejsia, o ¢o lepsie bude vybrand ¢o najmenSia mnozina F tak, aby F, € F, kde F nazyvame
mnozinou modelov (Statistickych modelov a modelov rozdelenia pravdepodobnosti). V mnohych
pripadoch predpokladédme, ze X;,i = 1,2, ..., n, si rovnako rozdelené ndhodné premenné (ozn.
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iid; independently identically distributed). V tomto pripade hovorime o jednoduchom ndhodnom
vybere (srs; simple random sample) s rozsahom n, kde X je charakterizované rozdelenim F,(-).

Priklad 48 (jednoduchy ndhodny vyber) V jednoduchom ndhodnom vgbere s rozsahom n z po-
puldcie s konecnym rozsahom N md kazdy prvok rovnaki pravdepodobnost vybratia. Ak vyberdme
bez vrdtenia, hovorime o jednoduchom ndhodnom vybere bez vrdtenia (Dalgaard, 2008). Ak
vyberdame s vrdtenim, hovorime o jednoduchom nahodnom viybere s vrdatenim. Majme mnoZinu
M s N = 10 prokami a chceme z nej vybrat n = 3 prokov (a) bez vrdtenia a (b) s vrdtenim. Kolko
mdme moznosti? Ako vyzerd jedna takdto moznost, ak ide o mnoZinu M = {1,2,...,10}. Zopakujte
to isté pre N =100, n = 30 a mnoZinu M = {1,2,...,100}.

RieSenie aj v ®@'8
(a) Spolu mame (]X ) moznych nédhodnych vyberov (kombindcie bez opakovania n-tej triedy z N

prvkov mnoziny M). Ak N = 10 a n = 3, potom kombinaéné ¢islo (]:) = (N_Ln'),n, = (130) = 120

moznosti. Ak N = 100 a n = 30, potom (]T\Z) = (13000) = 2.937234 x 10% moznosti.

choose (10,3) # pocet vsetkych moznych vyberov bez vratenia

choose (100,30)

library (utils)

combn (10,3) # pocet vsetkych moznych vyberov bez vratenia

combn (100,30)

sample (x=1:10,size=3,replace=FALSE) # jednoduchy mnahodny vyber bez vratenia
sample (x=1:100, size=30,replace=FALSE)

(b) Spolu mame (N t’;*l) moznych ndhodnych vyberov (kombindcie s opakovanim n-tej triedy z N

prvkov mnoziny M). Ak N = 10 a n = 3, potom (N*:fl) = % = (10+3371) = 220 moznosti.

Ak N =100 a n = 30, potom (V") = (1*5371) = 2.009491 x 10% moznosti.

choose (10+3-1,3) # pocet vsetkych moznych vyberov s vratenim

choose (100+30-1,30)

library(utils)

combn (10+3-1,3) # pocet vsetkych moznych vyberov s vratenim

combn (100+30-1,30)

sample (x=1:10,size=3,replace=TRUE) # jednoduchy nahodny vyber s vratenim
sample (x=1:100,size=30,replace=TRUE)

Priklad 49 (jednoduchy ndhodny vyber) Nech je skupina ludi oznacend identifikacniymi
¢islami (ID) od 1 do 30. Vyberte (a) ndhodne 5 ludi z 30 bez ndvratu, (b) ndhodne 5 ludi z 30 s
ndvratom a nakoniec (c) ndhodne 5 ludi z 30 bez ndvratu, kde ludia s ID od 28 do 30 maji pravde-
podobnost vybratia 4x vdicsiu ako ludia s ID od 1 do 27.

RieSenie v ®@

sample (x=1:30,size=5,replace=FALSE)
sample (x=1:30,size=5,replace=TRUE)
sample (x=1:30,size=5,prob=c(rep(1/39,27) ,rep(4/39,3)) ,replace=FALSE)

Distribuéna funkcia F' ndhodnej premennej X je definovand ako Fy (x) = Pr(X < x), kde
z4pis znamend pravdepodobnost, Ze ndhodnd premennd X nadobtida hodnoty mensie alebo rovné
ako nejaké cislo x, ktoré nazyvame kvantil. Dolny index v F'x sa spravidla vynechdva a piseme F'.

"Pre dvojrozmerny ndhodny vektor sa éasto pouziva ozn. (X,Y)T a pre jeho realizdciu ozn. (x,y)7.
8Detaily o jazyku @ pozri napr. v Chambers (2008), Becker a kol. (1988) alebo Matloff (2011).
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Nédhodna premenna X sa nazyva diskrétna, ak jej distribucna fukcia F' je schodovita funkcia.
V tomto pripade hovorime, ze ide o diskrétne rozdelenie a mnozina ), z ktorej pochadzaji X je
konecnd alebo nanajvys spocitatelnd (m4 spocitatelne vela prvkov).

Distribuéna funkcia diskrétnej ndhodnej premennej X je definovand ako (Azzalini, 1996)

Fx(x)=Pr(X <z)= Y Pr(X=u),

1 <x

kde Zfiof) pi=1,Pr(X =x;) = p; = fx(x;) = f(x;), Va;, sa nazyva pravdepodobnostnd funkcia.
Casto zapisujeme {z;, pi}fff), kde x; su realizécie, p; si pravdepodobnosti vyskytu x;, k& € N*, kde

N* znamens mnozinu kladnych prirodzenych éisel .

Priklad 50 (diskrétna premennd) (1) pocet ispesne vykonanych transplantdcii v SR, (2) pocet
hodengch Sestiek, (3) Styri vekové kategorie, do ktorych zaradime subjekty, (4) pohlavie, (5) pocet
starsich surodencov (o.stb.N; dve kategorie; ddta: two-samples-means-birth.tzt), (6) vzdelanie
matky (edw.M, Styri kategorie; ddta: anova-newborns. tzt).

Néhodna premennd X sa nazyva spojita, ak jej distribucna fukcia F' je absolttne spojita funkcia.
V tomto pripade hovorime, 7e ide o spojité rozdelenie a mnozina ) je nekonec¢né (nekonecne vela
prvkov).

Distribu¢na funkcia spojitej nahodnej premennej X je definovanda ako

Fx<x>=/_x f(0)dt. f (@) >0,

kde [ f(z)dz =1, fx(z) = f(z) = a%FX(x) sa nazyva hustota.

Priklad 51 (spojitd premennd) (1) ¢as odbehnutia maraténu v hodindch; (2) hmotnost v kilo-
gramoch; (3) vyska v centimetroch; (4) Rohrerov index; (5) dizkosirkovy index lebky vypocitany ako
podiel ndhodnijch premennych najvicsia Sirka mozgovne a najvdcsia dlzka mozgovne (skull.B a
skull.L; v mm; data: one-sample-mean-skull-mf.tzt); (6) stranovy rozdiel vertikdlneho prie-
meru v strede dl/zvky tela kliicnej kosti na pravej a lavej strane tela (length.R a length.L; v mm;
ddta: paired-means-clavicle2. tzt); (7) najvicsia vyska mozgovne a morfologickd vyska tvdre
(skull.pH a face.H; v mm; ddta: one-sample-correlation-skull-mf.tzt).

Rozmery na zivom objekte nemozno merat s absoliitnou presnostou a pocet desatinnych miest zavisi
na presnosti merania; ako posledné desatinné miesto by sa malo uvddzat to, na ktorom sa pri opa-
kovanom merani rovnakého objektu na viac desatinnych miest zhoduji vsetky merania.

Priklad 52 (normélne rozdelenie) Majme ndhodni premenni X (méze to byt napr. vyska po-
stavy 10-ro¢ngjch dievéat) a predpokladdme, Ze md normdlne rozdelenie s parametrami p (strednd
hodnota) a o® (rozptyl), ¢o zapisujeme ako X ~ N(u,0?), u = 140.83,02 = 33.79. Normdine rozde-
lenie predstavuje model rozdelenia pravdepodobnosti pre tiuto nahodni premenni. Vypocitajte pravde-
podobnost Pr(a < X <b) =Pr(X <b)—Pr(X <a)=Fx (b)—Fx (a), kdea = p—ko, b= pu+ko,
k=1,23.

9P{smeno N sa v anglictine nazyva blackboard bold N (double-struck capital N).
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Riesenie (aj v @®@); (pozri obrézok 1)

a=p—o=135.0171, b = 4 o = 146.6429,

Pr(|X —p| >0)=03173,Pr(|X — pu| <o) =1-0.3173 = 0.6827,

a=p—20=129.2042, b = 1 + 20 = 152.4558,

Pr(|X — p| > 20) = 0.0455,Pr (|X — pu] < 20) =1 — 0.0455 = 0.9545,

a=pu—30=123.3913, b = 1 + 30 = 158.2687,

Pr(|X — p| > 30) = 0.0027,Pr (| X — pu] < 30) =1 —0.0027 = 0.9973.

Pozn.: Pravdepodobnost Pr(a < X < b) = Pr(a < X <b), pretoze pravdepobnost v bode (tu a a b)

je rovnd nule pre spojité premenné, t.j. Pr(a) = Pr(b) = 0. Pre diskrétne premenné to neplati.
Alternativny vypocet cez Standardizované normalne rozdelenie (syn. normélne normované rozde-

lenie) je nasledovny:

mu <- 0

sig <- 1

bin <- seq(mu-3*sig,mu+3*sig,by=sig)

pnorm(bin[7]) -pnorm(bin[1]) # 0.9973002

pnorm(bin [6]) -pnorm(bin [2]) # 0.9544997
pnorm(bin [5]) -pnorm(bin [3]) # 0.6826895

Dostaneme pravidlo 68.27 — 95.45 — 99.73 (tzv. ,miery normaélneho rozdelenia“).

(e} © (e}
o S o
o o o
g 3 | g 3 o 3
2 o S o 2 o
[%2] 2] [%2]
3 — =} — =1 |
< e <
N N N
o 4 o | o |
o o o
o o o
Q < <
S] \ \ \ \ S) \ \ \ \ S] \ \ \ \
130 140 150 160 130 140 150 160 130 140 150 160
vyska (cm) vyska (cm) vyska (cm)
Pr(135.0171<X<146.6429)=0.6827 Pr(129.2042<X<152.4558)=0.9545 Pr(123.3913<X<158.2687)=0.9973

Obr. 1: Miery normalneho rozdelenia; krivka hustoty s vyfarbenym obsahom pod touto krivkou medzi
prislusnymi kvantilmi na osi x; obsah je rovny pravdepodobnosti vyskytu subjektov s danou vyskou
v rozpéti tychto kvantilov

Priklad 53 (normélne rozdelenie) Majme X ~ N(u,0?), kde p = 150,0% = 6.25. Vypocitajte
4= [l—T1_a/20 b= [1+T1_o/20 tak, aby Pr(a < X <) =1—a, bola rovnd 0.90,0.95 a 0.99. Cislo
T1_q je kvantil normdlneho normovaného rozdelenia, t.j. Pr(Z = X—;E < Xi_q)=1—a,Z ~ N(0,1).

Riesenie (aj v ®); (pozri obrdzok 2)
Pr (,u — T1_apo < X < p+ J:l_a/Qa) =Pr(X<pu+z40) - Pr(X<p—x140) =1—a=009.

Z-transformaciou?® na normalne normované rozdelenie dostaneme Pr(—x;_, )2 < Z < Ti_q) = 0.9,
—z. _ +xq — . . v
kde £-Hma271 —T1_qa/2, M = T1_a)2, T1—a = To.95 = 1.64, t.j. 90.00 % dat lezi v intervale

11+ 1.640.

207-transformécia je sposob transformdcie ndhodnej premennej X ~ N (u,0?) pomocou centrovania strednou hod-
notou g a normovania smerodajnou odchylkou o, kde Z = %; Z ~ N(0,1).

(11. decembra 2014)
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Pr(a < X <b) =0.95. Potom xgg75 = 1.96, t.j. 95.00 % dé&t lezi v intervale p + 1.960.
Pr(a < X <b) =0.99. Potom xgg95 = 2.58, t.j. 99.00 % dé&t lezi v intervale p + 2.580.

Q95 <- qnorm(0.95,0,1) # 1.644854
Q05 <- qnorm(0.05,0,1) # -1.644854
Q975 <- gqnorm(0.975,0,1) # 1.959964
Q025 <- qnorm(0.025,0,1) # -1.959964
Q995 <- qnorm(0.995,0,1) # 2.575829
Q005 <- qnorm(0.005,0,1) # -2.575829

N~ N~ N
o o o
o [s2] o
o S P
© © ©
S5 o | S o S o
3 © 3 © g ©
< e <
S S S
e o S
© 7 \ \ \ \ \ \ e T \ \ \ \ \ \ © 7 \ \ \ \ \
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
normovana vyska normovana vyska normovana vyska
Pr(—1.6449<X<1.6449)=0.90 Pr(-1.9599<X<1.9599)=0.95 Pr(-2.5758<X<2.5758)=0.99

Obr. 2: Upravené miery normélneho rozdelenia; krivka hustoty s vyfarbenym obsahom pod touto
krivkou medzi prislusnymi kvantilmi na osi x; obsah je rovny pravdepodobnosti vyskytu subjektov s
danou normovanou vyskou v rozpéti tychto kvantilov

Dostaneme pravidlo 90 — 95 — 99 (tzv. ,upravené miery normadlneho rozdelenia*). Pouzili
sme nerovnost Pr (:Ea/z < Z< xl,a/g) =& (ml,a/Q) -0 (.Z'a/g) =1—a, kde ® je distribu¢né funkcia
normélneho normovaného rozdelenia a vseobecne a € (0,1/2); v priklade a = 0.1, 0.05 a 0.01.

Priklad 54 (normalne rozdelenie) Predpokladajme model normdineho rozdelenia N (132,13%)
pre systolicky kruny tlak. Akd cast populdcie (v %) bude mat hodnoty vicsie ako 160 mm Hg?

Riesenie (aj v ®)
Pomocou Z-transformacie dostaneme

Pr(X > 160) = Pr (X5182 > 160-132) _ py (X132 9 154) = (.016.

(1-pnorm(160,mean=132,sd=13))*100 # 1.562612 Y
z.transf <- (160-132)/13
(1-pnorm(z.transf))*100 # 1.562612 7

Teda asi 1.6 % populdcie z N (132, 13?) bude mat systolicky krvny tlak vicsi ako 160 mm Hg.

Priklad 55 (binomické rozdelenie) Predpokladajme, Ze pocet ludi uprednostiujicich liecbu A
pred liecbou B sa sprdva podla modelu binomického rozdelenia s parametrami p (pravdepodobnost
vyskytu udalosti) a N (rozsah ndhodného vijberu), ozn. Bin (N,p), kde N = 20,p = 0.5, t.j. ludia
preferuji oba typy liecby rovnako. (a) Akd je pravdepodobnost, Ze bude 16 a viac pacientov upred-
nostrioval liecbu A pred liecbou B? (b) Akd je pravdepodonost, Ze bude 16 a viac a zdroveri 4 alebo
menej pacientov uprednostiiovat liecbu A pred liecbou B?
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Riesenie (aj v ®)
(a) PI"(X 2 16) = I_Zi:xiSIS Pr (X = xi) = l_zi:xiﬁlﬁi (i\i)pl‘(l—p)N*” = 1_Zi:zi§15 (i?)()f)l‘(l—
0.5)297% = 0.006.
33 |pbinom(16,size=20,prob=0.5) # 0.9987116
34 |1-pbinom (16 ,size=20,prob=0.5) # 0.001288414
Z vyssie uvedeného @-kdédu vyplyva, ze ide o pravdepodobnost Pr(X < 16) a Pr(X > 16), ale my
potrebujeme Pr(X > 16). Preto @-kéd upravime nasledovne
35
36

1-pbinom(15,size=20,prob=0.5) # 0.005908966
sum (choose (20,16:20)*0.57(16:20)*0.57(20-16:20)) # 0.005908966

(b) Pr(X <4, X >16)=1—> . s Pr(X =a;) + >, ., Pr(X =) = 0.012. Této pravdepo-
dobnost je dvojndsobkom predchédzajiicej pravdepodobnosti, lebo Bin(N,0.5) je symetrické okolo
0.5, t.j.

37 ‘ 1-pbinom(15,size=20,prob=0.5) +pbinom(4,size=20,prob=0.5) # 0.01181793

Priklad 56 (binomické rozdelenie) Predpokladajme, Ze pohlavie novorodencov (muzské alebo
Fenské) sa sprdava podla modelu binomického rozdelenia s parametrami p (pravdepodobnost vyskytu
chlapcov) a N (rozsah ndhodného vijberu), ozn. Bin(N,p), kde N = 1113, p = 0.52, t.j. rodi sa o
nieco viac chlapcov nez dievéat (ddta: two-samples—-probabilities-sexratio.tzt). Akd je prav-
depodobnost, Ze sa narodi 700 a viac dievéat?

Priklad 57 (binomické rozdelenie) Predpokladajme, Ze Pr(vir) = 0.533 = p; je pravdepodobnost
vyskytu dermatoglyfického vzoru vir na palci pravej ruky muzov ceskej populdcie a Pr(ostatné) =
0.467 = p, je pravdepodobnost vijskytu ostatnijch vzorov na palci pravej ruky muzov ceskej populdcie,
pricom X je pocet virov a Y je pocet ostatngch vzorov, kde X ~ Bin(N,p1) a Y ~ Bin(N,ps).
Vypoéitajte (1) Pr(X < 120), ked N =300 a (2) Pr(Y < 120), ked N = 300.

F moze byt nejakd mnozina distribuénych funkcii identifikovatelnych pomocou parametra 6
7 parametrického priestoru ® € R¥ (R znamend mnozinu redlnych éfsel?!), ¢o mozeme formdlne
zapisat ako (Azzalini, 1996)
F={F(:60):0c©CR'},

kde pre kazdé fixné € je F(-; @) distribucnou funkciou, ktorej nosic je Vg C R™. Nosi¢ Vg je najmensia
mnozina, na ktorej je hustota definovana. Vyberovy priestor je mnozina ) vSetkych moznych hodnot
z, ktoré charakterizujeme modelom. Formalne YV = Ug_gVpg- Casto viak Y je rovnaky pre vsetky
0, a preto koinciduje s ).

Priklad 58 (parametre) Priklady parametrov 6 — strednd hodnota u, rozptyl o?, korelaénij koefi-
cient p, pravdepodobnost p vyskytu nejakej udalosti, rozdiel dvoch strednijch hodnét p, — po, podiel
dvoch rozptylov o3 /o3, rozdiel dvoch korelaénijch koeficientov py — pa, Tozdiel dvoch pravdepodobnosti

p1 — P2 @ pod.

2IR* znamend k-rozmernd mnozinu redlnych cisel (k je dlzka vektora parametrov 8 € @), kde ak k = 1, potom
0 € O je ¢islo (skaldr). R™ znamend n-rozmernt mnozinu redlnych ¢fsel (n je rozsah ndhodného vyberu). RT znamend
mnozinu kladnych redlnych ¢isel.
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Priklad 59 (parametre) Prikladmi parametrov mozu byt: (1) strednd hodnota p a (2) rozptyl o*
dlzky lebky (skull-L, v mm) egqyptskej stredovekej muzskej populdcie; (3) rozdiel medzi stredngmi hod-
notams iy — o dl/zvky lebky muzskej a Zenskej; (4) podiel rozptylov o3 /o3 hodnot dl/zvky lebky u muzov
a u Zien (ddta: two-samples-means-skull.tat); (5) korelacny koeficient p medzi dizkou dolnej
koncatiny (Lowes. L, v mm) a dizkou trupu (tru.L, v mm); (6) rozdiel korelacnijch koeficientov py—ps
medzi diZkou dolnej koncatiny a dizkou trupu uw muzov a u Zien (ddta: two-samples-correlations—
trunk. tzt); (7) pravdepodobnost p vijskytu muzov (sex; m — muz, f — Zena); (8) pravdepodobnost
vyskytu poporodnijch zmien p na Zenskyjch panvovijch kostiach u Africaniek, ako aj rozdiel pravdepo-
dobnosti p1 — py vyskytu vyraznych popérodnijch zmien na panvovych kostiach Africaniek a Inuitiek
(ddta: more-samples-probabilities-pubis.tzt); (9) rozdiel pravdepodobnosti p; — py sexudlnej
orientdcie na opacné pohlavie (sexor — sexudlna orientdcia; op — vyluéne na opacéné pohlavie, sa
— minimdlne/obcas na rovnaké pohlavie) u muzov a Zien (ddta: anova-head. tzt).

Citanie oznaéeni. Pojem ,, model rozdelenia pravdepodobnosti“ sa éasto skracuje na ,,rozdelenie “.
Potom hovorime, ze , X m4 rozdelenie Fx(z)“, ,X je charakterizované rozdelenim Fx(z)* alebo
»X pochddza z rozdelenia Fx(z)“, ¢o oznacujeme ako X ~ Fx(z), kde symbol ,~“ ¢itame ako
»je rozdelend ako“ alebo ,,pochddza z rozdelenia“ (¢asto sa uvadza aj pojem ,,asymptoticky “, ¢o
znamend ,pre velké n“). Mohli by sme pisat aj X ~ fx(z), to sa vSak pouziva len zriedkavo. Ak
porovnavame rozdelenia dvoch nahodnych premennych X a Y, hovorime ,,X a Y maju rovnaké
rozdelenie® alebo ,X a Y su rovnako rozdelené®, ozn. X ~ Y alebo Fy(x) ~ Fy(y). Pojem
,,Statisticky model “ sa ¢asto skracuje na ,,model “.

Tri typy priestorov. Vyberovy priestor ) suvisi s nahodnou premennou a jej realizdciou, nosic Vg
suvisi s hodnotami, na ktorych je definovana hustota rozdelenia pravdepodobnosti a parametricky
priestor © suvisi s parametrom 6.

Priklad 60 (binomické rozdelenie) Ak X ~ Bin(N,0),0 = p € (0,1), potom Yy je rovnaky pre
vSetky 0 a koinciduge s vgberovym priestorom Y = {0,1,...,N}.

Aproximécia binomického rozdelenia normalnym. Ak X ~ Bin(N,p), Np > 5 a Nq >
5, kde ¢ = 1 — p, potom rozdelenie ndhodnej premennej X mozeme aproximovat norméalnym
rozdelenim , kde X ~ N(Np, Npq); priklady pozri v tabulke 2.

Tabulka 2: Priklady minimalnych N pre fixované p potrebnych na aproximéciu
p |01 02 03 04 05

g 109 08 07 06 0.5
N |51 26 17 13 11

Priklad 61 (aproximdcia binomického rozdelenia normalnym) Nech Pr(muz) = 0.515 zna-
mend pravdepodobnost vijskytu muZov v populdcii a Pr(Zena) = 0.485 pravdepodobnost vijskytu Zien.
Nech X je pocet muzov a'Y pocet zZien. Za predpokladu modelu Bin(N, p) vypocitajte (a) Pr(X < 3),
ak N =5, (b) Pr(X < 5), ak N = 10 a (¢) Pr(X < 25), ak N = 50. Porovnajte vypocitané
pravdepodobnosti s pravdepodobnostami aproximovanymi normdlnym rozdelenim N(Np, Npq).
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Riesenie (aj v @) (pozri obrazok 3 a 4)
Aproximdcia znamené ,, priblizné vyjadrenie“, t.j. bud’ nejaké rozdelenie aproximujeme inym (majiicim
isté vyhody oproti tomu, ktoré aproximujeme), alebo aproximujeme déta nejakym rozdelenim (ktoré
popisuje déta pomocou lahko interpretovatelnych parametrov).
(a) E[X] = Np=>5x0.515=2575,E[Y] =5 x 0.485 = 2.425,
Pr(X <3) =3, (})0.515%0.485°% = 0.793,
Pr(X <3) =0.648, N(5 x 0.515,5 x 0.515 x 0.485).
(b) E[X] =10 x 0.515 = 5.15, E[Y] = 10 x 0.485 = 4.85,
Pr(X <5) =3, (}))0.515%0.485'°~F = 0.586,
Pr(X <5) =0.462, N(10 x 0.515,10 x 0.515 x 0.485).
(¢) F[X] =50 x 0.515 = 25.75, E[Y] = 50 x 0.485 = 24.25,
Pr(X < 25) =3, o5 (7)0.51550.485°0~F = 0.471,
Pr(X < 25) =0.416, N(50 x 0.515,50 x 0.515 x 0.485).
pbinom (3, size=5,prob=0.515) # 0.7931878
pnorm (3,mean=5%0.515, sd=sqrt (5%0.515%0.485)) # 0.6481396
pbinom(5,size=10,prob=0.515) # 0.5856244
pnorm(5,mean=10%0.515,sd=sqrt (10*0.515%0.485)) # 0.4621927

pbinom (25,size=50,prob=0.515) # 0.4712842
pnrorm (25, mean=50%0.515,sd=sqrt (50*%0.515*%0.485)) # 0.4159648
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Obr. 3: Aproximacia binomického rozdelenia norméalnym pre p = 0.515 a N = 5,10 a 50; spojnicovy
graf superponovany hustotou (prvy riadok) a distribu¢nou funkciou (druhy riadok)

Z prikladu 61 vyplyva, Ze pre pravdepodobnost p = 0.515 a N = 50 aproximécia stdle nie je
postacujica (ani na jedno desatinné miesto) a pre N = 10 a N = 5 ju nie je mozné pouzit. Pre
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Obr. 4: Aproximécia binomického rozdelenia normalnym pre p = 0.1 a N = 5,10 a 50; spojnicovy
graf superponovany hustotou (prvy riadok) a distribu¢nou funkciou (druhy riadok)

pravdepodobnosti p bliziace sa jednotke alebo nule si potrebné vicsie pocetnosti ako pre pravdepo-
dobnosti p blizke hodnote 0.5.

Distribuéné funkcie patriace do mnoziny F st distribuénymi funkciami diskrétnych alebo spojitych
nahodnych premennych. Potom F moze byt definovana ako mnozina pravdepodobnostnych fun-
kcif alebo funkcii hustoty a model mozeme formdlne zapisat ako (Casella a Berger, 2002)

F={f(;0):0 €O CR}

pre nejaki funkciu hustoty f. Vektor @ sa nazyva parameter, mnozina © parametricky priestor
a F parametricky model. Ked'Ze prvky F si asociované s prvkami ©, existuje 8, € © asociovand s
F, anazyva sa skutocna hodnota parametra. A Statistickd inferencia je prave o 8,. Paramerticky
Statisticky model moze byt charakterizovany aj pomocou k-rozmerného vektora parametrov 8, preto
sa v oznaceni pouziva R¥, kde pre skaldr 6 bude k = 1.

Ak vsak

F = {mnozina vSetkych hustot funkcii jednej premennej },

ide o neparametricky model (Wasserman, 2006).

Normadlne rozdelenie. Model pre ndhodny vyber X, X, ..., X, je N(u,0?) a hovorime, ze

X1, Xs, ..., X, pochddza z normélneho rozdelenia, t.j. X ~ N(u,0?). Parameter modelu N (u, 0?)
(2=

je vektor @ = (u,0?)". Hustota tohto rozdelenia mé tvar f(z) = \/2;76_ =7z eR.
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Priklad 62 (normélne rozdelenie) Predpokladajme, Ze ndhodnd premennd X md asymptoticky
(pre velké n) normdlne rozdelenie so strednou hodnotou E[X] = p a rozptylom Var[X] = o2, éo
zapisujeme ako X ~ N(u,c?). Prikladmi takijchto ndhodnyjch premennych si: (1) dizka pravej klicénej
kosti u muzov (length.R; ddta: paired-means-clavicle2.tzt); (2) Sirka lebky u Zien (skull.B;
ddta: one-sample-mean-skull-mf. tzt).

Standardizované normélne rozdelenie. Model pre ndhodny vyber X, X,,..., X, je N(0,1)
a hovorime, ze X1, Xs,..., X, pochddza zo standardizované¢ho normalneho rozdelenia, t.j. X ~
N(u,0?), kde p = 0 a 0? = 1. Parameter modelu N (yu,0?) je vektor @ = (0,1). Hustota tohto

22
rozdelenia mé tvar ¢ (z) = f (z) = \/%76*7, r €R.

Priklad 63 (Standardizované normaélne rozdelenie) Predpokladime, Ze nahodnd premennd X
Sirka lebky uw muzov (skull.B; ddta: one-sample-mean-skull-mf.tzt) md asymptoticky normdlne
rozdelenie so strednou hodnotou p a rozptylom o, éo zapisujeme ako X ~ N(u,0?). Ked od X
odpocitame jej stredni hodnotu p a tento rozdiel vydelime odmocninou z rozptylu o = Vo2, dostaneme
nahodni, premenni Z, ktord mda asymptoticky normdine rozdelenie so strednou hodnotou = 0 a
rozptylom o = 1, éo zapisujeme ako Z ~ N(0,1).

Dvojrozmerné normaélne rozdelenie. Nahodny vektor (X,Y)T m4 dvojrozmerné normélne

rozdelenie

2
- T _ 01 pPo102
NQ(lJ'aE)v kdeu’_(ulvl’L?) aX= <,00102 O'% >7

s hustotou (Casella a Berger, 2002)

1 1 2 )
flx,y) = exp {— { (x—p1)” 2 (z—p1)(y—pe2) + (y—pu2) }} ’
(#:9) 21/ o205 (1 — p?) 2(1—p? o P oo o2

kde (z,9)" € R2 p; e RY, 02 > 0,i = 1,2, p € (—1,1) st parametre, potom 0 = (u1, 19, 02,02, p)7.
Vyraz v exponente mozeme pisat ako

1 T 9 -1
(T 01 pPoO102 T — H
2<y—uz> <p0102 o3 > (y—uz>’
margindlne rozdelenia si X ~ N (uy,0%?) a ¥V ~ N (u2,03), p je koeficient koreldcie (detaily

maticovej algebry pozri v (Gentle, 2007). Marginane rozdelenie je rozdelenie margindlnej ndhodnej
premennej, tu X nezavisle na Y a naopak Y nezavisle na X.

7 vyssie uvedeného textu je zrejmé, ze na dostatocny popis dvojrozmerného normélneho rozdelenia
potrebujeme pit parametrov, t.j. stredni hodnotu a rozptyl pre marginidlne rozdelenie ndhodnych
premennych X a Y a korelacny koeficient p = p(X,Y’) popisujtci silu linedrneho vztahu X a Y.

Priklad 64 (dvojrozmerné normadlne rozdelenie) (1) Nakreslite hustotu dvojrozmerného nor-
malneho rozdelenia Ny (p, X) pomocou funkcie image () a superponujte ho s kontirovym grafom
hustoty toho istého rozdelenia pomocou funkcie contour(). (2) Nakreslite hustotu dvojrozmerného
normdlneho rozdelenia No (p,X) pomocou funkcie persp (). Hustotu rozsekajte na 12 intervalov,
kde hodnoty v tyjchto intervaloch budi zodpovedat farbdm terrain.colors(12). PouZite nasledovné
parametre
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(a) py =0, =0, 0y = 1,00 =1, p=0;
(b) i1 =0, =0, 0y = 1,00 =1, p=0.5;
(C) M1 = 0,/1,2 == 0, g1 = ].,0'2 = 12, P = 0.5.
Vzorové riesenie pozri na obrazku 5.
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Obr. 5: Hustoty dvojrozmerného normélneho rozdelenia pri roznych parametroch (prvy riadok —
konturovy graf, druhy riadok — perspektivny trojrozmerny graf v podobe plochy); ¢im je p odlisnejsie
od nuly, tym viac sa kontiry lisia od kruhov (menia sa na elipsy); so zva¢sujicim sa rozdielom medzi
01 a oy sa zvicsuje rozdiel rozptylenia koncetrickych kruhov v smere jednotlivych osi (hovorime, ze
rozdiel variability premennych X; a X, sa zvicsuje)

Priklad 65 (dvojrozmerné normadlne rozdelenie) Nech ndhodnou premennou X je najvicsia
vyska mozgovne u muzov (skull.pH; v mm) a ndhodnou premennou Y je morfologickd viyska tvdre
u muzov (face.H; v mm); ddta: one-sample-correlation-skull-mf.tzt. Nech E[X| = py je
strednd hodnota najvicsej visky mozgovne a Var[X] = o? je rozptyl najvicsej vysky mozgovne,
E[Y] = sy je strednd hodnota morfologickej vijsky tvdre a Var[Y| = o3 je rozptyl morfologickej vijsky
tvdre. Predpokladajme, Ze najvicsia vyska mozgovne X md normdlne rozdelenie N(u1,02) a morfo-
logickd vyska tvdre Y md normdlne rozdelenie N (2, 03). Potom (X,Y)T md dvojrozmerné normdine
rozdelenie Ny (p,X) s parametrami p = (uy, pua)T, co je vektor strednyjch hodnét a o?, o2 a p, ¢o
st parametre kovariancnej matice X, kde sila linedrneho vztahu tychto dvoch premennyjch je dand
velkostou a znamienkom p. Potom 0 = (u, 2, 03,02, ). (1) Nakreslite hustotu dvojrozmerného
normdlneho rozdelenia Ny (p, X)) pomocou funkcie image () a superponugte ho s kontirovym grafom
hustoty toho istého rozdelenia pomocou funkcie contour (). (2) Nakreslite dvojrozmerny jadrovy od-
had hustoty pomocou funkcii kde2d () a image() a superponujte ho s kontirovym grafom hustoty
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dvojrozmerného normdlneho rozdelenia Na (p,X) pomocou funkcie contour(). Hustotu rozsekajte
na 12 intervalov, kde hodnoty v tjchto intervaloch budi zodpovedat farbdm terrain.colors(12).
Namiesto 0 pouzite vektor 0 = (T1,Ts,s2,s5,7)T odhadnuty z ddt, kde r je Pearsonov korelaény
koeficient. RieSenie pozri na obrdzku 6.
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Obr. 6: Hustota dvojrozmerného normalneho rozdelenia s parametrom b\, ktory je odhadnuty z dat
(vlavo) a superimpozicia kontir hustoty dvojrozmerného norméalneho rozdelenia s parametrom 6,
ktory je odhadnuty z dat a dvojrozmerného jadrového odhadu hustoty (vpravo)

Standardizované dvojrozmerné normadlne rozdelenie. Ndhodny vektor (X, Y)” m4 dvojroz-
merné normalne rozdelenie

N»(0,8), kde 0 = (0,0)" a = = (/1)’1’)

s hustotou (Bickel a Doksum, 2006)

2 2

= —————=¢€xp
2m\/1 — p? 2(1-p?)

kde (z,y)" € R?, p € (—1,1) st parametre, potom @ = (0,0, 1,1, p)”. Vyraz v exponente mozeme

pisat ako
1 (x)T <1 p)_l (x)
2\Y pl y)’

margindlne rozdelenia st obe N (0, 1) a p je koeficient korelacie.

Priklad 66 (Standardizované dvojrozmerné normalne rozdelenie) Nech ndhodnou premen-
nou X ~ N(u1,0%) je najvicsia vijska mozgovne u muzov (skull.pH; v mm) a ndhodnou premennou
Y ~ N(uy,03) je morfologickd vijska tvire uw muzov (face.H; v mm). Nech X a'Y maji dvojroz-
merné normdlne rozdelenie s parametrami (ju1, puo)” a 0%, 03 a p st parametre kovarianénej matice
3. Ked od X odpocitame jej strednii hodnotu p, a tento rozdiel vydelime odmocninou z rozptylu o1,
dostaneme ndhodni premenni Zx, ktord md asymptoticky normdlne rozdelenie so strednou hodno-
tou py = 0 a rozptylom o} = 1, ¢o zapisujeme ako Zx ~ N(0,1). Ked od Y odpocitame jej strednii
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hodnotu ps a tento rozdiel vydelime odmocninou z rozptylu oo, dostaneme ndhodni premenni Zy,
ktord md asymptoticky normdlne rozdelenie so strednou hodnotou ps = 0 a rozptylom o3 = 1, ¢o
zapisujeme ako Zy ~ N(0,1). Potom (Zx, Zy)T md standardizované dvojrozmerné normdlne rozde-
lenie Ny (p, X) s parametrami p = (0,0)7 a 0? =1, 02 =1 a p si parametre kovariancnej matice ¥
(ddta: one-sample-correlation-skull-mf. tzt).

Priklad 67 (dvojrozmerné normadlne rozdelenie) Simuldciu pseudondhodnijch cisel z Ny (p, )
mozeme v @R urobit pouZitim nasledovnijch alternativnych funkcii:

1) kniznice library(MASS) a funkcie mvrnorm();

2) kniznice l1ibrary (mvtnorm) a funkcie rmunorm();

3) funkcie rnorm() a nasledovného algoritmu — nech Xy ~ N(0,1) a Xo ~ N(0,1); potom (Y1,Y3) ~
Ny (1, X), kde pu = (1, o), ¢o je vektor strednyjch hodnét a o3, 03 a p, ¢o sii parametre kovarianénej
matice 3, kde sila linedrneho vztahu Yy a Ys je dand velkostou a znamienkom p; Yy = o1 X1 + p1 a
Yy = 09(p X1 + /1 — p?Xs) + pe. Nasimulugte pseudondhodné cisla Yy a Yo z No (p,X). Vypocitajte
dvojrozmerny jadrovyj odhad hustoty (Y1,Y2)! pomocou funkcie kde2d (). Nakreslite ho pomocou fun-
kcie image () a superponujte ho s kontiurovym grafom hustoty dvojrozmerného normdalneho rozdelenia
Ny (p, ) pomocou funkcie contour (). Hustotu rozsekajte na 12 intervalov, kde hodnoty v tijchto in-
tervaloch budi zodpovedat farbdm terrain.colors(12). Pri simuldcii pouZite nasledovné parametre
(a) pp = 0,00 =0, 0y = 1,00 =1, p=0; (1) n =150 a (2) n = 1000;

(b) pp =0, 0 =0, 0y = 1,00 =1, p=0.5; (1) n =50 a (2) n = 1000,

(¢c) 1 =0, =0, 01 =1,00 =12, p=10.5; (1) n="50 a (2) n = 1000.

Vzorové riesenie pozri na obrazku 7.

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
w=0,u=0,61=1,0,=1,p=0 w=0,u=0,01=1,0,=1,p=0.5 wy=0,u,=0,01=1,0,=12,p=0.5

Obr. 7: Hustoty dvojrozmerného normalneho rozdelenia (prvy riadok n = 50; druhy riadok n = 1000)
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Priklad 68 (zmes dvoch dvojrozmernych normaélnych rozdeleni) Simuldciu pseudondhodnijch
éisel zo zmesi dvoch normdlnych rozdeleni pNo (g, X1) + (1 — p)Na (py, Bo) mozeme v @ urobit
pouzitim jedného z alternatinych postupov z prikladu 67. Nasimulujte pseudondhodné é¢isla X a'Y (1)
20 zmesi pNo (g, 1) + (1 = p)No (Ko, Bo), kde 8 = (pur, i1z, 031, 01, p1, fiz1, faz, 031, 059, p2)" @ (2)
z dvojrozmerného rozdelenia Ny (p,X), kde parametre predstavuji spolocny vektor strednych hodndt
a spolocnii kovariancéni maticu. t.j. 6 = (uy, po, 03,05, p)T. Pre (1) vypoéitajte dvojrozmerny jadrovy
odhad hustoty (X,Y)T pomocou funkcie kde2d ().

(a) Nakreslite teoreticki hustotu (2) pomocou funkcie image () a superponujte ju s kontirovym gra-
fom teoretickej hustoty (2) pomocou funkcie contour(). Teoretickym rozdelenim v tomto pripade
bude N, (ﬁ, f:)

(b) Nakreslite teoreticki hustotu (1) pomocou funkcie image () a superponujte ju s kontirovym gra-
fom teoretickej hustoty (1) pomocou funkcie contour().

(¢) Nakreslite dvogrozmerny jadrovy odhad hustoty realizici (1) pomocou funkcie image () a super-
ponugte ju s kontirovym grafom teoretickej hustoty (1) pomocou funkcie contour().

Hustotu rozsekagte na 12 intervalov, kde hodnoty v tychto intervaloch budi zodpovedat farbdm terra-
in.colors(12). Pri simuldcii pouzite @ = (—1.2,—1.2,1,1,0,1,1,1,1,0)7,

(1) 0 = (T11,T12, 71, S0, T'1, Ta1, Taz, S31, 5395 T2) 1, n1 = ng = 50 a p = 0.5 (odhady pochddzaji z
nasimulovanych dat).

(2) 6= (T1,Ta, 83, 83,7)" any = ny =50 (odhady pochddzagi zo spolocného vijberu nasimulovanych
dat).

Vzorové riesenie pozri na obrazku 8.

Obr. 8: Spolocnd hustota dvojrozmerného normalneho rozdelenia (vlavo), hustota zmesi dvoch dvoj-
rozmernych normélnych rozdeleni (uprostred) a dvojrozmerny jadrovy odhad superponovany husto-
tou zmesi dvoch dvojrozmernych normélnych rozdeleni (vpravo) — simula¢nd studia

Priklad 69 (zmes dvoch dvojrozmernych normalnych rozdeleni) Nech (X;,Y;)? pochddza z
rozdelenia Ny (py, 31), kde X, je priemernd dizka dolnej koncatiny lowez.L v milimetroch a Yy dizka
trupu tru.L v milimetroch (u muzov). Nech (Xa,Y5)T pochddza z rozdelenia Ny (ptoy, ), kde Xo je
priemernd dizka dolnej koncatiny lowez.L v milimetroch a Yo dizka trupu tru.L v milimetroch (u
zien). Predpokladajme, Ze X je priemernd dlzka dolnej koncatiny a 'Y dizka trupu pochddzagi (1) zo
zmesi pNa (1, 31) + (1 = p)Na (Bg, B2), kde 0 = (p11, paz, 01, 0ta, p1, pa1, fia2, 031,05, p2)" @ (2) 2
dvojrozmerného rozdelenia Ny (p, %), kde parametre predstavuji spolocny vektor stredngch hodndt a
spolo¢nii kovariancéni maticu. t.j. @ = (1, pe, 03,05, p)T. Pre (1) vypocitajte dvojrozmerny jadrovy
odhad hustoty (X,Y)T pomocou funkcie kde2d ().
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(a) Nakreslite teoreticki hustotu (2) pomocou funkcie image () a superponujte ju s kontirovym gra-
fom teoretickej hustoty (2) pomocou funkcie contour().

(b) Nakreslite teoreticki hustotu (1) pomocou funkcie image () a superponujte ju s kontirovym gra-
fom teoretickej hustoty (1) pomocou funkcie contour().

(¢) Nakreslite dvogrozmerny jadrovy odhad hustoty realizici (1) pomocou funkcie image () a super-
ponugte ho kontirovgm grafom teoretickej hustoty (1) pomocou funkcie contour().

Hustotu rozsekagjte na 12 intervalov, kde hodnoty v tyjchto intervaloch budi zodpovedat farbdm terra-
in.colors(12).

(1) 0 = (Ji11, fr2, 0y, oy, P1, Mo, Hoz, 0oy, Oag, P2)1 a p = n1/(n1 +ny); parametre si odhadnuté z ddt.
(2) 0 = (1iy, 12, 52,52, )7 ; parametre st odhadnuté zo spoloéného vijberu.

Vzorové riesenie pozri na obrdzku 9 (ddta two-samples-correlations—trunk.tzt).

523
523
523

483
483
483

dizka trupu (mm)
443

dizka trupu (mm)
443

dizka trupu (mm)
443

403
403
403

363
363
363

323
323
323

836 876 916 956 996 1036 1076 836 876 916 956 996 1036 1076 836 876 916 956 996 1036 1076

priemerna dizka dolnej koncatiny (mm) priemerna dlzka dolnej koncatiny (mm) priemerna dizka dolnej koncatiny (mm)

Obr. 9: Spolocnd hustota dvojrozmerného normalneho rozdelenia (vlavo), hustota zmesi dvoch dvoj-
rozmernych normélnych rozdeleni (uprostred) a dvojrozmerny jadrovy odhad superponovany husto-
tou zmesi dvoch dvojrozmernych normalnych rozdeleni (vpravo) — redlne data

Odlisnosti od teoretického rozdelenia. Odlisnosti empirického rozdelenia (rozdelenia realizacii)
od teoretického (napr. normalneho) rozdelenia, mozeme charakterizovat napr. ako pravostranne alebo
lavostranne zosikmené rozdelenie (obrézok 10, prvy riadok vlavo a vpravo), ploché alebo Spicaté
rozdelenie (obrazok 10, prvy riadok uprostred). Pri viacrozmernych rozdeleniach je situdcia kom-
plikovanejsia. Pri dvojrozmernom normélnom rozdeleni moze byt napr. zoSikmend jedna alebo obe
premenné (priklad zogikmenia oboch premennych zl'ava pozri na obrézku 10, dolny riadok).

Binomické rozdelenie. Majme nezdvislé identické Bernoulliho pokusy s odpovedami X; = 1
(udalost nastala) alebo X; = 0 (udalost nenastala) pre i = 1,2, ..., N, kde N je pocet nezdvislych
pokusov. Pravdepodobnost nastatia udalosti pre kazdy pokus Pr(X; = 1) = p, pravdepodob-
nost nedspechu pre kazdy pokus Pr(X; = 0) = 1 — p. Pocet nastati udalosti X = Zfil X,
pravdepodobnost nastatia udalosti je p. Ndhodnd premennd X mé binomické rozdelenie s pa-
rametrami N a p, t.j. X ~ Bin(N,p), kde § = p. Pravdepodobnost, ze X je rovné ne-
jakému ¢islu x = n (x je realizdcia X) zapisujeme ako Pr(X = z) = (g)px (1—p)N™", pre

x=0,1,2,..., N (Christensen, 1997). Stredna hodnota ndhodnej premennej X je definovana ako
E[X]| = Ziv:o x(f)p”” (1-— p)N_x = Np a rozptyl Var[X] = Ziv:o (x — Np)2 (]Z)p“’ (1-— p)N_x =
Np (1 —p).

Strieska v oznaceni p sa vSeobecne pouziva na oznacenie odhadov parametrov rozdeleni prav-
depodobnosti. Tieto odhady sa pocitaji z dat. Pre spojité ndhodné premenné oznacujeme rozsah
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04

- — N1
——————— 1(0,1,0f=10)
— sN(0,1)
st(0,1,df=10)

04

— N(O,1)
T —— sN(0,1) 7%

0.3
0.3

0.1
0.1

w=0,u2=0,01=1,02=1,p=05 u1=0,u2=0,01=1,02=1,p=05

Obr. 10: Hustoty normalneho rozdelenia a zosikmeného normélneho rozdelenia pri réznych paramet-
roch (prvy riadok); hustoty dvojrozmerného zosikmeného normélneho rozdelenia (druhy riadok vl’avo
a uprostred) a dvojrozmerného normalneho rozdelenia (druhy riadok vpravo) pri roznych paramet-
roch

ndhodného vyberu n, ale pri binomickom (a inych diskrétnych) rozdeleniach mame pocetnosti dve —
pocet tspechov a rozsah nahodného vyberu — preto pre pocet tispechov rezervujeme ozn. n a rozsah
nahodného vyberu N. Pocet uspechov ozn. aj x = n, ak ide o realizaciu ndhodnej premennej X.

Ekvivalentne moézeme rozdelenie nahodnej premennej pochédzajicej z binomického rozdelenia
zapisat ako X ~ Bin (N,p,1 —p), kde X = (Xl,XQ)T, 0 = (p,1 —p)T, X; je pocet tispechov,
Xy = N — X je pocet netspechov, X; ~ Bin (N,p), Xo ~ Bin(N,1—p). Potom E[X;] = Np,
E[X5] = N(1—p), Var[Xy] = Np(1 —p) = Var[X;] nezavisle na p, Cov [ Xy, Xs] = —Np (1 —p)
a Cor [Xy, X5] = —1. (Vysvetlenia oznaceni pozri v pozndmke pod ¢iarou®?). Realizdcie ndhodnych
premennych X; a X, budeme oznacovat ako n; a n,. Tento typ oznacenia je vhodnejsi z dovodu
zovseobecnenia binomického rozdelenia na viacrozmerné rozdelenia, kde n = (nq, ng)T ap= (pl,pg)T,
p1=p aps =1 — p (pre porovnanie pozri ozn. v praci Verzani, 2005). Potom 6 = p.

Priklad 70 (binomické rozdelenie, binomicky experiment) FEzperiment pozostdvajici z fizné-
ho poctu Bernouliho experimentov (ozn. N ) sa nazijva binomicky experiment. Pravdepodobnost vispechu
ozn. p, pravdepodobnost nevspechu ¢ = 1 —p. Ndhodnd premennd X je pocet pozorovangjch tspechov
pocas experimentu. Pravdepodobnost X = x za podmienky, Ze X pochddza z binomického rozdelenia
Bin(N,p) piseme ako Pr(X = x) = (];’)px(l —p)VNT 2 =0,1,...,N (Ugarte a kol., 2008). Strednd

22B[X] je oznagenie pre strednii hodnotu ndhodnej premennej X, Var[X] pre rozptyl, Cov[X,Y] pre kovarianciu
dvoch premennych X a Y a Cor[X,Y] pre korelaény koeficient.
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hodnota E[X| = Np a rozptyl Var[X] = Np(1—p). Naprogramujte a zobrazte v R pravdepodobnostnii
funkciu a (kumulativnu) distribucnid funkciu pre Bin(5,0.5).

Riesenie v @ (pozri obrazok 11)

44 |par (mfrow=c(1,2) ,mar=c(6,5,1,1) ,pty="s"

45 | plot (0:5,dbinom (0:5,5,0.5) ,type="h",xlab="x",ylab="Pr (X=x)",
46 | xlim=c(-1,6))

47 |title (sub="hustota,pre, ;X" Bin(5,0.5)")

48 |plot (0:5,pbinom(0:5,5,0.5) ,type="n",xlab="x",ylab="F(x)",
49 |xlim=c(-1,6) ,ylim=c(0,1))

50 | segments(-1,0,0,0)

51 | segments (0:5,pbinom(0:5,5,.5) ,1:6,pbinom(0:5,5,.5))

52 |1lines (0:5,pbinom(0:5,5,.5) ,type="p",pch=16)

53 |segments(-1,1,9,1,1ty=2)

54 |title(sub="distribucna,funkciapre X" Bin(5,0.5)")
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-1 0 1 2 3 4 5 6 -1 0 1 2 3 4 5 6
X X
pravdepodobnostna funkcia pre X~Bin(5, 0.5) distribucna funkcia pre X~Bin(5, 0.5)

Obr. 11: Pravdepodobnostna funkcia a distribuénd funkcia Bin(5,0.5)

Multinomické rozdelenie. Nech N je pocet nezavislych identickych pokusov a v kazdom z
nich moze nastat J > 2 navzdjom disjunktnych udalost{ s moznymi odpoved’ami X;; = 1 (uda-
lost nastala) alebo X;; = 0 (udalost nenastala), kde i = 1,2,...,N a j = 1,2,...,J. Potom
X; = 2N, X,;. Pravdepodobnost nastatia j-tej udalosti v i-tom pokuse Pr(X;; = 1) = p;,
Z;le p; = 1. Ndhodnd premennd X = (X1, Xy, ..., X;)T ma (J-rozmerné) multinomické rozdele-
nie s parametrami N a p, t.j. X ~ Mult; (N,p), kde @8 = p a p = (p1,p2, ... ,pJ)T. Pravdepo-
dobnost, ze X je rovné nejakému ¢islu n; zapisujeme ako (Casella a Berger, 2002)

NI I N .
PI'(Xl = l’l,XQ = Ig,...,XJ = (EJ) = ﬁpllp22 ...pJJ == —|Hpjj7
T1:Xg: ... ! Hjxj'jzl
kde N = ijlXj, X; > 0 ax; = n; st realizicie X;. Potom n = (ny,ny,...,n;)". Pre

margindlne rozdelenie piseme X; ~ Bin (N,p;), kde strednd hodnota E[X;] = Np;, rozptyl
Var[X;| = Np; (1 — p;), kovariancia Cov [X;, X;] = —Np;p;, korelaény koeficient Cor [X;, X;] =
(—=pip;) /A/pi (1 — p;) pj (1 — p;). Strednd hodnota E[X] = Np a kovarianénd matica Var [X] =
N (D, — pp”), kde Dy, = diag (p) a

T pi(l—p) aki=j
I
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Disjunktnost znamend, Ze v i-tom pokuse mohla udalost nastat len raz, t.j. vysledkom takéhoto
pokusu moze byt vektor napr. (1,0,...,0)T alebo (0,1,...,0)T, kde okrem jednej jednotky na j-
tom mieste mame vzdy J — 1 nil na ostatnych miestach. Kedze sumacia p nam dava jednotku,
Var [X] je singuldrna matica. Matica diag(p) mé diagondlu v podobe p a mimodiagonélne prvky
rovné 0. Ak J = 2, potom Bin (N, p) = Mults (N, p), t.j. multinomické rozdelenie je zovseobecnenim
binomickeho rozdelenia.

Priklad 71 (multinomické rozdelenie; priklady) Priklady premenngch, o ktorych predpokladd-
me, Ze maju multinomické rozdelenie:

(1) farba dihovky — hodnotend podla $kdly R. Martina (Martin, 1914/1928) a kategorizovand do
Styroch kategorii: hnedd, hnedozelend, melirovand a modrd (ddta: multinom—-iris-color. tzt);

(2) zakoncenie troch hlavngch dlariovijch linii — kategorizované do troch kategdrii: vysoké, stredné a
nizke (ddta: multinom-palmar-lines.txt);

(3) prilahlost usného laloka — podla prilahlosti k hlave kategorizovand do troch kategdrii: prilahly,
stredne prilahly, odstdvagici (ddta: multinom—-earlobe. tzt);

(4) krvnd skupina — kategorizovand v ABO systéme do Styroch kategorii: skupina 0, A, B a AB (ddta:
multinom-blood-groups.tzt).

Priklad 72 (multinomické rozdelenie) Majme ndhodné premenné (1) socioekonomicky status
(vysokyj — H, nizky — Lo), (2) politickd prislusnost (demokrat — D, republikin — R) a (3) politickd filo-
zofia (liberdl — Li, konzervativec — C). Oznacme ich interakcie nasledovne Xy (H-D-Li), Xy (H-D-C),
X3 (H-R-Li), Xy (H-R-C), X5 (Lo-D-Li), X¢ (Lo-D-C), X; (Lo-R-Li) a Xs (Lo-R-C). Predpokla-
dagme, Ze mdme ndhodny vijber s rozsahom N = 50. Pravdepodobnosti p; pozri v tabulke 3. Vypocitajte
Var[Xi], Var[X;], Cov[Xy, X3], Cor [ X1, X3] a ocakdvané pocetnosti Np;,j =1,2,...,8.

Tabulka 3: Kontingencnd tabulka 2 x 3 pravdepodobnost{ p; pre dva socioekonomické statusy, dve
politické prislusnosti a dve politické filozofie (multinomické rozdelenie)
| D-Li D-C R-Li R-C | spolu
H 0.12 0.12 0.04 0.12| 04
Lo | 0.18 0.18 0.06 0.18 | 0.6
spolu | 0.30 0.30 0.10 0.30 | 1.0

RiesSenie

X = (X1, Xy,...,Xg) ~ Mult;(N,p), kde N =50, p = (p1,p2,...,ps)", vieme, ze X; ~ Bin(N,p;),
p; st v tabulke 3 a j =1,2,...,8. Potom

Var[X;] =50 x 0.12 x (1 — 0.12) = 5.28,

Var[X3] =50 x 0.04 x (1 —0.04) = 1.92.

Vybrand kovariancia a korelacia (medzi po¢tami prislusnych skupin) je rovna

Cov [ X1, X3] = =50 x 0.12 x 0.04 = —0.24, Cor [ X1, X3] = —0.24//5.28 x 1.92 = —0.075.
Ocakévané pocetnosti pre kazdi bunku tabulky si (vSeobecne nemusia byt) celé ¢fsla, pozri ta-
bulku 4.

Sucinové multinomické rozdelenie. Nech N je pocet nezavislych identickych pokusov a v
kazdom z nich moze nastat J > 2 navzdjom disjunktnych udalosti s moznymi odpoved ami
X}ji = 1 (udalost nastala) alebo Xj;; = 0 (udalost nenastala), kdei =1,2,..., Ny, k=1,2,... K

(11. decembra 2014)



KATINA, S., KRALIK, M., HUPKOVA, A., 2014: APLIKOVANA STATISTICKA INFERENCIA 1 57

Tabulka 4: Kontingencnd tabulka 2 x 3 ocakdvanych pocetnosti Np; pre dva socioekonomické statusy,
dve politické prislusnosti a dve politické filozofie (multinomické rozdelenie)
‘ D-Li D-C R-Li R-C
H 6 6 2 6
Lo| 9 9 3 9

aj = 1,2,...,J. Nech Xj;, = Zivz’“l Xiji a Z,If:l N, = N. Pravdepodobnost nastatia (kj)-

tej udalosti v i-tom pokuse Pr(Xy; = 1) = py, Zle Z;.]:lpk,j = 1. Néhodnd premennd
X = (Xk1, Xpo, - - ,XkJ)T mé (J-rozmerné) multinomické rozdelenie s parametrami Ny a py,
t.j. Multy (Ny,pr), kde 0r = pr a Pr = (Pr1,Pros - - - Prs)’ - Realizdcie ndhodnej premennej X,
oznacujeme ako xj. Potom zy; = ny; a naviac n, = (ng1, nke, - . - ,nks)’. Nech X, st nezavislé,

potom plati (Christensen, 1997)
K
Pr(Xy; = 2, Yk, jij = 1,2, ik =12, K) = [[Pr(Xy,; = 2, Vjsj = 1,2,...,J)
k=1

a ijl Xy; = Ny, pre Vk. Dalej plati

J J
PI'(ij — $kj>vj) = (Nk'/HfEk]'> Hpijf
j=1 J=1

7 toho vyplyva, ze

K J J
Pr(Xy; = agy, Yk, jij = 1,2, Lk =12, K)=]] ((Nk!/kaj!) sz;?j) .
j=1 j=1

k=1

Ocakédvané hodnoty Nypy;, rozptyly Var[Xy;] a kovariancie Cov[Xy;]| a koreldcie Cor[Xy;] vnuitri
nejakého X vieme vypocitat. Kovariancie medzi roznymi Xy, napr. Cov[Xy, Xs], st nuly kvoli
nezdvislosti jednotlivych X;. Potom X = (X, Xy, ..., Xx)T m4 sti¢inové multinomické rozdelenie
s parametrami 0, = pg, k=1,2,..., K.

Priklad 73 (st¢inové multinomické rozdelenie; priklady) Priklady premennych, o ktorjch
predpokladdme, Ze maji sucinové multinomické rozdelenie:

(1) farba dihovky — hodnotend podla skdly R. Martina (Martin, 1914/1928) a kategori-
zovand do Styroch kategorii (hnedd, hnedozelend, melirovand a modrd) zistovand siucasne
s wyskytom  (pritommost, mnepritomnost) radidlnych dtvarov v Struktire dihovky (ddta:
multinom-iris—color. txt);

(2) zakonéenie hlavngch dlariovjch linii — kategorizované do troch kategorii (vysoké, stredné a
nizke) zistované sicasne s odtienimi farby vlasov (svetld, strednd a tmavd) na zdklade Standardnej
Fischer-Sallerovej stupnice odtieriov (ddta: multinom-palmar-lines. tzt);

(3) prilahlost usného laloka — podla prilahlosti k hlave kategorizovand do troch kategdrii (prilahly,
stredne prilahly, odstdvajici) zistovand v muZov a u Zien (ddta: multinom—earlobe. tzt);

(4) krvnd skupina — kategorizovand v ABO systéme do $tyroch kategorii (0, A, B a AB) zistovand v
Kogiciach a v Prahe (ddta: multinom-blood-groups. tzt).
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Priklad 74 (sti¢inové multinomické rozdelenie) Majme ddta z prikladu 72 a ndhodny viber s
rozsahom Ny = 30 zo skupiny H, dalsi ndhodnij vijber s rozsahom Ny = 20 zo skupiny Lo. Oznacéme
interakcie premenngch nasledovne X1y = Xy (H-D-Li), X12 = Xop (H-D-C), X135 = X3p (H-
R-L’I;), X14 = X4|1 (H—R-C), X21 = X1|2 (LO-D-LZ.), X22 = X2|2 (LO-D-C), X23 = X3|2 (LO-R-
LZ) a X24 = X4|2 (LO-R-C), kde X1 = (XH,X12,X13,X14)T a X2 = (X217X22,X23,X24)T. Potom
X = (X1, X3) ma sicinové multinomické rozdelenie s K = 2, Ny = 30, J; = 4, Ny = 20, Jo = 4. Zdpis
s Xji, kde j = 1,2,3,4 a k = 1,2 zvyraziuge fakt, Ze rozdelenie je podmienené socioekonomickym
statusom (vysoky — H, nizky — Lo), t.j. rozdelenie v stl%)coch tabulky je podmienené jej riadkom.
Realizacie X, oznacujeme ako njy = nyj, pravdepodobnosti ekvivalentné X, = Xy; ako pjjx = pr;.
Vypocitagte podmienené pravdepodobnosti p;, ocakdvané pocetnosti Nypy;, Var[Xis], Cov [Xo1, Xos]
a Cor [XH, X23].

RieSenie

Pravdepodobnosti styroch kategdrii asociovanych s H statusom si podmienené pravdepodobnosti
dané H statusom. Napr. Pr(Xj;) = 0.04/0.4 = 0.1. Pr(Xy);) = 0.12/0.4 = 0.3, Pr(Xj32) = 0.06/0.6 =
0.1. Musime ale tabulku 3 prepisat na sti¢inovo-multinomicky model, teda podmienené pravdepo-
dobnosti pj;;; budi dané socioekonomickym statusom 4 (pozri tabulku 5).

Tabulka 5: Kontingenénd tabulka 2 x 3 pravdepodobnosti pji pre dva socioekonomické statusy, dve
politické prislusnosti a dve politické filozofie (sti¢inové multinomické rozdelenie)
| D-Li D-C R-Li R-C | spolu
H| 03 03 01 03 1.0
Lol 03 03 0.1 03 1.0

Pre N; = 30 a Ny = 20 pozri ocakévané pocetnosti v tabulke 6.

Tabulka 6: Kontingencnd tabulka 2 x 3 ocakédnych pocetnosti N;p;j; pre dva socioekonomické statusy,
dve politické prislusnosti a dve politické filozofie (stc¢inové multinomické rozdelenie)
| D-Li D-C R-Li R-C | spolu
H 9 9 3 9 30
Lo| 6 6 2 6 20

Var(Xsp) =30x0.1x(1-0.1)=2.7.

Vybrané kovariancie (medzi poc¢tami prislusnych skupin) si rovné
Cov | X2, X32| = —20x 0.3 x 0.1 = —0.6,

Cov | X1, X352 =0, lebo X a X, st nezavislé.

Priklad 75 (farba o¢i a vlasov) Majme premenné farba vlasov (blond BIH, hnedd BrH, rySavd
RH) a farba oé¢i (modrd BIE, hnedd BrE, zelend GE). Ich interakcie si usporiadané v tabulke ako X,
(BIH-BIE), X, (BIH-BrE), X3 (BIH-GE), X, (BrH-BIE), X5 (BrH-BrE), X¢ (BrH-GE), X; (RH-
BIE), Xs (RH-BrE), X9 (RH-GE). Nim zodpovedagice pravdepodobnosti p;,j =1,2,...,9, pozri v ta-
bulke 7. X = (X1, Xo, ..., Xg)T ~ Multy(N,p). Transformujte multinomicky model na sicinovy mul-
tinomicky model nasledovne — vypocitagte (a) riadkové margindlne pravdepodobnosti py. = 2?21 Dj,
Dy = 25:4173‘; p3. = 23271)]-, (b) stlpcové margindlne pravdepodobnosti p1 = p1 + ps + pr,
P2 = D2 + Ps + Ps, P3 = Pz + e + Py, (¢) podmienené pravdepodobnosti pj, = pr;; (d) podmie-
nené pravdepodobnosti py; = pjr; (d) akému cislu si rovné sumy 23:1 Pjje pre kaZdé k a 22:1 Drlj
pre kazdé j?
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Tabulka 7: Kontingencnd tabulka 3 x 3 pravdepodobnosti p; pre tri farby vlasov a tri farby ocf
(multinomické rozdelenie)
farba vlasov/farba o¢i | modrd (BIE) hnedé (BrE) zelend (GE)

blond (BIH) 0.12 0.15 0.03
hneda (BrH) 0.22 0.34 0.04
rysavé (RH) 0.06 0.01 0.03

RieSenie (ciastkové)

Marginalne pravdepodobnosti si

Pr(BIH)=0.3, Pr(BrH) = 0.6, Pr (RH) = 0.1,

Pr(BIE)=0.4, Pr(BrE)=0.5, Pr(GE) =0.1.

Podmienené pravdepodobnosti py; st

Pr(BIH|BIE) =Pr(BIH N BIE) /Pr(BIE) =0.12/0.4 = 0.3,

Pr(BIH|BIE) = Pr(BlLH),

Pr(BrH|BIE) = 0.22/0.4 = 0.55,

Pr(BrH) = 0.6.

Ak vieme, ze niekto ma modré o¢i, potom bude menej pravdepodobné, ze ma hnedé vlasy v porovnani
s tym, ked nevieme, akej farby ma oci. Teda

Pr(BIE|BIH) =0.12/0.3 = 0.4,

Pr(BIE|BIH) = Pr(BIE),

Pr(BrE|BIH) = Pr (BrE),

Pr(GE|BIH) = Pr (GE).

Informécia, Ze mé niekto blond vlasy, ndm nedéva d’alsiu informéciu o farbe jeho odi.

Binomické, multinomické a siéinové multinomické rozdelenie si vhodné v pripadoch, ked” méme
pocet pokusov N nie prilis velké a pravdepodobnosti vyskytu udalosti p nie prili§ malé. V opa¢nom
pripade je vhodné Poissonovo rozdelenie (Agresti, 2002).

Poissonovo rozdelenie. Poissonovo rozdelenie je limitnym pripadom Binomického rozdelenie
Bin(N,p), kde N — oco,p — 0, teda Np — A. Ak je X ndhodnd premennd s Poissonovym
rozdelenim a parametrom 6 = A\, X ~ Poiss()\), potom (Casella a Berger, 2002)

2z —-A
Pr(X =2) =~ 4 =0,1,
x!

Realizaciu ndhodnej premennej X oznacujeme ako z = n. E[X] = X a Var[X] = A. Tomu
koresponduje

N N—z T N —x N!

(1 - - [N - a—p™

(D)= = [ = o] (-0 s

ak N - o00,p—0a Np— A= (Np)* — A\, (1—p)N—>e_’\, 1—p) " —1, %%1.

Znak ,—“ ¢itame ako ,konverguje“ (do nekone¢na, k nule, k A a pod.). V pripade, ze za ,—* je
znak nekonecna, napr. N — oo, potom ¢itame cely vyraz ako ,pre (dostatocne) velké N alebo ,, N
konverguje do nekonecna®.

Priklad 76 (Poissonovo rozdelenie; pocet havarii za tyzden) Ak kazdy z 50 milidnov ludi $o-
féruje auto v Taliansku budici tyZden nezdvisle, potom pravdepodobnost smrti pri autonehode bude
0.000002, kde pocet umrti md binomické rozdelenie Bin(50mil,0.000002) alebo limitne Poissonovo
rozdelenie s parametrom 50mil x 0.000002 = 100.
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Tabulka 8: Pozorované a ocakdvané pocetnosti m,, (zaokrihlené na nula desatinnych miest) Pruskych
armadnych jednotiek, v ktorych nastalo n imrti zapricinenych kopnutim konom

n| O] 1] 2]3|4]5+
1091652231 ] 0
109‘66‘20‘4‘1‘ 0

pozorované m,,
ocakavané m,,

Zovseobecnenim prikladu 79 dostaneme

X1+X2++XJNPOZSS(>\1+>\2++>\J)
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Poissonovo vs. multinomické rozdelenie. D4 sa ukézat, ze
(Xl +X2++XJ) ‘NN MUltJ(N,pl,pQ,...,pJ),

kde N = Zij ap; = )\j/zj)\j,j = 1,2,...,J. Ak X;,j = 1,2,...,J st nezavislé,
X, ~ Poiss();), kde E(X;) = );, potom podmienend pravdepodobnost, ze vsetky X; = z;
za podmienky N =} X; sa rovnd

Pr(Xy =, Xo =29,...,X; =
Pr (Xl:xleZZmQ’._.’XJ:xJ”ZXj:N] _ r( 1 Ty, A2 T2, y A3 J xJ)

5 Pr(Zj Xj=N)
_ [T, A\ e [y _ Nle M LAY
ANe=A /NI [[; Are=ra;!

N1 A\ A
=—TJT(Z) , kdep; = =L,
Hjxj!lzl</\> R

Toto podmienené rozdelenie sa casto pouziva pri log-linedrnych modeloch. Ak médme pocetnosti X
pochédzajice z Poissonovho rozdelenia, potrebujeme ich celkovii sumu N (,grand total®). Teda
potrebujeme podmiené rozdelenie pri danom N, ¢o je v podstate multinomické rozdelenie.

Overdispersion a underdispersion. V praxi ¢asto variabilita presahuje variabilitu dant bino-
mickym ¢i Poissonovym modelom alebo je variabilita mensia ako variabilita dand binomickym ¢i
Poissonovym modelom. Prepokladdme, Ze kazdy ¢lovek mé rovnaki pravdepodobnost’ timrtia pri do-
pravnej nehode budici tyzden. Realistickejsie viak tieto pravdepodobnosti variruji napr. podl’a casu
straveného Soférovanim, zavisia od toho, ¢i osoba méa zapnuté pésy, zavisia od geografickej polohy a
pod.

V pripade overdispersion, teda v pripade, ked rozptyl presahuje stredni hodnotu, je realistickejsie
nahradit Poissonovo rozdelenie negativne binomickym rozdelenim (Agresti, 2002). Ak mame
binomické (prip. multinomické) rozdelenie, tiez moze nastat’ pripad overdispersion, pretoze skutoéné
rozdelenie je zmes roznych binomickych rozdeleni s parametrami varirujucimi kvoli nenameranym
(méticim) premennym.

Negativne binomické rozdelenie. Majme nezavislé identické Bernoulliho pokusy s odpoved'a-
mi X; = 1 (udalost nastala) alebo X; = 0 (udalost nenastala) pre ¢ = 1,2, .... Pravdepodobnost
nastatia udalosti pre kazdy pokus Pr(X; = 1) = p, pravdepodobnost netispechu pre kazdy pokus
Pr(X; = 0) = 1 — p. Nech X je pocet tspechov pred k-tym netuspechom. Potom Pr(X = z) =
(***"p*(1 — p)* m4 negativne binomické rozdelenie s E[X] = kit a Var[X] = kgl om.

X ~ Negbin(k, p). Poissonovo rozdelenie je limitnym pripadom negativne binomického rozdelenia,
kde k — oo, p — 0 a fixovanym kp = .

Priklad 80 (podiel chlapcov a dievéat v rodinach) Nech X predstavuje pocetnost chlapcov
medzi detmi v rodindch. Tu méZeme predpokladat, Ze X = Bin(N,p), t.j. rodina méze mat vychyleny
pomer pohlavi deti v smere ku chlapcom alebo dievéatdm. V realite teda moéZeme mat prilis vela rodin
len s chlapcami alebo len s dievéatami a nemdame dostatok rodin s pomerom pohlavi blizkym 51 : 49
(pomer chlapcov ku dievéatdm). Z toho ndm vyplyva, Ze rozptyl pocetnosti chlapcov bude v skutocnosti
vacsi ako rozptyl predpokladany binomickym modelom Bin(N, p).

Overdispersion v binomickom modeli. Nech X; ~ Bin(N, p;) anech X = X je ndhodne zvolené
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7z X;, kde nédhodny index I = i ma pravdepodobnost 1/m. Budeme teda mat zmes binomickych
rozdeleni s marginalnou pravdepodobnostou

Pr(X =) = E[Pr(X; = z|I)] = %Zpr(xi =1)=— <N>pf(1 —pi)",

BIX] = BIEXGIT] = — 3 BIX] =~ 3 p = Nm,

=1 i=1

kde m =" pi/m a

Var|X] = E[Var[X;|I]] + Var[E[X;|I] = Z Var[X. %Z E2X,] — (Z E[X] /m)
:%ZNpi(l— i) %Z (Np;)? )2:N7T(1—7T)+N(N—1)O'§,

kde 012, je definovans ako pri underdispersion. 7 toho vyplyva, Ze pri ndhodnej volbe z rdznych
individualnych pravdepodobnosti p; je rozptyl vicsi ako rozptyl za platnosti binomického modelu.
angl

Priklad 81 (overdispersion v binomickom modeli) V klasickej stidii pomeru pohlavi u ludi z
roku 1889 na zdklade zaznamov z nemocnic v Sasku (blizsie pozri Lindsey a Altham, 1998; Geissler,
1889) zaznamenal rozdelenie poctu chlapcov v rodindch. Medzi M = 6115 rodinami s N = 12 detmi
pozoroval pocetnosti chlapcov (pozri tabulku 9). Vypocitajte m,, za predpokladu, Ze pocetnosti chlapcov

N
X v rodindch maji binomické rozdelenie s parametrami m = E"N(’]\Zm" = 0.5192 a N = 12, ozn.
X ~ Bin(N,).

Tabulka 9: Pozorované pocetnosti rodin m,, s n chlapcami
n|O] 1| 2| 3] 4| 5] 6| 7| 8| 9] 10]11]12
pozorované m,, | 3 | 24 | 104 | 286 | 670 | 1033 | 1343 | 1112 | 829 | 478 | 181 | 45 |

RiesSenie

Tabulka 10: Oc¢akavané pocetnosti rodin m,, (zaokrihlené na nula desatinnych miest) s n chlapcami
(binomické rozdelenie)

nlo] 1] 2| 3| 4| 5| 6] 7] 8] 9] 10]11]12
ocakavanemn\1\12\72\258\628\1085\1367\1266\854\410\133\26\ 2

Ked porovname pozorované m,, (pozri tabulku 9) a vypocitané (teoretické) m,, (pozri tabulku 10)
zistime, ze pozorované poukazuji na overdispersion, t.j. mame vicsie poCetnosti rodin s malym a angl
velkym mnozstvom chlapcov v porovnani s teroretickymi pocetnost ami.

Underdispersion v binomickom modeli. Nech X7, X,,..., Xy si nezavislé binomické pokusy angl
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s pravdepodobnostami py,ps,...,pn. Nech X = ZZ]\; X;, potom E[X] = ZZ]\; p; = Nm, kde m =
1N
N Diz1 Dis ale

Var[X] =

1=
<
2

S
I
—

N N N
= Zpi(l —pi) = sz‘ - ZP?
—1 =1 i—1

B (s, ()

Nm — Nn? — NU; = N7(1 —7) — No?

p7

M-

i=1

2
kde ‘713 ~ <ZZ i - M) je rozptyl medzi p;. Z toho vyplyva, ze pri roznych individudlnych
pravdepodobnostiach p; je rozptyl mensi ako rozptyl za platnosti binomického modelu.

Overdispersion v Poissonovom modeli. Predpokladajme, ze ndhodna premenna X ma rozp-
tyl Var[X] podmieneny strednou hodnotou E[X] = p, kde p je ndhodnd premennd so strednou
hodnotou E[u] a rozptylom Var[u] = o7.. Teda pre jednotlivé subjekty g, charakterizujiica napr.
nehodu, variruje. Hoci pocet nehdd na subjekt ma rozdelenie Poiss(u), marginédlne rozdelenie bude
charaterizované overdispersion, a teda

E[X,] = B[E[X,|pl] = Elp] a Var[X,] = E[Var[X,,|u]] + Var[E[X,|ul] = E[u] + o,

¢o poukazuje na vacsiu variabilitu v porovnani s Poissonovym modelom. Za predpokladu, ze p méa
gama rozdelenie, mozeme lahko spocitat margindlne pravdepodobnosti, t.j. ak X, méd Poissonovo

rozdelenie so strednou hodnotou g, u m4 hustotu f(u) = ﬁ/ﬂfl)\“eﬂﬂ. Nshodnd premennd X
predstavujica zmes X, ma strednt hodnotu E[X] = Efu] = § a rozptyl Var[X] = E[u] + Var[u] =
§ + 5z. Marginalna pravdepodobnost pre z = 0,1,..., je potom rovnd
— — _ _ —/Jlu_z _ A” z, a—1_—Apn
Pi(X =) = EIPI(X, = alp)] = Ele ] = (2 [eomptpetevay

. XT(z4+a) (z4+a-—1 A\ . A\

A+ DrTrel(a)! | a-—1 A1 A+1) 7
kde (x +a — 1)l =T'(z + «). Ide teda o negativne binomické rozdelenie, kde X je pocet netspechov
(tirazov, zlyhanif) zaznamenanych po «a tspechoch, pravdepodobnost tispechu m = 2~ a pomer

A1
zlyhani p = 177”04.

Priklad 82 (overdispersion v Poissonovom modeli) Majme pocetnosti robotnikov m, s n
trazmi v tovdrni (pozri v tabulku 11; Greenwood a Yule (1920)). Vypocitajte ocakdvané pocetnosti
robotnikov za predpokladu, Ze pocetnosti urazov na robotnika X maji Poissonove rozdelenie s para-

metrom \ = XZ:I St = 0.47, ozn. X ~ Poiss()).

Tabulka 11: Pozorované pocetnosti robotnikov m,, s n trazmi v tovarni
n| 0| 1] 2] 3|4[>5
pozorované m,, | 447 [ 132 [ 42|21 | 3] 2

RieSenie

Ked porovname pozorované m,, (pozri tabulku 11) a vypocitané (teoretické, ocakdvané) m,, (pozri
tabulku 12) zistime, Ze pozorované poukazuji na overdispersion, t.j. mame viac robotnikov bez tirazu
ako aj viac robotnikov s vA¢sim mnoZstvom tirazov v porovnani s teoretickymi pocetnost'ami.
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Tabulka 12: Ocakdvané pocetnosti robotnikov m,, (zaokrihlené na nula desatinnych miest) s n tirazmi
v tovarni (Poissonovo rozdelenie)
n| 0] 1] 2[3]>4
1

213
otakdvané m,, | 406 | 189 | 44 | 7 |

2.1 *Simula¢ny experiment ako nastroj Stidia teoretickych vlastnosti
modelov

Monte Carlo (MC) experiment. Pojem MC metéda je zndmy od 40. rokov dvadsiateho storocia
a zaviedli ho fyzici pracujici na projekte o jadrovych zbraniach v Los Alamos National Laboratory,
menovite Stanislav Ulam, Enrico Fermi, John von Neuman a Nicholas Metropolis. MC je odvodené
od kasina v Monaku, kde Ulamov stryko hraval hazardné hry. Pouzitie tzv. nadhodnosti a opako-
vatelnosti MC procesu je analogické aktivitdm v kasine. Prvykrat metédu pouzil Enrico Fermi
v roku 1930 na vypocet vlastnosti novoobjaveného neutrénu. MC experiment bol pouzity tiez v 50.
rokoch dvadsiateho storocia pocas vyvoja vodikovej bomby. U.S. Air Force bola v tom case hlavnou
organizaciou zodpovednou za financovanie a rozSirenie informécie o MC metddach, ktoré si zacali
hladat cestu k mnohym d'alsim aplikdcidm, najprv vo fyzike, neskor v chémii a nakoniec aj v mate-
matike a Statistike. V statistike sa MC metddy pouzivaji na studovanie asymptotickych vlastnosti
odhadov a testovacich statistik (prip. statistickych modelov) a zist'ovanie ich sprdvania sa za kontro-
lovanych podmienok (pozri napr. Rizzo, 2007; Gentle, 2009). Jediny predpoklad dobrej simulécie
pseudondhodnych é&isel pouzivany v MC metédach je dostatoénd nahodnost v sirSom slova
zmysle (Suess a Trumbo, 2010).

Simula¢ny experiment (mnohonésobne opakované ndhodné vybery) musi spiﬁat’ nasledovné
tri kritéria (Robert a Casella, 2010)

1. relevantnost — vygenerované (simulované) ddta musia byt generované na zdklade relevantnych
pravidiel, napr. kombindcia minulych skisenosti a suc¢asnych dat, hypotetického pravdepodob-
nostného alebo statistického modelu, ktory chceme studovat a pod.;

2. stabilita — centrdlna limitnd veta (CLV; pouZitelnd aj pre n mensie ako 100) a dva zdkony
velkyjch ¢isel (pouzitelné pre n vicsie ako 100 alebo 1000) garantuji, ze ak je pldn simulacne;
studie spravny a simuldcia méd dostatocne vela opakovani, dostaneme stabilny vysledok na-
miesto nahodného sumu;

3. diagnostika — pomocou réznych numerickych a grafickych metéd mozeme rozlisit’ signdl od
Sumu, napr. porovnanie numerického a analytického rieSenia, porovnanie viacerych podobnych
modelov, pouzitie dostatoéného mnozstva opakovani a pod.

Veta 1 (CLV) Nech X;, i =1,2,...,n, st iid ndhodné premenné s rovnakou strednou hodnotou
E[X;] = u € R a koneéngm rozptylom Var[X;] = o> < oo. Potom #E(Z?:l X; — np) md
limitne (pre dostatocne velké n) standardizované normdlne rozdelenie (t.j. konverguje v distribicii

k standardizovanému normdlnemu rozdeleniu N(0,1); Wasserman (2000).

Veta 2 (Slaby zakon velkych ¢&isel) Nech X;, i =1,2,...,n, si #d ndhodné premenné s rov-
nakou strednou hodnotou E[X;] = p € R a konecngm rozptylom Var[X;] = o® < oo. Nech
X, =13 X;. Potom pre kazdé € > 0 plati lim,_..c Pr(| X, — p| < €) =1, t.j. pre dostatocne
velké n plati, e X,, konverguje v pravdepodobnosti k yu (Lehmann, 1999).
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Veta 3 (Silny zdkon velkych &isel) Nech X;, i = 1,2,...,n, si iid ndhodné premenné s rov-
nakou strednou hodnotou E[X;] = u € R a koneéngm rozptylom Var[X;] = o* < oo. Nech
X, = 13" | X;. Potom pre kazdé € > 0 plati Pr(lim, .o | X, — p| < €) = 1, t.j. pre dostatocne
velké n plati, e X, konverguje skoro iste k pu (Lehmann, 1999).

CLV a zékony velkych &fsel ndm v praxi zabezpeéia pouZitie nejakého modelu rozdelenia pravde-
podobnosti na realne data za predpokladu, ze mame dostatoéne velky rozsah ndhodného vyberu
(DasGupta, 2008). Dosledky pouzitia modelu rozdelenia pravdepodobnosti na redlne ddta s malym
rozsahom siahaji od nespravneho pouzitia Statistického modelu po nespravne pouzitie statistického
testu, coho dosledkom je nedoveryhodnd interpretédcia vysledkov statistickej analyzy.

Priklad 83 (binomicky rozdelenie, simulaénd studia) Vygenerujte pseudondhodné cisla X (po-
cetnosti uspechov) opakovane M-krdt (M = 1000) z Bin(N, p), kde N =5 ap = 0.5. Vytvorte tabulku
vygenerovanych (simulovanych) ako aj teoretickijch relativnych pocetnosti (pren = 0,1,...,5). Super-
ponugte histogram vygenerovanijch pseudondhodnijch ¢isel s teoretickou pravdepodobnostnou funkciou.

Riesenie (pozri tabulku 13 a obrdzok 12)

Tabulka 13: Simulované a teoretické relativne pocetnosti ispechov
relativne pocetnosti/n | 0 1 2 3 4 5
simulované | 0.025 0.151 0.310 0.322 0.168 0.024

teoretické | 0.031 0.156 0.312 0.312 0.156 0.031

0.25 0.30

=X)

0.15 0.20

Pr(X

0.05 0.10

.

0.00
L

uspechy X

Obr. 12: Histogram vygenerovanych pseudonahodnych ¢isel superponovany spojnicovym grafom teo-
retickej pravdepodobnostnej funkcie X

Priklad 84 (binomické vs. normaélne rozdelenie) Nech Xy ~ Bin(N,p), potom mézeme ap-
roximovat binomické rozdelenie normdlnym nasledovne — Xy ~ N(Np, Np(1 — p)), kde tiez plati
Iy = &N N(0,1). Ukdste, e CLV plati pre N =100 a p = 1/2 na tri desatinné miesta.

v/ Np(1-p)

Riesenie (aj v ®)
Priklad hovori o tom, ako dobre normalne rozdelenie aproximuje binomické pri rozsahu N = 100, ¢o
je dolezité pri testovani hypotéz.
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E[Xn] = Np =50, /Var[Xy] = /Np(l — p) =5.

Ak Yy = Xy/N, potom Pr(]Yy —1/2| < ¢€) = 0.236, kde ¢ = 0.02. Pr(0.48 < Yyoo < 0.52) = Pr(48 <
Xigo < 52) = Pr(48.5 < Xy99 < 51.5) = Pr(2550 < 7,y < 22299 kde X199 ~ N(50,5) s pouzitim
pravy na spojitost.

pbinom (51,100, .5) -pbinom (48,100,.5) # 0.2356466
pnorm (51.5,50,5) -~pnorm(48.5,50,5) # 0.2358228

Vysledky sa zhodujui na tri desatinné miesta. Vseobecne plati Xy, ~ N(M/2, M/4)a Yy = Xy /M ~
N(1/2,1/(4M)).

Priklad 85 (normélne rozdelenie, simula¢na stadia) Na zdklade simulaénej stidie preverte,
Ze ak X ~ N(150,6.25), potom X, ~ N(150,6.25/n). Pouzite (1) n =75, (2) n =30 a (3) n = 100.
Pre kazdi simuldciu X vypocitajte aritmetické priemery T,,, m =1,2,..., M, kde M = 1000. Super-
ponugjte ich histogram v relativnej skdle s teoretickou krivkou hustoty pre X,. Vypocitajte Pr(X, >
151) pre n = 30 zo simulovanych ddt a porovnajte tento vijsledok s teoretickou (ocakdvanou) pravde-
podobnostou.

Riesenie (aj v ®) (pozri obrdzok 13)
Priklad hovori o tom, Ze ak m4 ndhodnd premennd X, normélne rozdelenie, bude mat normélne
rozdelenie aj aritmeticky priemer X, ¢o je dolezité pri testovani hypotéz.

Pr(X,, > 151) = Pr(Zt2 > ) & $(2.190800) = 0.01422087, kde n = 30,

M <- 1000; n30 <- 30

X30 <- matrix(0,M,n30)

for (i in 1:M) X30[i,] <- rnorm(n30,150,sqrt(6.25))

x.bar30 <- rowMeans (X30)

# pravdepodobnosti

mean (x.bar30>151) # 0.014238

1-pnorm ((151-150) /sqrt (6.25/n30)) # 0.01422987

# obrazok pre n=30

windows (5,5)

par (mar=c(5,4.5,1,1))

hist(x.bar30,probability=TRUE,col="gray" ,main="",
ylab="hustota",xlab="priemery",sub="n=30",cex.lab=1.2,cex.sub=1.2)

xmin <- 150-3*sqrt (6.25/n30)

xmax <- 150+3*sqrt (6.25/n30)

curve (dnorm(x,150,sqrt (6.25/n30)) ,from=xmin, to=xmax,lwd=2,add=TRUE)

Pri dostatocne velkom pocte opakovani vidime zhodu medzi teoretickym a simulovanym rozdelenfm
X, na tri desatiné miesta (pri vypocte zadanej pravdepodobnosti).

N i /TN = »

| i

N
4

0.8

03
|
|
1
06
1
)
_—

hustota
0.2

hustota

hustota

0.4
L

0.1
0.2
1

0.0
L

< o
=1 =5

r T T T T T 1 r T T T T T 1 r T 1
147 148 149 150 151 152 153 148.5 149.0 149.5 150.0 150.5 151.0 151.5 149.5 150.0 150.5

riemer, riemer: riemer:
P n=5 Y P n=30 Y pn=100y

Obr. 13: Histogram vygenerovanych priemerov superponovany teoretickou krivkou hustoty X,

(11. decembra 2014)



KATINA, S., KRALIK, M., HUPKOVA, A., 2014: APLIKOVANA STATISTICKA INFERENCIA 1 67

Priklad 86 (normdlne rozdelenie, simulaéna stidia) Nech (a) X ~ N(u,0%), p =0, o* =1,
(b) X ~ Exzp(\), A = 1/3, (¢) X ~ Unif(min, max),min = 0,max = 1, (d) X ~ [pN(0,1) +
(1 —=p)N(0,10)], kde p = 0.9. Pouzite ®R na simuldciu pseudondhodnyjch éisel z danijch rozdeleni —
rozsahy nahodnich vyberov n = 2,5, 20,50, 100 a 500. Pre kazdu simuldciu X vypocitajte aritmetické
priemery Ty, m = 1,2,..., M, kde M = 1000. Zobrazte ich do histogramu v relativnej Skdle a
superponujte ho s teoretickou krivkou hustoty N(u,o?/n) prishichajicej danej simuldcis.

Priklad 86 slizi na zistenie vlastnosti rozdelenia vyberového priemeru pri roznych situdcidch. Exp(\)
je exponencidlne rozdelenie s parametrom A\, Uni f(min, max) je rovnhomerné rozdelenie s parametrami
min a max. Zmes dvoch norméalnych rozdeleni predstavuje 10% primes normélneho rozdelenia s
vAcSim rozptylom rovnym o2 = 10 v normélnom rozdeleni s mensim rozptylom rovnym o2 = 1, éim
sme docielili vyskyt 10 % odlahlych pozorovani.

Priklad 87 (normélne rozdelenie, simulaéna stidia) Nech X ~ N(pu1,0%) a Y ~ N(pg,03).
Potom X, —Y p, ~ N (p1—piz, Z—f—i—%) Generujte pseudondhodné ¢isla X a'Y rozdeleni N(j;,073), j =
1,2, kde py = 100,01 = 10, iz = 50,09 = 9 pri (a) ny = 4,ns =5, (b) ny = 100, ny = 81. Pre kazdi
simuldciu X a'Y vypocitagte rozdiel T,, —7,,,m = 1,2,..., M, kde M = 1000. Superponujte histo-
gram tyjchto rozdielov v relativnej skdle s teoretickou krivkou hustoty rozdielu X,, —Y ,,. Pre pripad
(a) aj (b) vypocitajte Pr(X,, — Y n,) < 52 na zdklade empirického (vygenerovaného) a teoretického
rozdelenia X,, — Y pn,.

Priklad 87 slizi na zistenie vlastnosti rozdelenia rozdielu dvoch vyberovych priemerov pri réznych
situdcidch. Pri dostatocne velkom pocte opakovani vidime zhodu medzi teoretickym a simulovanym
rozdelenim X, — Y, na dve desatiné miesta (pri vypocte zadanej pravdepodobnosti; pozri obrazok
14).

0.30
|

0.04 0.06
| | |
N|\

Y
4
]

0.20

| |
| |
)
T

hustota
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rozdiel priemerov rozdiel priemerov
ni=4,n,=5 n, =100, n, =81

Obr. 14: Histogram vygenerovanych rozdielov priemerov superponovany teoretickou krivkou hustoty
rozdelenia X,, —Y,,

2.2 *Statistika

Definicia 15 (Statistika) Lubovolnd funkcia T(-): Y — R", pre nejaké r € N ndhodného vijberu
(X1, Xo,..., X)), kde funkcia T = T(X1,Xo,...,X,) nezdvisld na 0 sa nazjva Statistika a
hodnota t = T(xq,xe,...,x,) korespondujica realizicidm xy,xs,...,x, sa nazjva realizdcia
Statistiky (pozorovand hodnota Statistiky).

Priklad 88 (Statistika) Majme ndhodny vgber (Xy, Xo, ..., X,)T, kde X; € Ryi = 1,2,...,n, po-
tom prikladmi Statistik si: Ty =Y 0 X; € R, T => " X2 e RTU{0}, T = (O, X4, > XP)
€ R%
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Statistiky teda mozu byt nghodné premenné alebo ndhodné vektory, ktoré sumarizuji informéciu o
détach, zjednodusuji pohlad na ne a umoziuji na ich zédklade data jednoduchsie popisat’ a lahsie
interpretovat.

Priklad 89 (Statistika; priklady) (a) Vypocitajte statistiku Ty = Y-, X; pre realizdcie ndhodnej
premennej X najvdcsia di¥ka mozgovne (skull.L; mm; ddta: one-sample-mean-skull-mf.txzt).
V tomto pripade ide o citatel’ aritmetického priemeru T. (b) vypocitajte Statistiku T = Y 1 | X?
pre realizdcie ndahodnej premennej X = X1 — X, kde X predstavuje stranovy rozdiel vertikdlneho
priemeru v strede dl/zvky tela klticnej kosti na pravej aj lavej strane tela (length.R a length.L; v mm;
ddta: paired-means-clavicle2. tzt). V tomto pripade ide o sumu $tvorcov stranovijch rozdielov.

Definicia 16 (postacujica Statistika) Pre statisticky model F je Statistika T'(x) postaéujica
pre parameter 6, ak md rovnakid hodnotu pre dva body rézne x1 a xo z vyberového priestoru Y iba
ak tieto body maji ekvivalentné funkcie vierohodnosti (Azzalini, 1996), t.j. pre

Vo, xe €Y T(x1) = T(xg) = L(0,21) = L(0, ) pre vetky 6 € O.

Detaily o funkcii vierohodnosti pozri v kapitole 2.3 *Funkcia vierohodnosti. Aj napriek tomu, ze
nebijektivna transformécia obsahuje ,,véetku informéciu o datach®, treba mat na zreteli, Ze to stvisi s
volbou modelu, t.j. ak sa zmen{ model, Statistika uz nemus{ byt postacujiica (Bickel a Doksum, 2006).
Preto je vo I'ba modelu velmi dolezitd. Andél (2011) uvadza ind definiciu postacujicej Statistiky.

Definicia 17 (postacujiica statistika) Statistika T(X) sa nazgjva postacugiica statistika pre
parameter 0, ak podmienené rozdelenie vektora X = (X1, Xo, ..., X,)T pri danom T(X) nezdvisi
na 6.

Predchéadzajica definicia hovori o tom, ze ak T'(X) je postacujica statistika pre €, potom kazda
inferencia o 0 zavisi na X len cez hodnotu 7'(X), t.j. ak x a y st dve realizicie a T'(x) = T(y),
potom inferencia o 6 bude rovnaké nezdavisle na tom, ¢i sme pozorovali X = x alebo Y =y.

Veta 4 (postacujica statistika) Ak fi(x]0) je zdruzend hustota X a fo(t|0) je hustota T'(X),
potom T(X) je postacugica Statistika pre 6, ak pre vsetky x je podiel f1(x|0)/f2(t|0) konstanta
nezavisld na 0 (Casella a Berger, 2002).

Priklad 90 (postacujica Statistika binomického rozdelenia) Nech X;, i =1,2,... N, si iid
Bernoulliho pokusy a X = Ziil X;. Potom X ~ Bin(N,p). Ukdzte, ze T(X) = Zf;l X; je po-
stacujuca Statistika pre p.

RieSenie
fix|p)/ f2(tlp) = Hfil pri(l — p)lfmi/((];[)pt(l —p)N ) = 1/( in). Tento podiel je nezavisly na p,

t.j. sticet jednotiek obsahuje véetku informéaciu o p, ktora je v datach.

Priklad 91 (postacujiica statistika normdalneho rozdelenia) Nech X; ~ N(u,0?), kde i =
1,2,...,n, si id premenné a o* pozndme. Ukdzite, Ze T(X) = Zfil X;/n = X je postacujica
Statistika pre pu.

(11. decembra 2014)



KATINA, S., KRALIK, M., HUPKOVA, A., 2014: APLIKOVANA STATISTICKA INFERENCIA 1 69

RieSenie
A/ fa2(tlp) = TI, f(e, )/ fa(tlp), kde f(z, 1) je hustota normélneho rozdelenia a fo(t|u) =
(2m0? /n) Y2 exp(—n(T — pu)?/(20?)). Po viacerych algebraickych tipravach dostaneme

n

R/ fo(tln) =072 2r0%) "D P exp(= Y (2 = 7)%/(207)).

i=1
Tento podiel je nezavisly na pu, t.j. X obsahuje véetku informéciu o p, ktord je v datach.

D4 sa ukézaﬁ_,ie ak X; ~ N (u, 0%),kdei=1,2,...,n, stiid premenné, potom T (X) = (X, Y1, X2)T
a Th(X) = (X, >, (X; — X)*)T st postacujuce statistiky 0 = (u,02)".

Specidlnym pripadom Statistiky je testovacia Statistika, ktord ma klicovid tlohu pri testovani
hypotéz.

Priklad 92 (testovacia Statistika, simulaéna studia) Na zdklade simulacnej Stidie preverte, Ze
ak ndhodnd premennd X md asymptoticky binomické rozdelenie Bin(N,p), potom testovacia Statistika

Iy = %, ma asymptoticky normdlne rozdelenie N(0,1). PouZite p = 0.1,0.5,0.9, a N =

5,10,30,50 a 100. Okomentujte vysledky v spojitosti s Haldovou podmienkou Np(1 —p) > 9. Pre
kazdi simuldciu X vypocitajte zw,m, m =1,2,..., M, kde M = 1000. Superponujte histogram vyge-
nerovanych testovacich statistik v relativnej skale s teoretickou krivkou hustoty Zy.

Priklad 92 hovori o pouziti jednovyberovej testovacej Statistiky pre parameter binomického rozdelenia
(pravdepodobnost) pre rozne pravdepodobnosti a rozne pocetnosti. Ak Haldova podmienka nie je
splnend, nie je mozné testovaciu statistiku pouzit’.

Priklad 93 (testovacia Statistika, simula¢na stidia) Na zdklade simulacnej Studie preverte, Ze
ak (a) X ~ N(u,0%), kde p = 0,02 =1 a (b) X ~ [(1 —p)N(p,0?) + pN(u,0%)], kde p = 0.05 a
o2 = 2, potom testovacia Statistika F = (n;12)52 md asymptoticky x%_, rozdelenie s n — 1 stupriami
volnosti. PouZité rozsahy ndhodnijch vijberov n = 15 a n = 100. Pre kaZdu simuldciu X vypocitajte
Foorm, m=1,2,..., M, kde M = 1000. Superponugte histogram vygenerovaniych testovacich Statistik

v relativne; skdle s teoretickou krivkou hustoty F.

RieSenie

Priklad hovori o pouziti jednovyberovej testovacej Statistiky pre parameter normalneho rozdele-
nia (rozptyl) pre rozne teoretické rozdelenia a rozne rozsahy ndhodnych vyberov. Ak st vychylky
od normality prili§ velké, nie je mozné testovaciu Statistiku pouzit. Vieme, ze E[S?] = 0? =1 a
Var[S? =20%/(n—1)=2/(n—1), E[F] =n—1a Var[F] = 2(n — 1), t.j. chceme, aby sa vysledky
simula¢nej §tudie priblizili tymto teoretickym hodnotdm (pozri tabulku 14).

Tabulka 14: Teoretické hodnoty strednych hodnot a rozptylov S? a F' a ich odhadny zo simulacnej
studie pri n =15 an = 100
odhady po¢itané pri simuldcii | E[S?] Var[S?] E[F]  Var[F)]
teoretické hodnoty, n = 15 | 1.0000  0.1429  14.0000  28.0000
N(u,0%), n=15]1.0003 0.1458 14.0039  28.5763
X ~[(1=p)N(p,0%) +pN(p,02)], n =15 | 1.2015  0.2943  16.8213  57.6880
teoretické hodnoty, n =15 | 1.0000  0.0202  99.0000 198.0000
N(u,0%), n =100 | 0.9985  0.0198 98.8552 193.7022
X ~[(1=p)N(p,0%) + pN(p,0?)], n =100 | 1.1596  0.0342 114.8005 335.5359

Pri dostatoéne velkom pocte opakovani vidime zhodu medzi teoretickym a simulovanym rozde-
lenim F', len ak ide o ddta z norméalneho rozdelenia (pozri obrézok 15).
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Obr. 15: Histogramy vygenerovanych testovacich statistik v relativnej skdle superponované s teore-
tickymi krivkami hustoty F; X ~ N(0,1) (Tavy stlpec) a X ~ [(1 — p)N (i, 0?) + pN(u, 0%)] (pravy
stlpec); n = 15 (horny riadok), n = 100 (dolny riadok)

2.3  *Funkcia vierohodnosti

Funkcia vierohodnosti je najpouzivanejsou funkciou v statistike. Sumarizuje informacie dostupné
z dat v podobe logaritmu, prvej a druhej derivacie. Pouziva sa nielen pri odhadovani parametrov
rozdeleni pravdepodobnosti, ale aj pri testovani hypotéz a statistickom modelovani.

Majme statisticky model F = {f(, 0):0c0C Rk}. Nech k = 1. Ak uz bolo x pozorované,
hodnota funkcie hustoty f(6,x) zavisi len od 6. Této funkcia ndm déva pravdepodobnost (hustotu)
pozorovani, a priori vo vztahu k experimentu, ktoré sme predtym pozorovali. Ak chceme porovnat
alebo zoradit 0,0, € © podla dolezitosti, pouzijeme podiel f(x,60;)/f(x,0:), ak existuje. Tento
podiel sa nezmeni, ak ¢itatel a menovatel vyndsobime nejakou konstantou ¢ nezdvislou na 6. D4 sa
preto povedat, ze f(6,x) je vhodnd na porovnanie prvkov mnoziny © az na multiplikativnu konstantu
¢ (Pawitan, 2001).

Definicia 18 (funkcia vierohodnosti) Pre statistickyy model F, na zdklade ktorého predpo-
kladdme, Ze x € R boli pozorované, pouzijeme pojem vierohodnost (vierohodnostnd funkcia)
pre funkciu © — RT U {0} definovani ako (Cox, 2006)

L(@,X) = C(X)f(xv 9)7

kde ¢ € R je nezdvisld na 0 a f(x,0) =[], f(x:,0).
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Zépis L(0,x) neindikuje z4vislost na x, a preto sa ¢asto pouziva zdpis L(0|x); podobné plati aj pre
hustotu, t.j. ¢asto sa pouziva f(z;]0). Tiez je jedno, ¢i piseme ¢ alebo ¢(x), ked'ze vierohodnost je
funkciou 6. V skutocnosti L(f]x) definuje triedu funkcii, ktorej prvky sa odlisuji vd'aka multipli-
kativnej konstante c. Z vyssie uvedenej definicie vyplyva, ze dva body asociované s proporcionalnymi
hustotami determinuji rovnaki vierohodnost’, t.j. ich vierohodnosti si ekvivalentné. Vierohodnost
ale nie je pravdepodobnostou. Vierohodnost je nezdpornd a vo vicsine pripadov pozitivna pre vetky
0, preto mozeme definovat prirodzeny logarimus funkcie vierohodnosti ako (Brazzale a kol.,
2007)

In(L(0]x)) = 1(0|x) = Inc + In(f(x]0)),
kde I(0|x) = —oo ak L(A|x) = 0. V zmysle ¢ ide teda o triedu funkeii.

Definicia 19 (slaby princip vierohodnosti) Pre Statisticky model F = {f(-;0) : 0 € O} dva
body z1,7o € R, kde plati L(0, 1) ~ L(0,15), musia viest k rovnakému zdveru (inferencnému
zaveru,).

7 definicie 19 vyplyva, ze vSetka informécia o 6 je obsiahnutd vo funkcii vierohodnosti pre realizacie
x (z nejakého experimentu). Dve funkcie vierohodnosti parametra 6 obsahuji rovnaki informéaciu o
0, ak si proporcionalne pre nejaké x (z rovnakych alebo rozdielnych experimentov).

Definicia 20 (silny princip vierohodnosti) Majme x1 z modelu Fy = {f1(-;0) : 0 € O} a
z modelu Fy = {fo(;0) : 0 € O}, kde L(0,11) ~ Lo(0,z3). Potom body x1,7rs € R musia viest k
rovnakému zaveru (inferencénému zdveru,).

Priklad 94 (principy vierohodnosti) Majme binomické rozdelenie (N je fizrované a ndhodnd pre-
mennd je pocet uspechov) a negativne binomického rozdelenia (pocet tspechov je fixzovany vopred a
ndhodnd premennd je pocet zlyhani pozorovany pred zastavenim sekvencie pokusov). Ak x1 je pocet
tspechov a xo pocet neuspechov a 6 pravdepodobnost tspechu, potom (Azzalini, 1996)

N
Ll(gyl'l,l'g) = ([E >0m1(1 — Q)zz,l'l = ].,2,. . .,N;l’g =N — Ty,
1

1‘1+{E2—1
T

Ly(0|xy, 20) = (

kde jadro funkcie vierohodnosti pre oba pripady bude rovné Ly (0|1, xs) = Lo(0|x1,x9) = 6% (1 —6)*2

>9“(1—9)I2;x1:1,2,...;352:1,2,...,

Cast funkcie vierohodnoti zahffajica parameter sa nazyva jadro (kernel). Kedze maximalizicia
funkcie je vo vztahu k parametru, zvySok (nejakd konstanta) nezavisly na parametri je pri maxi-
malizacii nepotrebny. Jadro funkcie vierohodnosti je ¢asto znacené rovnako ako samotna funkcia
vierohodnosti (ku ktorej je proporcionalne).

Statisticka tedria je kompromis réznych logicky korektnych poziadaviek pouzitych v kombindcii
smerujuci k praktickym potrebam. V praxi slaby princip vierohodnosti plati takmer vzdy, ale silny
princip vierohodnosti iba niekedy (Cox a Donnelly, 2011).

Definicia 21 (maximdlne vierohodny odhad) Mazimdine wvierohodny odhad parametra 6,
ozn. QML =0 (ozn. ML casto newvdadzame a nahrddzame ho slovnym spojenim ,MLE 0 je rovné g«

alebo skratene ,MLE ) “) je takd hodnota parametra 6, ktord mazimalizuje funkciu vierohodnosti
L(0|x); pozri Coz (2006); Lehmann a Casella (1998).

Ak X ~ N(u,0?), potom maximalne vierohodnymi odhadmi parametrov pu a ¢? si i = 7 a 6> =

@32. Ak X ~ Bin(N,p), potom maximélne vierohodny odhad p je p = z/N.
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Definicia 22 (funkcia vierohodnosti binomického rozdelenia a jej jadro) Nech X je nd-
hodnd premennd, ktord md binomické rozdelenie s parametrami N a p, t.j. X ~ Bin(N,p). Re-
alizicia X je x = n. Potom jadro funkcie vierohodnosti ma tvar L(plx) = p® (1 — p)N_gC a jeho
logaritmus je rovny l(p|z) = xlnp+ (N — x)In (1 — p); pozri (Bickel a Doksum, 2006). Binomicky
koeficient, kombinacné cislo (JZ), nepiseme, lebo ho pri maximalizdcit nepotrebujeme.

Definicia 23 (funkcia vierohodnosti multinomického rozdelenia a jej jadro) Nech X je
ndhodnd premennd, ktord md (J-rozmerné) multinomické rozdelenie s parametrami N a p, t.j.
X ~ Multy (N,p), kde X = (X1, Xo, ..., X;)T. Realizicia X; je x; = n;. Funkcia vierohodnosti
je proporciondlna ku jadru vierohodnosti L (p|x) = szl p;.jj a jej logaritmus [ (p|x) = ijl xjInp;
(Casella a Berger, 2002). Konstantu N!/ H]. x;! nepiseme, lebo ju pri mazimalizdcii nepotrebujeme.

Definicia 24 (funkcia vierohodnosti Poissonovho rozdelenia a jej jadro) Nech X je
ndhodnd premennd, ktord md Poissonovo rozdelenie s parametrom A, t.j. X ~ Poiss(\). Potom
jadro vierohodnoti (Casella a Berger, 2002)

L (AJx) = A= i N
a jeho logaritmus 1 (\x) = Zfil riIn X — NX. Menovatel funkcie vierohodnosti xq!xs! ... xy!
nepiseme, lebo ho pri maximalizdacit nepotrebujeme.

Priklad 95 (maximélne vierohodné odhady; Poissonovo rozdelenie) Kazdy rok za poslednijch
pét rokov boli v nejakom meste registrované 3, 2, 5, 0 a 4 zemetrasenia za rok. Za predpokladu, Ze
pocet zemetrasent za rok X md Poissonovo rozdelenie s parametrom A, t.j. X ~ Poiss(\), odhadnite
A (X predstavuje ocakdvani pocetnost zemetraseni za rok).

RieSenie
Logaritmus funkcie vierohodnosti [ (\|x) = sz\; z;ln A — N, potom % = &2 — N, z ¢oho

vyplyva, ze A =7. Teda ak N = 5, vieme vypocitat A= ZTz =7, ktory je rovny 2.8.

Vo v8eobecnosti piseme funkciu vierohodnosti pre Poissonove rozdelenie s parametrom A a pozoro-
vanymi pocetnostami m, ako L(A|x) = [[,p", kde p, = Pr(X = n) = e *\"/n! a logaritmus
jadra funkcie vierohodnosti ako [(A|x) = =AY m, + >, nm,InA. Maximalne vierohodny odhad

3 >, nmp
)\7 an" '

Maximélne vierohodny odhad zjednodusuje pohl'ad na funkciu vierohodnosti, pretoze éislo pred-
stavujice odhad je jednoduchsie ako funkcia. Vseobecne vsak jedno ¢islo (odhad parametra) nie
je postacujice na to, aby reprezentovalo funkciu vierohodnosti. Ak je funkcia vierohodnosti dobre
aproximovana nejakou kvadratickou funkciou, potom potrebujeme na jej opis najmenej dve
charakteristiky — polohu maxima a zakrivenie v maxime. Presnejsie potrebujeme aproximéciu lo-
garitmu funkcie vierodnosti okolo maximalne vierohodného odhadu 6 polohy maxima nejakou
kvadratickou funkciou. V tomto pripade nazyvame funkciu vierohodnosti requldrnou. Prvi derivaciu
logaritmu funkcie vierohodnosti nazjvame skére funkcia a oznacujeme ju ako S(6) = Zi(6|x). Z

tejto rovnosti je zrejmé, ze maximalne vierohodny odhad ) je riesenim vierohodnostnych (skére)
rovnic S(f) = 0. V maxime je druhd derivéicie logaritmu funkcie vierohodnosti zapornd a zakri-
venie v bode # bude rovné Fisherovej miere informéacie T (5), kde Z() = —g—;l(@\x)]@:g. Velké
zakrivenie zodpovedd strmému a uzkemu vrcholu, ¢o indikuje mensiu neistotu o 6. 7 (5) nazyvame
pozorovana Fisherova miera informacie. Maximalne vierohodny odhad rozptylu odhadu
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—

~ ~

parametra 6 potom mozeme definovat ako Var[d] = 1/Z(6). Oc¢akdvand Fisherova miera in-
formdcie je definovand ako 1(6) = E[S?(0)] = Var[S(0)] = —E[Z5(0)]. Kedze X;,i =1,2,...,n,

st nezavislé, potom plati 1(0) = ni(), kde i(0) je Fisherova miera informdcie jedného pozorovania.

Priklad 96 (Z(p) a rozptyl pre p; X ~ Bin(N,p)) Z funkcie vierohodnosti odvodte pozorovani

Fisherovu mieru informdcie Z(p) a rozptyl Var[p.

Riesenie
l(g?\:l:) =zlnp+ (N —2z)In(l —p) = Nﬁln};—i— N(1—-p)In(1l —p), potom
oal(plr) = = (Np) /p* =N (1—=p) /(1 —p)".
Ak dosadime p = p, dostaneme

2 e PR N2 PR e PR
5l (p2) =5 = — (ND) /P> =N (1 —=p) /(1 =Dp)" =[-N(1—-p) = Np] /[p(1 - D)
= —N/[p(1 — p)], z coho vyplyva, ze

|

hSHY

1

(1-p)
Z(p) '

=V
ar N

Priklad 97 (I(;\\) a rozptyl pre \; X ~ Poiss()\)) Kazdy rok za poslednijch pit rokov boli v ne-
jakom meste registrované 3, 2, 5, 0 a 4 zemetrasenia za rok. Za predpokladu, Ze pocet zemetraseni za
rok X ~ Poiss()\), odhadnite rozptyl parametra A a vypocitajte hodnotu tohoto odhadu rozptylu pre
pocet zemetrasend.

RiesSenie -

CIx) = — 2% 2 ¢oho po dosadeni \ = X dostaneme —— = Var[\] =

2 05 ktory je rovny 0.56.

¥
Ako vhodny sp6sob aproximaécie logaritmu funkcie vierohodnosti [(0|x) a [(6|x) a nejakej funkcie g(#)
a g(0), sa javi jednorozmerny a mnohorozmerny Taylorov rozvoj r-tého radu. Této aproximécia
je dostatocne dobré z hladiska konvergencie ku funkcii, ktort aproximujeme.

Definicia 25 (Taylorov rozvoj r-tého radu) Ak ewxistuji r-té derivdicie funkcie g(x), ozn.
g (z) = 88; -g(x), potom definujeme Taylorov rozvoj r-tého rddu pre nejaki konstantu a nasledovne

(Casella a Berger, 2002)

" o0 ‘
75 = Y- e - o'

Pri praktickych aplikdcidch budeme predpokladat, ze zvySok g(x) — T,(z) bude rychlo konvergovat
k nule (pozri nasledujicu vetu). Explicitnd forma zvysku nebude dolezitd a budeme ho zanedbévat,
pretoZe nds bude zaujimat iba samotnd aproximdcia. Jedna z moznych podob zvysku je nasledovnd

r!

z _(r+1)
o)~ T = [ 90 (o by,

Veta 5 (Taylorova veta) Ak derivicia ¢ (a) = aa;g(ﬂf)h:a existuje, potom (Casella a Berger,

2002)
L g@) ~T@) _
z—a (x = a)T
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V statistickych aplikdcidch Taylorovej vety budeme pouzivat Taylorov rozvoj prvého alebo druhého
radu. Rovnako budeme pouzivat aj mnohorozmerné rozsirenie Taylorovej vety.

Majme kvadraticku aproximaciu logaritmu funkcie vierohodnosti pomocou Taylorovho roz-
voja druhého radu okolo # definovant ako

N N o 1~ N
1(0]x) =~ 1(0|x) + S(0)(0 — 0) — 51(0)(9 —0)?,
z ktorej dostaneme aproximdciu logaritmu relativnej (§tandardizovanej) funkcie vierohod-

nosti
LOR) o 1) ~ L0 77
L6 = 1(0]x) — 1(0]x) 52 (O)(0 = 0)".

Posledné rovAnosﬁ predstavuje kvadraticki aproximaciu normalizovaného logaritmu funkcie vierohod-
nosti okolo . Na porovnanie skutocnej funkcie vierohodnosti a jej kvadratickej aproximacie tieto
dve funkcie nakreslime do jedného obrazka. Pri zobrazovani fixujeme maximum logaritmu funkcie
vierohodnosti do nuly a rozsah stanovime od —4 do 0.

Praktické pravidlo — dostatocne reguldrna funkcia vierohodnosti indikuje normalitu X. Alter-
nativne mozeme zobrat deriviciu kvadratickej aproximdcie, kde dostaneme S(6) ~ —T (9)(9 — (9)
alebo —Z~Y2(6)S(0) ~ TY2(0)(6 — ). Posledna rovnost nie je zévisld na mierke 6. Potom kvad-
ratickd aproximaciu mozeme preverit graficky zobrazenfm —Z~'/2()S(6) oproti ZV/2(6)(6 — 8). Z
platnosti kvadratickej aproximacie je grafom priamka s jednotkovym sklonom. Pre normélne rozde-
lené data to musi platit presne. Ked'Ze kazd4 funkcia je lokélne linedrna, je potrebné preverit, na
akom intervale linearitu oc¢akdvame. V idedlnom pripade Z'/ 2(9)(9 - 9) N(0,1), preto kontrolu
urobime asponi na intervale (—2,2).

InL(0|x) =1

Priklad 98 (kvadratickd aproximécia funkcie vierohodnosti) (1) Nakreslite skdlovany loga-
ritmus funkcie vierohodnosti binomického rozdelenia. Na x-ovej osi bude p a na y-ovej osiIn L(p|x) =
l(p|x) — max(l(p|x)). Porovnajte In L(p|x) s kvadratickou aproximdciou vypocitanou pomocou Taylo-
rovho rozvoja In L(p|x) = ln(iggz;) ~ —1iZ(p)(p — p)%. (2) Nech skore funkcia S(p) = (%ln L(p|x).
Ked zoberieme derivdciu kvadratickej aproximdcie uvedenej vyssie, dostaneme S(p) ~ —Z(p)(p — p)
alebo —Z7Y2(p)S(p) =~ I'*(D)(p—p). Potom zobrazenim pravej strany na z-ovej osi a lavej strany na
y-ovej osi dostaneme asymptoticky linedrnu funkciu s jednotkovym sklonom. Asymptoticky tiez plati
T2(P)(p—p) ~ N(0,1). Je postacujiice mat rozsah x-vej osi (—2,2), pretoze funkcia je asymptoticky
(lokdlne) linedrna na tomto intervale. Rozumne Skdlujte y-ovi os. Zobrazte pre (a) n = 8, N = 10,
(b) n =80, N =100 a (c) n =800, N = 1000 (p € (0.5,0.99) ). Okomentujte rozdiely medzi (a), (b)
a (c). Grafické riesenie je na obrazku 16.

Ak je funkcia vierohodnosti viacrozmernd, je problém ju zobrazit. Ak je @ dvojrozmerny vektor,
potom mozeme L(6|x) zobrazit ako kontirovy graf alebo perspektivny trojrozmerny graf v podobe
plochy. Nech @ = (0,,0,,...,0;)". Za predpokladu diferencovatelnosti L(6|x) je skére funkcia defi-
novand ako vektor S(0), ktorého jednotlivé cleny S(6) = a%l(@\x),i =1,2,...,k, amaximalne viero-
hodny odhad 6; je riesenim vierohodnostnych rovnic S(8) = 0. Pozorované Fisherova informac¢na

matica druhych derivacii [(0]x) mé tvar Z;; (5) je rovny —

30 00 (9|X)|0 p- Maximélne vierohodny

odhad kovarian¢nej matice Var[é\] =7 _1(5), t.j. odhad kovariancnej matice Var[@] je rovny inverzii
pozorovanej Fisherovej informacnej matice 7 (6) Ocakavana Fisherova informac¢na matica je
definovand ako I(0) = E[S(0)(S(0))T] = Var[S(0)] = —E[%S(G)]. Kedze X;,i =1,2,....,n, st
nezavislé, potom plati 1(0) = ni(0), kde i(0) je Fisherova miera informécie jedného pozorovania.

Kvadraticka aproximdcia logaritmu funkcie vierohodnosti pomocou Taylorovho rozvoja
druhého radu okolo 0 je definovand ako

1(8]x) ~ 1(8]x) + S(8)(6 — 8) — %(9 _8)"7(6)(0 - 8).
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Obr. 16: Porovnanie skélovaného logaritmu funkcie vierohodnosti (plnd ciara) s jeho kvadratickou
aproximaciou (Ciarkovand ¢iara) v prvom riadku a porovnanie skdlovanej skore funkcie a priamky s
nulovym interceptom a jednotkovym sklonom v druhom riadku

Pre normalne rozdelené X plati

L(6]x)
L(6]x)

In £(8]x) = In — 1(8]x) — 1(B]x) ~ _%(9 —6)"T(6)(0 — 6),

t.j. funkcia vierohodnosti a jej kvadraticka aproximacia su identické.

Definicia 26 (funkcia vierohodnosti normdlneho rozdelenia) Nech X, Xs,..., X, si ne-
zdvislé rovnako rozdelené premenné, X; ~ N(u,0?), kde i = 1,2,...,n, 0 = (u,0*)T € © =
R x R*. Vd'aka nezdvislosti X; dostaneme

o Tl (4 (252))

a korespondujici logaritmus

1 n n
1(0]x) = —g In(27) — gln o= (Z T P nu2> .
i=1 i=1
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Priklad 99 (Z(6) pre vektor 6 = (11, 0%)7; X; ~ N(u,02)) Nech X; ~ N(p,0%), kdei =1,2,...,n.
Comu je rovnd pozorovand Fisherova informaénd matica I(0), kde 6 = (1i,5%)T ?

RiesSenie

Logaritmus funkcie vierohodnosti ma tvar

n

n 1
1(0]x) = _§1ng2 ~ 53 > (@i — )

i=1
Derivécie funkcie vierohodnosti vy a 0 budi nasledovné
o) 1 ¢

51(0) = a—ul(mx) = ;;(Ii — 1),

n

0 n 1

= @l(é’lx) = T552 T od (i — p)*.
i=1

~ 0
Z(0) = (%) L) .
204

Priklad 100 (Z(p) a rozptyl pre p; X ~ Mult;(N,p)) Z funkcie vierohodnosti odvodte pozoro-
vant Fisherovu informacnid maticu Z(p) a kovarianénid maticu Var[p).

52(0)

Potom

RiesSenie

Oznatme p; = 1 — Zj:_ll p; a predefinujme J-rozmerny vektor p na (J — 1)-rozmerny vektor p =
J— J— e n;j n 4

(p1,p2, - ps-1)T. Potom I(p|x) = Zj:f njlnp; +n,;In(l — ijll p;) a %l(pb{) = p—j — p—:]’, ktoré

tvoria S(p). Fisherovu informac¢ni maticu dostaneme nasledovne

0 . ny Na nj_q ny_.rp
I(p):——S(p):dlag <_7_7~-~7_ + =11 3
op Pt D i) Py

kde 1 je (J — 1)-rozmerny vektor jednotiek. Potom pozorovand Fisherova informacénd matica bude
rovna

SIS R T | 1
D1 I D Dy D
T M T
() = N <d1ag (_ 1 1 ) 11 ) N I A - v 5
pi D2 Py P : :
L L 1 1 41
pJ pJ pPJg PJj—-1 pJ
a
p(l—p1) —pip2 ... —pibs-t
— R 1, 1 —pop1 D2(l—D2) ... —Daby1
Var[p] = Z7/(p) = + (diag (B) —PD') = + : : : .

—pj_ibr —Py-1D2 .- Dy—1(l —Dpy_1)

Ak do Var[p] pridame jeden riadok a jeden stIpec zodpovedajtce p;, dostaneme singuldrnu kova-
rianénui maticu J-rozmerného vektora p.
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Profilova vierohodnost. Aj napriek tomu, Ze funkcia vierohodnosti je ¢asto viacrozmern4, je jedno-
duchsie ju zobrazovat pre kazdy parameter 6; zvlast alebo pre nejaki podmnozinu parametrov vektora
0. Napr. pri modeli normélneho rozdelenia nés zaujima len strednd hodnota g, pricom rozptyl o2 je
tzv. rusivy parameter (potrebny kvoli adaptacii modelu na variabilitu v datach). Potrebujeme teda
metddu, ktord koncentruje vierohodnost len na parameter zaujmu eliminovanim rusivého parametra.
Vierohodnostny pristup na elimindciu rusivého parametra pozostava zo substiticie jeho maximalne
vierohodnym odhadom v kazdej fixovanej hodnote parametra zaujmu. Vysledkom je profilova vie-
rohodnostna funkcia.

Zakrivenie profilovej vierohodnosti. Zakrivenie profilovej funkcie vierohodnosti suvisi s Fishero-
vou informa¢nou maticou. Ak napr. parametrom zdujmu je 6 z vektora @ = (6;,605)”, potrebujeme
Z(6) a jej inverziu Z~1(0) v nasledovnom tvare

N Iy Iip —1/p\ _ e
I(O) - (121 122 7I (0> - [21 122 .
Potom zakrivenie profilovej funkcie vierohodnosti v 6; nie je Ij; ale (I'')~!, kde (I')~! je vo
vSeobecnosti mensie ako I1;. Interpretdcia je nasledovnd — informacné ¢islo I1; je zakrivenim profilo-
vej funkcie vierohodnosti v 61, kde o 6, sa predpoklada, Ze je zndme v pozorovanom odhade 6s; avsak
(I')~1 je zakrivenim profilovej funkcie vierohodnosti v 6, ktoré berie do ivahy, Ze 0, je neznéme. Z

toho je potom zrejmé, ze (I'')~! je mensie ako I1;. Na zéklade vyssie uvedeného mozeme kvadraticky
aproximovat logaritmus profilovej funkcie vierohodnosti pouzitim 6; a (I*)~!, kde

L(6ix)

L(0;|x) = In —
10k L(0;]x)

- 1 ~
= l(91|X) — l(91|X) ~ —5([“)_1(91' — 91)2
Podobnym sposobom je mozné kvadraticky aproximovat aj plochu vierohodnosti.

Invariantnost maximdlne vierohodného odhadu. Invarlantnost maximalne vierohodného od-
hadu znamend, ze ak 0 je maximélne vierohodny odhad 6 (t.j. 0 = HML) g(0) je funkciou 6,

potom g(é\) je tiez maximadlne vierohodny odhad ¢(#). Maximdlne vierohodny odhad rozptylu ¢()

—

potom mozeme definovat ako Var|g (@\)] = [Z9(0)|, 5]2/1'(/\) V pripade vektora 0 je Varlg (b\)] =
ATI_l(g)A, kde A = %g(0)|0 6 Tento vzorec vychddza z delta metédy, ktora je postavend na
Taylorovom rozvoji prvého radu (t.j. jeho linedrnej zlozky) okolo bodu 0= 0, kde

. LIV N N

5(6) ~ 2(6) + 3 (5:80)lg_g) - 0) — 5(6) + AT - 0)

i=1

potom
— k ) P ;
~ R e
Varlg N;(@H ‘0 9> o; +2;_Z (89 ><39 g(0 )]0 0)0” A EA
kde 3 = Vafr’[a], o7 = Var[@-L S C‘w@ﬁj] ai # jii,7 = 1,2,.... k. A je matica k x

ki, kde derivovanie prebieha po zlozkach, t.j. (7,7)-ty element A je rovny 300)‘ 5 g(0) =

(9100),92(0), ..., 95,0, i =1,2,... k; j=1,2,... .k < k. V praxi sa ¢asto Vyskytuje situdcia
k#1ak =1 napr. 0 = (p1,p2)" ag(0) = 5_;' Ak k =k, = 1, potom

Varla 1) = Varly(®)] = (590l 5

~

kde % = Var|d].
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Priklad 101 (profilova vierohodnost; normélne rozdelenie) Profilovd funkcia vierohodnosti
pre pi je rovnd L(p|x) = cexp (—no,/(20%)), kde ¢ je nejakd konstanta a 07 = L3577 (z; — p)?, t.j.
ide o rez L((p,0*)T|x) v bode 0? = G2. Profilovd funkcia vierohodnosti pre o* je rovnd L(c*|x) =
0(02)_n/2 exp (—no?/(20?)), kde c je nejakd konstanta a 6% = 37" | (z; — 7).

Priklad 102 (kvadraticka aproximacia profilovej funkcie vierohodnosti) (1) Nakreslite skd-
lovany logaritmus profilovej funkcie vierohodnosti normdalneho rozdelenia pre . Na x-ovej osi bude
a na y-ovej osi In L(p|x) = I(p|x) — max(l(p|x)). Porovnajte In L(pu|x) s kvadratickou aproximdciou
vypocitanou pomocou Taylorovho rozvoja In L(p|x) = ln(ﬁggiig) ~ —3Z(n)(pn — )% (2) Nech skére
funkcia S(u) = % In L(u|x). Ked zoberieme derivdciu kvadratickej aprozimdcie uvedenej vyssie, do-

staneme S(p) ~ —Z()(pn — 1) alebo =T Y2(10)S(u) ~ TY*(i) (1 — fi). Potom zobrazenim pravej
strany na z-ovej osi a lavej strany na y-ovej osi dostaneme asymptoticky linedrnu funkciu s jednot-
kovym sklonom. Asymptoticky tiez plati TV ()(u — i) ~ N(0,1). Je postacujiice mat rozsah z-vej
0si (—2,2), pretoze funkcia je asymptoticky (lokdlne) linedrna na tomto intervale. Rozumne Skdlujte
y-ovi 0s. Zobrazte pre (a) n = 10, (b) n = 100 a (¢) n = 1000. Pouzite (1) X ~ N(0,1) a (2)
X ~ (1 =p)N(0,1) + pN(0,2), kde p = 0.05. Okomentujte rozdiely medzi (a), (b) a (c), ako aj
rozdiely medzi (1) a (2).

2.4 *Maximalizacia funkcie vierohodnosti

Maximalne vierohodny odhad ) je mozné vypocitat pomocou metéd numerickej optimalizacie (pozri
napr. Horové a Zelinka, 2008) aplikovanych na funkciu vierohodnosti L(f|x) alebo jej logaritmus

1(0]x).

Newtonova (Newton-Raphsonova) metéda (metéda dotycnic) je pomenovand po Isaacovi
Newtonovi (1643—1727) a Josephovi Raphsonovi (1648 —1715). Majme kvadraticki aproximéciu lo-
garitmu funkcie vierohodnosti pomocou Taylorovho rozvoja druhého radu okolo nejakého bodu 6
definovant ako

1
1(0]x) ~ 1(6o|x) + S(00) (6 — bo) — 51(90)(9 —6o)°
alebo linearnu aproximacu skére funkcie pomocou Taylorovho rozvoja prvého radu
S5(0) ~ S(6o) — Z(00)(6 — o).
Z tejto aproximacie mozeme odvodit nasledovnti iteracni funkciu

S(6)
Z(6o)

0o +

Postup je nasledovny:

1. inicializdcia metédy pouzitim vhodne zvoleného startovacieho parametra 6, pre ktory plati
Z(0©) #0,

2. iteracia rovnosti _

S(e(z—l))

Z(0G-D)’

kde Z(00~1) #£ 0, pre i = 1,2,..., pokial nebude [[(?|x) — (0~ Y|x)| < ¢, kde € je vhodne

zvolené malé ¢islo (prahova hodnota).

) — gli-1) 4

Newton-Raphsonova mé jednoducht geometricki interpretaciu — bod 6 je priesecnik dotyénice ku
grafu skére funkcie S(-) v bode [0~ S(00~D)] s z-ovou osou. Tato metéda konverguje kvadra-
ticky, t.j. pocet spravnych cifier odhadu sa v kazdom iteracnom kroku zdvojndsobi (rdd metddy je
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rovny dvom). Konvergencia k lokdlnemu extrému vsak nie je zarucend — metéda moze konvergovat’
k lokdlnemu minimu alebo divergovat,, ak zaéneme iterdcie v ) z konvexnej casti I(0]x). Aj ked' je
funkcia konkavna, konvergencia k lokdlnemu maximu nie je zaru¢end (metoda nerozlisuje lokélne ma-
ximum a minimum, pretoze riesi rovnost S(6) = 0). Ak je funkcia zdujmu multimodélna, nemozeme
ocakdvat, ze metéda bude konvergovat ku globalnemu extrému. Ak je S(6) dvakrat diferencovatelna,
prva a druhd derivdcia nemenia znamienko na intervale (6p, 0y ), funkcia S(0) mé jednoduchy koren
(S'(0) # 0 pre kazdé 0 € (0p,0y)) a Startovaci bod 6 je ten z krajnych bodov 6p, 0y, v ktorom
je znamienko S(-) rovnaké ako znamienko jej druhej derivédcie na intervale (0p,0y), potom metéda
konverguje.

Newton-Raphsonova metéda je implementovand v @ vo funkcii optimize (f,interval ,maximum=
FALSE,tol,...), kde vstupnym argumentom je bud’ funkcia vierohodnosti alebo jej logaritmus (f),
Startovaci interval (interval) a zvolend prahova hodnota (tol). Vo vSeobecnosti nie je potrebné do
funkcie pridédvat argument obsahujtici prvii derivdciu funkcie zdujmu, pretoze je vypocitand nume-
ricky. V pripade zadania argumentu hessian=TRUE, vo vysledkoch sa objavi aj —Z(f).

Alternativnymi, avSak pomalsimi, metédami si metéda zlatého rezu a metéda sukcesivnej
parabolickej interpolacie. V prvej z nich, kde derivécia funkcie zaujmu nie je potrebné, sa interval

<0g_1), 0%—1)>’ v ktorom lezi maximum [(0|x), v kazdom kroku deli v pomere zlatého rezu. Interval

sa teda zuzuje o (3 — /5)/2 = 0.382 (t.j. komplement zlatého rezu) jeho dizky, pricom deliaci

bod intervalu je Y. Metéda zlatého rezu konverguje linedrne (rdd metédy je rovny jednej), t.j.
chyba sa zmensuje v kazdom iteraénom kroku (1 — (3 — v/5)/2)-krat. Druhou metédou sa doplia vo
funkcii optimize () prva v case, ked je interval <9g71), 9271)> priliz tzky. Bodmi 9%71), 9?}71), 91(;71)
je prelozend parabola (kvadraticky interpolaény polyném) a jej maximum bude novym bodom 6@,
Prednastavené je hladanie minima (maximum=FALSE) v $tartovacom intervale (interval), ¢o moze
byt zmenené na maximum (maximum=TRUE). Vo vystupoch funkcie optimize() bude 0 (minimum
alebo maximum) a l(§|x) (objective).

Majme kvadraticki aproximéciu logaritmu funkcie vierohodnosti pomocou Taylorovho rozvoja
druhého radu okolo nejakého bodu 6, definovanu ako

101) =~ 1(Bofx) + 5(00)(6 — 00) ~ (0~ 6,)"Z(6,)(6  0y)
alebo linedrnu aproximéciu skére funkcie pomocou Taylorovho rozvoja prvého radu
5(6) ~ S(60) —Z(60)(6 — 6).
7Z tejto aproximécie mozeme odvodit nasledovni iteracni funkciu
6o + (Z(60))~"S(8y).

Postup je nasledovny:

1. inicializdcia metédy pouzitim vhodne zvoleného Startovacieho parametra 9(0), pre ktory plati
7(6") # 0,
2. iteracia rovnosti ‘ . ‘ ‘
0% = g1 (I(g(l—l)))—lg(g(z—l))’
Z(0 V) #£0,prei =1,2,..., pokial nebude |[(07|x) —1(0"~!|x)| < €, kde € je vhodne zvolené

malé &fslo (prahova hodnota). Vo vieobecnosti sa —Z(0~1) = 1"(07V|x) nazjva hesidn.

Namiesto (I(G(i_l)))f1 je lepsie pouzif riesenie systému rovnic (Z(8%1))z;_; = S(8%Y) pre nejaké
Z a potom 0% = g1 + z;1. V niektorych statistickych modeloch (napr. v logistickom regresnom
modeli) sa namiesto Z(8%) pouziva I(87~Y), ktord mé casto jednoduchsi tvar. Potom hovorfme
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o Fisherovej skoringovej metdéde. Ak namiesto 7 (9("71)) pouzijeme jej pozitivne definitni ap-
roximaciu poc¢itani pomocou sukcesivne pocitanych gradientov, hovorime o quasi Newtonovej
metdde (v anglictine nazyvanej aj variable metric method). Fisherova skéringova metdéda je po-
tom vlastne quasi Newtonova metéda. Gradient nemusi byt §pecifikovany ako funkcia, ale moze byt
pocitany numericky, napr. centrdlnou rozdielovou aprozimdciou, ako

d (0 +eei|x) — 1(0 — eei|x)
o6, O ~ 2e

Ckdei=1,2,... K

i-ty komponent bazalneho vektora e; obsahuje jednotku a na ostatnych miestach su nuly a € je malé
¢islo. Derivacia v i-tom smere je potom pre ¢ — 0 nahradend jej konetnou aproximaciou. Quasi
Newtonova metéda je implementovand v @ vo funkcii optim(par,fn,gr,method,control ,hessian
=FALSE, . ..), kde gradient moze byt Specifikovany volitelnym argumentom gr (prednastavend je
metéda spomenutd vyssie??). Populdrnou metédou aproximécie hesianu je Broyden-Fletcher-Gold-
farb-Shannova (BFGS) métoda, kde

y(i—l)(y(i—l))T l//(a(i—l)‘X)S(i—l)(l//(e(i—l)’X)S(i—l))T

l// 0(1) ~ l// 0(1'71) : : o ‘
(6™]x) ( %) + (y(i=D)Ts(-1) (S(i—l))Tl//(g(l—l)‘X)S(i—l) ’

kde y(@=D = §(87) — 5(81"V) a si-D = 9D — gt~V — (7(9~))~15(8""V). BFGS metéda je
implementovanad vo funkcii optim() pri nastaveni argumentu method="BFGS”. Strata kvadratickej
konvergencie oproti Newtonovej metdde je sposobend aproximaciou hesianu. BFGS metdoda patri do
tzv. Broydenovej triedy, kde je hodnota I”(8"|x) modifikovang stvrtym clenom, ktory je pri BEGS
nulovy (pozri Givens a Hoeting, 2005).

Vo funkcii optim() je prednastavend Nelder-Meadova metéda (nazyvana aj metéda simple-
xov; argument method="Nelder-Mead" ), ktord nepouziva gradient. Je robustnd na nespojité funkcie,
ale konverguje pomaly. Je vytvorend na zdklade myslienky , preskokov® cez trojuholniky. V kazdom
kroku majme trojuholnik definovany troma bodmi 0?71), 0(2171), 0:(;'71), kde plati Z(G(f;l)|x) <
l(@gil)\x) < l(0§i71)|x) a snazime sa 0?71) nahradit ,,lepsim*“ bodom 0@, pre ktory plati l(0§i)|x) >
l(Ggifl)\x). Ak je tak mozné urobit, novy bod definujeme pomocou stredovej stimernosti a extra-
polécie ako

6 =05 +2 (05" — o),
. (i—1) (i—1)
kde 00,0 = %2 40

s krajnymi bodmi Og_l) a 0;‘—1) do bodu 0%—1) + (9%_1) - OEi_l)) a potom postupujeme po tejto

. 7 vyssie uvedeného vyplyva, ze bod Ogifl)zobrazujeme cez stred usecky

polpriamke este d'alej do bodu 9@. Ak l(Ogi)|x) > l(0§ll_1)|x)7 potom trojuholnik nahradime novym
trojuholnikom definovanym bodmi 05“, Ggi_l), Gg_l).

Pri maximalizécii logaritmu funkcie vierohodnosti je vo vstupe funkcie optim() potrebné nastavit
hessian=TRUE a argument control=list(fnscale=-1), ktory robi maximalizdciu namiesto pred-
nastavenej minimalizdcie (v argumente control je moZné nastavit aj maximdlne mnozstvo iterdcif
pomocou maxit). Argument par predstavuje startovaciu hodnotu parametra. Vo vystupoch funkcie
optim() bude 6 (par), l(@]x) (value) a l”(@]x) (hessian). Ak je vo vystupe convergence rovné
nule, potom maximalizdcia skonvergovala (k lokdlnemu maximu, ktoré nemusi byt globalne).

Priklad 103 (maximadlne vierohodny odhad p a %) Vygenerujte pseudondhodné ¢isla z X ~
N(4,1), n = 1000. (a) Napiste logaritmus profilovej funkcie vierohodnosti pre u a o® a preverte, ¢i si
mazimdlne vierohodné odhady pn a o dostatocne blizko k ich skutoénym hodnotdm. Nakreslite grafy
I(p]x) al(c?|x), kde zvijraznite polohu mazim tijchto funkcii. (b) Napiste logaritmus funkcie vierohod-
nosti pre @ = (u,0?)T a preverte, ¢ je maximdlne vierohodny odhad 6 = (u,0?)" dostatocne blizko

23Centralna rozdielova aproximécia hrd klIicovid tlohu pri aproximécii hesidnu, ktory sa pouziva v maximalnej
vierohodnosti na odhad rozptylu.
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k jeho skutoénej hodnote. (c) Nakreslite graf I((u,0?)T|x) pouzitim funkcie image () a superponujte
ho s kontirovym grafom pouZzitim funkcie contour (). Zuvyraznite polohu mazxima.

Riesenie (pozri obrézok 17)

Logaritmus funkcie vierohodnosti pre jednotlivé parametre ma tvar

l(px) = —2In(2r) — Zlnot — ﬁ o x? —2u> " x+np?), kde p € (2,6), 01 = 1;
I(02[x) = —gln(zw) — 2ng? — Zhlrm? kde i = 4,0 € (0.5,1.5);

(1, 02)7]x) = =2 In(27) — Z1Ino? — Z—I;j W° kde pu € (2,6) a o € (0.5,1.5).

Vysledky 81mu1a01e iw=4. 019708 ao’ = 1.000038.

1750
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&
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Obr. 17: Profilovd funkcia vierohodnosti pre p (vlavo), o2 (uprostred) a funkcia vierohodnosti pre

oba parametre (vpravo); X ~ N(4,1)); maximélne vierohodné odhady strednej hodnoty a rozptylu
st oznacené zvislou ¢iarkovanou ¢iarou (vlavo a uprotred) a maximdlne vierohodny odhad vektora
parametrov je oznaceny e (vpravo)

Ak ndhodnd premennsd X nebude mat normalne rozdelenie, funkcia vierohodnosti pre strednu
hodnotu nemusi mat symetricky parabolicky tvar okolo strednej hodnoty. Odhad strednej hodnoty
moze byt potom vychyleny.

Priklad 104 (maximdalne vierohodné odhady) Za predpokladu normality rozdelenia ndhodnej
premennej X vypocitajte mazimdlne vierohodné odhady strednej hodnoty p (ozn. 1) a rozptylu o? (ozn.
a2 ) pomocou logaritmov funkcii vierohodnosti l(ju|x), resp. I(o?]x). Porovnajte tieto odhady s aritme-

7(n1
- n

tickym priemerom T a rozptylom s?. Musi platit I =T a 02 . Realizaciami ndhodnej pre-

mennej X si hodnoty x;,i = 1,2,...,n, premennych: (a) dizka pravej klucne] kosti (length.R; ddta:
paired-means-clavicle2. ta:t), (b) morfologickd vyska tvdre (face.H; ddta: one-sample-correla-
tion-skull-mf.txt); (c) irka lebky (skull.B; ddta: one-sample-mean-skull-mf.txt).

Priklad 105 (binomické rozdelenie, maximélne vierohodny odhad p) Nech X ~ Bin(N,p)
a realizicie X si x = n. Predpokladajme, Ze sme pozorovali (a) x = 2, (b) x = 10 a (¢) x = 18
tspechov v N = 20 pokusoch. Pomocou @ wvypocitajte mazimdlne vierohodny odhad p. Visledok
zobrazte do grafu spolu s funkciou vierohodnosti.

Riesenie (pozri obrazok 18)

Logaritmus funkcie vierohodnosti pre p md tvar I((p|x) = xlog(p) + (N —z)log(1 —p), kde p € (0
Dalej derivujeme 9l (px)|0p = @/p — (N —2)/(1—=p) = [z(1=p) = (N —x)p]/[p(1—p)
(= Np)/[p(1 —p)] =0, potom p=z/N.

(a) p=x/N =2/20=0.1,

(b) p=x/N =10/20 = 0.5,

(¢) p==x/N =18/20 = 0.9.

1)
] =
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Obr. 18: Funkcia vierohodnosti pre X ~ Bin(N,p) (p = 0.1,0.5,0.9 a N = 20); odhady p st oznacené
zvislou ¢iarkovanou ¢iarou

7Z grafov na obrazku 18 je zretelné, Ze funkcia vierohodnosti pre p je symetricka len pre p = 0.5,
pre ostatné p je asymetrickd. Naviac pre p a 1 — p dostaneme grafy, ktoré mozno transformovat jeden
na druhy pomocou osi zrkadlenia definovanej ako vertikdlna priamka v p = 0.5.

Priklad 106 (maximdalne vierohodné odhady; binomické rozdelenie) Za predpokladu, Ze nd-
hodnd premennd X md binomické rozdelenie, vypocitajte maximdlne vierohodny odhad D pomocou
logaritmu funkcie vierohodnosti 1(p|x). Porovnagte tento odhad s vjrazom Y.~ | x;/N. Realizdciami
ndhodnej premennej X si nasledugiice bindrne premenné: (a) pohlavie (sex; ddta: one-sample-pro-
bability-sezratio.tzt), kde ozn. pohlavia dievéa ,f“ preznacime na 1 a ozn. pohlavia chlapec ,m“
preznac¢ime na 0; (b) pohlavie (sex; ddta: two-samples—probabilities-sezratio.tzt), kde ozn.
pohlavia muz ,m “ preznacime na 1 a ozn. pohlavia Zena ,f“ preznacime na 0. V pripade (a) pocitame
pravdepodobnost vyskytu dievéat a v pripade (b) pravdepodobnost vijskytu chlapcov.

Priklad 107 (maximélne vierohodné odhady; multinomické rozdelenie) Za predpokladu, Ze
ndhodnd premennd X md multinomické rozdelenie vypocitajte maximdlne vierohodné odhady D1 a Dy
pomocou logaritmu funkcie vierohodnosti [(p|x). Porovnajte odhad py s odhadom p z prikladu 106, kde
pravdepodobnost py bola oznacend ako p. Realizdciami X su bindrne premenné: (a) pohlavie (sex;
ddta: one-sample-probability-sexratio.tzt), kde ozn. pohlavia dievcéa f* preznacime na 1 a
ozn. pohlavia chlapec ,m “ preznacime na 0; (b) pohlavie (sex; ddta: two-samples—probabilities—
sexratio. tzt), kde ozn. pohlavia muz ,m“ preznacime na 1 a ozn. pohlavia Zena .f“ preznacime na
0. Pravdepodobnost py je (a) pravdepodobnost vyskytu dievéat a (b) pravdepodobnost vyskytu chlapcov.

Priklad 107 hovori o tom, ze parameter p; dvojrozmerného multinomického rozdelenia je parametrom
p binomického rozdelenia.

Priklad 108 (maximadalne vierohodné odhady; multinomické rozdelenie) Majme ddta more-
samples—probabilities—pubis. txzt. Nakreslite logaritmus Standardizovanej funkcie vierohodnosti
L(0]x), kde 8 = (p1,p2)T , Eurdpskej populdcie (ny = 30, ny = 20 a n3 = 10) pomocou funkcie
contour (). Dokreslite do obrazku jej mazximum v bode 0= (P, p2)T.

Riesenie v @ (pozri obrazok 19)

poz.poc <- ¢(30,20,10)

N <- sum(poz.poc)

ocak.prav <- poz.poc/N

# riesenie cez maximalnu vierohodnost
"11" <- function(theta,data) {
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77 |# logaritmus funkcie vierohodnosti

78 |N <- sum(data)

79 |pl <- thetal1l]

80 |p2 <- thetal2]

81 |p3 <- 1-pl-p2

82 |if ((p1>0)&& (p1<1)&&(p2>0) && (p2<1) && (p3>0) && (p3<1)) {

83 |ocak.prav <- c(pl,p2,p3)

84 |log.vier <- dmultinom(poz.poc,prob=ocak.prav,size=N,log=TRUE)
85 |return(log.vier)

86 | ¥
87 |else {return(NA)}
88 |}

89 |# startovacie parametre optimalizacie c¢(0.1,0.2)

90 |# maximalizacia, ak control$fnscale je rovne -1

91 |0PTtheta <- optim(c(0.1,0.2),11,control=1list(fnscale=-1),
92 hessian=TRUE,data=poz.poc)

93 |theta.hat <- OPTtheta$par # 0.4999662 0.3333621

P2
0.6 0.8

0.4

0.2

P1

Obr. 19: Logaritmus standardizovanej funkcie vierohodnosti multinomického rozdelenia v paramet-
roch p; a py (Eurépska populdcia) s maximom oznacenym e

Priklad 109 (overdispersion v Poissonovom modeli, pokrac.) Majme pocetnosti irazovn me-

dzi my, robotnikmi v tovdrni, pozri tabulku 11 (Greenwood a Yule, 1920). Vypocitajte ocakdvané m,, za angl
predpokladu, Ze pocetnosti urazov na robotnika X maji negativne binomické rozdelenie s parametrami

o aT.

Riesenie (pozri tabulku 15)
Aby sme mohli fitovat negativne binomické rozdelenie, potrebujeme funkciu vierohodnosti

4 4 m>s
L(a,7lx) = [ (Pr(X =n))™ [ 1= Pr(X =n)
n=0 n=0
a jej logaritmus
4 4
la, %) = Zmn InPr(X =n)+mssln|1— Z Pr(X =n)
n=0 n=0

Numerickou optimalizdciou dostaneme @ = 0.84 a 7 = 0.64. Pomer zlyhani i = =@ = 0.47. Ked

T
porovname pozorované m, a vypocitané (teoretické) m,, zistime, Ze pocetnosti st velmi podobné
(pozri tabulku 15).
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Tabulka 15: O¢akdvané pocetnosti robotnikov m,, (zaokrihlené na nula desatinnych miest) s n trazmi
v tovarni (negativne binomické rozdelenie)
n| O] 1] 2] 3[4][>5
ocakdvané m,, | 446 | 134 |44 [ 155 | 3

2.5 Kritéria klasifikacie statistickych modelov
Kritérd delenia statistickych modelov (ako aj k nim prislichajicich testov) si nasledovné:

e mnozstvo vyberov — jeden, dva alebo viac ako dva vybery [jedno-, dvoj- a viacvyberovy
test/modell;

e zivislost vyberov — nezdvislé a zdvislé vybery (opakované merania na subjekte v case, me-
rania na parovych orgéanoch) [test/model dvoch a viacerych nezavislych vyberov, parovy test;

e mnozstvo premennych — jedna, dve alebo viac premennych [jedno-, dvoj- a viac-premenny
test/modell;

e typ premennych — kvalitativne alebo kvantitativne premenné [binomicky, Poissonov, multi-
nomicky, si¢inovy multinomicky model, model normalneho rozdelenia, rozne modely kauzality];

e rozmer endpointov/zavislych premennych — jedna, dve alebo viac premennych [jedno-,
dvoj- a viac-rozmerny test/model — linedarny regresny model (LRM) vs. mnohorozmerny LRM
(MLRM), analyza rozptylu ANOVA vs. mnohorozmerna ANOVA (MANOVA), analyza kova-
riancie ANCOVA vs. mnohorozmernd ANCOVA (MANCOVA)];

e typ ndhodnosti efektov — fixné, ndhodné alebo zmiesané [(M)ANOVA, (M)ANCOVA model
a test/testy v nich];

e typ kauzdlneho vztahu — linedrny (priamka) alebo nelinedrny (polyném lIubovolného stupiia
— kvadraticky, kubicky a iny, alebo I'ubovolné funkcia);

e typ vztahu parametrov modelu - linedrny [LRM — priamka, polyném lubovolného stupriia
a pod.] a nelinearny [nelinedarny regresny model (NLRM)J; toto kritérium sa Casto zamiena s
predchddzajicim, ale tieto dve kritéria nie sd totozné;

e pritomnost odlahlych pozorovani;

e typ hypotézy — jednostranna, obojstrannd, stochasticky usporiadana.

2.6 Praktické dosledky odchylok od normality

Zakladnym predpokladom mmnohych modelov je normalita rozdelenie spojitych premennych, ¢o vsak
nemusi byt v praxi splnené. Napr. hodnoty ¢asto pouzivanej telesnej hmotnosti nemaji v zadpadnej ci-
vilizdcii normélne rozdelenie, ale negativne zosikmené (pozri kapitolu 3.2 Charakteristiky variability).
Odchylky od normality moZzu mat mnoho pri¢in, od neoSetrenych metodickych nezrovnalosti
az ku skutoénym biologickym procesom v populdcii, z ktorych (ndhodny) vyber (vzorka)
pochadza. Predpoklad normality by nikdy nemal byt samozrejmy (ani u premennych, ktoré obvykle
normélne rozdelenie maji), déta by mali byt pred statistickymi analyzami vhodne zobrazené (pozri
kapitolu 3.6 Statisticks grafika) a ich normalita by mala byt v kazdej vzorke testovana (pozri kapitolu
5.2 Kolmogorov-Smirnovov test dobrej zhody). Normalita rozdelenia by mala byt™ starostlivo posu-
dzovand a v pripade zachytenia odchylkok od normality v nejakom znaku v mnohych nezavislych
vyberoch by pric¢iny odchylky mali byt blizsie skimané. Malo by sa zistit, ¢ ide o metodickd chybu
(odl'ahlé hodnoty ziadajiice odstrdnenie, nendhodny vyber, atd’.) alebo skuto¢ny trend, ktory m4
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svoje biologické pric¢iny (rozdielna reguldcia hornej a dolnej medze intenzity nejakého metabolického
procesu alebo smerovd/direkciondlna selekcia u zoSikmeného rozdelenia, sledovanym znakom obme-
dzené vzorkovanie (nendhodny vyber) alebo stabilizacnd selekcia w leptokurtického rozdelenia (po-
zri kapitolu 3.2 Charakteristiky variability), atd’.). ZoSikmené rozdelenie maju casto inkrementdlne
(prirastkové) ddta merané v priebehu ontogenézy, ked'ze je ich dolnd hranica prirodzene obmedzend
(nulovy prirastok), zatial ¢o hornd moze u kazdého jedinca dosiahnit’ rozne velké hodnoty (Garn
a Rohmann, 1963). Treba mat na pamiéti, Ze nasim hlavnym a najdolezitejsim cielom je zistenie
podstaty procesov, ktoré prebiehaji v populécii, z ktorej pochadza nasa vzorka a ktorej je obrazom.

V beznej praxi je vSak casté, ze su pouzivané relativne malé vzorky, v ktorych sa odchylky od
normality lahko prejavia. Mozu vSak nastat aj kontroverzné situdcie, ze rozdelenie ddt (pri relativne
malej vzorke) sa nepodobd na normélne, ale test dobrej zhody s normalnym rozdelenim hypotézu o
zhode zamietne. Rovnako sa ¢asto stdva, ze meranie alebo experiment nie st dopredu naplanované z
hladiska ndhodného vyberu, pouZitia nejakého modelu, z hl'adiska minimalizcie variability a odhadu
miniméalneho rozsahu siboru. DéleZitost takéhoto postupu je bezne aplikovanymi vyskumnikmi ig-
norovana, ¢o moze viest az do situdcie nemoznosti pouzitia dat samotnych alebo nemoznosti pouZitia
akejkolvek statistickej met6dy.

Sucasne sa utvrdzuje predstava o idedlnej podstate normality v prirode a tiez vSseobecnej normalite
rozdelenia ¢asto testovanych znakov, takze akékolvek dalsie, novoziskané odchylky od normality sa
povazuji za chybu. Skuto¢nost ale ¢asto ukazuje, Ze so zvySujiicim sa poc¢tom pripadov vo vzorke
(virtudlne az k celkovej velkosti populdcie) cely rad (empirickych) velicin v skutocnosti nesmeruje
ku stéle dokonalejsej Gausovej krivke, ale m4 rozdelenie od normélneho viac ¢ menej sa vzd’ alujice
alebo nejakym sposobom vychylené. V tychto pripadoch sa odportica

1. pouzitie nejakej transformadcie dat (v pripade zosikmenia; logaritmickd, odmocninova, Box-
Coxova a pod.), ktord zavisi na samotnych ddtach a nedd sa pouzit univerzdlne;

2. pouzitie urezdvania alebo winsorizicie dat na jednom alebo oboch koncoch rozdelenia (v
pripade pritomnosti odl'ahlych pozorovani alebo zosikmenia; pozri kapitolu 3.1 Charakteristiky
polohy, 3.2 Charakteristiky variability a 3.3 Detekcia odl'ahlych pozorovani);

3. nahradenie asymptotického rozdelenia testovacej Statistiky bootstrapovym alebo
permutaénym (v pripade nedostatoéného alebo relativne malého rozsahu vzorky alebo po-
chybnosti o asymptotickom rozdeleni testovacej sStatistiky aj pri vécsich rozsahoch).

Po aplikovani prvych dvoch metdd je mozné pouzit asymptotické testy v nezmenenej podobe a v
tretom pripade sa pouziji len samotné testovacie Statistiky.
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