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Úvod

Předložená práce je předevš́ım metodickým textem určeným středoškolským učitel̊um a
talentovaným žák̊um středńıch škol, kteř́ı chtěj́ı prohloubit své znalosti a dovednosti při
řešeńı zaj́ımavěǰśıch úloh z elementárńı geometrie. Tyto úlohy jsou přitom řešitelné užit́ım
komplexńıch č́ısel, jak je žáci znaj́ı z běžného gymnaziálńıho učiva.

Tato rigorózńı práce navazuje na mou dizertačńı práci Vektorové metody v euklei-
dovské geometrii, obhájenou v květnu 2011. V této předešlé práci jsem se pokusila ukázat,
že mnoho základńıch geometrických poznatk̊u a úloh, v jejichž zadáńı neńı obvykle o vekto-
rech žádná zmı́nka, lze snadno dokázat či řešit pomoćı vektorové metody. Z aparátu vekto-
rové algebry se tak stává efektivńı prostředek geometrického výzkumu. Zadáńım zmı́něné
dizertačńı práce p̊uvodně bylo v eukleidovské geometrii vyčlenit okruhy problémů, které
lze efektivně řešit metodami vektorové algebry a komplexńıch č́ısel. Z d̊uvodu velkého
rozsahu dizertačńı práce však nebyla komplexńı č́ısla do jej́ıho textu v̊ubec zařazena.

Má nová práce je věnována poměrně úzkému, přesto však dostatečně nosnému tématu,
a to využit́ı komplexńıch č́ısel při zkoumáńı výsledk̊u otáčeńı v rovině. V úlohách využ́ıvaj́ı-
ćıch nějakým zp̊usobem tento druh shodného zobrazeńı (často se jedná o připsané čtverce či
trojúhelńıky) pouhá vektorová metoda obvykle nestač́ı, nebo by řešeńı touto metodou bylo
př́ılǐs zdlouhavé. Komplexńı č́ısla, kterými lze popisovat body a vektory v rovině, se v této
situaci stávaj́ı efektivńım prostředkem planimetrických výpočt̊u. Při rozhodováńı o tom,
které ukázky do konečného textu zařadit, jsem se snažila vyb́ırat pouze ty úlohy, u kterých
řešeńı pomoćı komplexńıch č́ısel umožňuje rychleǰśı a přehledněǰśı postup. Na toto téma
jsem v literatuře věnované komplexńım č́ısl̊um nenašla žádnou obsáhleǰśı práci, která by
tyto úlohy shromažd’ovala, ale jen izolované př́ıklady.

Popǐsme nyńı celkovou stavbu práce. V prvńı kapitole je připomenut středoškolský
výklad komplexńıch č́ısel s větš́ı pozornost́ı na jejich jejich geometrickou interpretaci, kte-
rou budeme v následuj́ıćıch kapitolách využ́ıvat. V daľśıch kapitolách se pak věnujeme
aplikaćım komplexńıch č́ısel při řešeńı konkrétńıch geometrických úloh. Jejich rozděleńı
do jednotlivých kapitol práce je provedeno na základě toho, o jaký úhel v řešeńı těchto
úloh otáč́ıme (90∘, 60∘, obecný úhel), posledńı pátá kapitola je pak věnována pravidelným
mnohoúhelńık̊um. V každé z těchto kapitol jsou úlohy seřazeny podle stoupaj́ıćı náročnosti
postupu. Touto systematizaćı se snaž́ım, aby sb́ırka úloh mohla být využita jako metodická
př́ıručka při řešeńı úloh tohoto typu.

Při sestavováńı této kolekce př́ıklad̊u a řešených úloh bylo mým ćılem, aby výsledná
práce shromáždila co možná nejpestřeǰśı paletu námět̊u, které jsem v literatuře nalezla
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a které lze řešit uvedenou metodou, do jednoho textu. Přitom jsem byla vedena snahou,
aby byly do práce zařazeny jen ty úlohy, ve kterých je využit́ı komplexńıch č́ısel opravdu
př́ınosné.

U zadáńı zařazených př́ıklad̊u a úloh uvád́ım vždy odkaz na zdroj, ze kterého jsem
danou úlohu převzala. U některých úloh je poznamenáno, že řešeńı je vlastńı , což znamená,
že dotyčná známá tvrzeńı se v literatuře obvykle dokazuj́ı odlǐsnými metodami. Některé
úlohy jsou taky označeny jako p̊uvodńı (to znamená, že nejsou odnikud převzaté, č́ımž
ovšem nevylučuji, že byly někdy publikovány ve zdroji, který jsem neměla k dispozici).
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Kapitola 1

Teoretický základ

Komplexńı č́ısla jsou v současné učebnici pro gymnázia [cal–10] zavedena jako výrazy typu
𝑎+𝑏i, kde 𝑎, 𝑏 ∈ R a i je č́ıslo, pro něž plat́ı i2 = −1 a které nazýváme imaginárńı jednotka.
Č́ıslo 𝑎 se nazývá reálná část komplexńıho č́ısla 𝑧 (znač́ıme ℜ𝑧) a č́ıslo 𝑏 imaginárńı část
daného komplexńıho č́ısla (znač́ıme ℑ𝑧). Množinu všech těchto č́ısel znač́ıme C a nazýváme
ji množinou komplexńıch č́ısel. Přitom dvě komplexńı č́ısla se rovnaj́ı, pokud se rovnaj́ı
jejich reálné i imaginárńı části. Je zřejmé, že pokud je 𝑏 = 0, má komplexńı č́ıslo tvar
𝑎 + 0i a jedná se tedy o č́ıslo reálné. Pokud 𝑎 = 0, pak toto č́ıslo tvaru 𝑏i nazýváme ryze
imaginárńı.

Dále na množině všech komplexńıch č́ısel definujeme operace sč́ıtáńı a násobeńı takto:

(𝑎 + 𝑏i) + (𝑐 + 𝑑i) = (𝑎 + 𝑐) + (𝑏 + 𝑑)i , (𝑎 + 𝑏i) · (𝑐 + 𝑑i) = (𝑎𝑐− 𝑏𝑑) + (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)i .

(Komplexńı č́ısla tedy násob́ıme a sč́ıtáme jako dvojčleny.) Snadno se ukáže, že takto
zavedené operace sč́ıtáńı a násobeńı komplexńıch č́ısel splňuj́ı následuj́ıćı vlastnosti:

(i) ∀𝑧1, 𝑧2 ∈ C : 𝑧1 + 𝑧2 = 𝑧2 + 𝑧1,

(ii) ∀𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 ∈ C : (𝑧1 + 𝑧2) + 𝑧3 = 𝑧1 + (𝑧2 + 𝑧3),

(iii) ∀𝑧1 ∈ C : 0 + 𝑧1 = 𝑧1,

(iv) ∀𝑧1 ∈ C : 𝑧1 + (−𝑧1) = 0,

(v) ∀𝑧1, 𝑧2 ∈ C : 𝑧1 · 𝑧2 = 𝑧2 · 𝑧1,
(vi) ∀𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 ∈ C : (𝑧1 · 𝑧2) · 𝑧3 = 𝑧1 · (𝑧2 · 𝑧3),
(vii) ∀𝑧1 ∈ C : 1 · 𝑧1 = 𝑧1,

(viii) ∀𝑧1 = 𝑎 + 𝑏i ∈ C, 𝑧1 ̸= 0: (𝑎 + 𝑏i) ·
(︁

𝑎
𝑎2+𝑏2

− 𝑏
𝑎2+𝑏2

i
)︁

= 1,

(ix) ∀𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 ∈ C : 𝑧1 · (𝑧2 + 𝑧3) = 𝑧1 · 𝑧2 + 𝑧1 · 𝑧3.

Prvńı čtyři vlastnosti ukazuj́ı, že sč́ıtáńı na množině komplexńıch č́ısel je komutativńı,
asociativńı, existuje nula (nulový prvek) a ke každému č́ıslu existuje prvek opačný. Vlast-
nosti (v) a (vi) vyjadřuj́ı komutativitu a asociativitu násobeńı, (vii) pak existenci jedničky
a (viii) existenci inverzńıho č́ısla ke každému nenulovému komplexńımu č́ıslu. Nakonec (ix)
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ukazuje, že operace sč́ıtáńı a násobeńı jsou svázány distributivńım zákonem. To vše do-
hromady v řeči algebry znamená, že komplexńı č́ısla spolu s operacemi sč́ıtáńı a násobeńı,
jak byly zavedeny výše, tvoř́ı komutativńı těleso.

Necht’ 𝑧 = 𝑎 + 𝑏i je komplexńı č́ıslo, pak č́ıslo 𝑎 − 𝑏i nazýváme č́ıslem komplexně
sdruženým k č́ıslu 𝑧 a znač́ıme jej 𝑧. Snadno se ověř́ı, že pro poč́ıtáńı s komplexně sdruže-
nými č́ısly plat́ı následuj́ıćı pravidla

𝑧 = 𝑧 ⇔ 𝑧 ∈ R , 𝑧1 + 𝑧2 = 𝑧1 + 𝑧2 , 𝑧1 · 𝑧2 = 𝑧1 · 𝑧2 ,
(︂
𝑧1
𝑧2

)︂
=

𝑧1
𝑧2

.

Lehce lze ukázat, že součin 𝑧 · 𝑧 je nezáporné reálné č́ıslo pro každé 𝑧 ∈ C, přitom
𝑧 · 𝑧 = 0 jedině pro 𝑧 = 0. To nám umožňuje zavést pojem absolutńı hodnoty komplexńıho
č́ısla, kterou definujeme jako

|𝑧| =
√
𝑧 · 𝑧 , ∀𝑧 ∈ C .

Z této definice ihned plyne, že

|𝑧| =
√︀

(ℜ𝑧)2 + (ℑ𝑧)2

a že pro poč́ıtáńı s absolutńı hodnotou plat́ı stejná pravidla, na která jsme zvykĺı u č́ısel
reálných:

𝑧 ̸= 0 ⇒ |𝑧| > 0 , |𝑧1 · 𝑧2| = |𝑧1| · |𝑧2| ,
⃒⃒⃒⃒
𝑧1
𝑧2

⃒⃒⃒⃒
=

|𝑧1|
|𝑧2|

, pro 𝑧, 𝑧1, 𝑧2 ∈ C , 𝑧2 ̸= 0 .

Absolutńı hodnota nám umožňuje zavést ještě jeden pojem, který bude hrát d̊uležitou roli
při řešeńı naš́ıch úloh: komplexńı jednotka je komplexńı č́ıslo, jehož absolutńı hodnota je
rovna jedné. Př́ıklady komplexńıch jednotek jsou č́ısla 1, −1, i a −i.

Nyńı se dostáváme k tomu, co je pro tuto práci podstatné, a to je geometrická in-
terpretace komplexńıch č́ısel. Komplexńı č́ısla jsou v [cal–10] zavedena jako výrazy tvaru
𝑎 + 𝑏i, formálněji je však můžeme chápat jako uspořádané dvojice (𝑎, 𝑏), kde 𝑎, 𝑏 ∈ R.1

Sč́ıtáńı je pak definováno po složkách a násobeńı stejným předpisem, jak jsme uvedli výše
(jedná se jen o jiný zápis téhož):

(𝑎, 𝑏) + (𝑐, 𝑑) = (𝑎 + 𝑏, 𝑐 + 𝑑) , (𝑎, 𝑏) · (𝑐, 𝑑) = (𝑎𝑐− 𝑏𝑑, 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐) .

Od tohoto zápisu komplexńıch č́ısel je již jen krok ke geometrické interpretaci. Zavedeme-li
v rovině kartézský souřadný systém 𝑂𝑥𝑦, můžeme každému komplexńımu č́ıslu 𝑧 = 𝑎 + 𝑏i
v této rovině přǐradit bod 𝑍 o souřadnićıch (𝑎, 𝑏). Je zřejmé, že toto zobrazeńı je vzájemně
jednoznačné, stejně jako zobrazeńı reálných č́ısel na př́ımku. Každý bod roviny je tedy
obrazem právě jednoho komplexńıho č́ısla 𝑧. Rovinu, jej́ıž body považujeme za obrazy
komplexńıch č́ısel nazýváme rovinou komplexńıch č́ısel, častěji však Gaussovou rovinou.2

1Takto chápal komplexńı č́ısla již irský fyzik a matematik W. R. Hamilton (1805 -1865).
2Historicky došlo k rozš́ı̌reńı představ o komplexńıch č́ıslech jakožto bodech roviny po publikaci Gaus-

sovy práce z roku 1831 – proto název Gaussova rovina. Jako prvńı však ke geometrické interpretaci kom-
plexńıch č́ısel dospěl norsko -dánský matematik a kartograf C. Wessel (1745 -1818) ve své práci z roku 1798.
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Při tomto přǐrazeńı počátku 𝑂 souřadné soustavy 𝑂𝑥𝑦 odpov́ıdá č́ıslo 0, na ose 𝑥 jsou
zobrazena č́ısla reálná, ř́ıkáme ji tedy reálná osa a na ose 𝑦 jsou zobrazena č́ısla ryze
imaginárńı, proto ji nazveme imaginárńı osa.

Komplexńı č́ısla ale můžeme chápat rovněž jako vektory v Gaussově rovině. Každému
komplexńımu č́ıslu 𝑧 = 𝑎 + 𝑏i lze přǐradit vektor �⃗� o souřadnićıch (𝑎, 𝑏), jehož umı́stěńım

v Gaussově rovině je orientovaná úsečka 𝑂𝑍, tedy �⃗� =
−→
𝑂𝑍, kde 𝑂 je počátek Gaussovy a

bod 𝑍 je obraz komplexńıho č́ısla 𝑧. Toto zobrazeńı je také zřejmě vzájemně jednoznačné.
Sč́ıtáńı komplexńıch č́ısel pak můžeme v Gaussově rovině znázornit jako sč́ıtáńı vektor̊u
a násobeńı komplexńıho č́ısla č́ıslem reálným jako násobeńı vektoru reálným č́ıslem (viz
obr., kde vlevo je �⃗� = �⃗�1 + �⃗�2 a vpravo 𝑧′ = −1

2 �⃗�).

Pod́ıvejme se nyńı na geometrický význam absolutńı hodnoty komplexńıho č́ısla 𝑧 = 𝑎+
𝑏i. Jak bylo uvedeno výše, je |𝑧| =

√
𝑎2 + 𝑏2, užit́ım Pythagorovy věty pro trojúhelńık 𝑂𝐴𝑍

(viz obr.) je pak zřejmé, že absolutńı hodnota daného komplexńıho č́ısla 𝑧 odpov́ıdá v Gaus-
sově rovině vzdálenosti obrazu tohoto č́ısla 𝑍 od počátku 𝑂, resp. velikosti vektoru �⃗�, který
je t́ımto č́ıslem určen. Všechny body odpov́ıdaj́ıćı komplexńım č́ısl̊um se stejnou absolutńı
hodnotou pak tvoř́ı v Gaussově rovině kružnici, v př́ıpadě komplexńıch jednotek kružnici
o poloměru 1.
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Poznamenejme ještě, že absolutńı hodnota rozd́ılu dvou komplexńıch č́ısel |𝑧2 − 𝑧1| od-
pov́ıdá vzdálenosti bod̊u 𝑍1 a 𝑍2, které jsou obrazy těchto č́ısel v Gaussově rovině (plyne
to z interpretace komplexńıch č́ısel jako vektor̊u v rovině, nebot’ hodnota |𝑧2− 𝑧1| je rovna
velikosti vektoru �⃗�2 − �⃗�1, viz obr.).

Zápis 𝑧 = 𝑎+ 𝑏i se nazývá algebraický tvar daného komplexńıho č́ısla. Geometrická in-
terpretace komplexńıch č́ısel nás však přivád́ı ještě k jinému možnému zápisu komplexńıho
č́ısla. Danému č́ıslu 𝑧 = 𝑎 + 𝑏i ∈ C v Gaussově rovině odpov́ıdá bod 𝑍, který je určen
𝑥-ovou souřadnićı 𝑎 a 𝑦-ovou souřadnićı 𝑏. Tento bod (v př́ıpadě 𝑧 ̸= 0) však můžeme určit
také pomoćı jeho vzdálenosti 𝑟 od počátku 𝑂 a velikosti orientovaného úhlu 𝜙, který sv́ırá
úsečka 𝑂𝑍 s kladnou poloosou 𝑥.3

Je přitom zřejmé, že 𝑟 = |𝑧| a při pohledu na trojúhelńık 𝑂𝐴𝑍 pro úhel 𝜙 dostaneme

sin𝜙 =
𝑏

|𝑧|
, cos𝜙 =

𝑎

|𝑧|
.

3Jedná se o tzv. polárńı souřadnice daného bodu.
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Č́ıslo 𝜙 tedy neńı určeno jednoznačně, protože pokud nějaké 𝜙 splňuje předchoźı rovnosti,
pak taky 𝜙+2𝑘𝜋, 𝑘 ∈ Z splňuje tyto dvě rovnosti. Obvykle voĺıme 𝜙 ∈ ⟨0, 2𝜋). Komplexńı
č́ıslo 𝑧 tak můžeme zapsat ve tvaru

𝑧 = |𝑧|(cos𝜙 + i sin𝜙) ,

tento zápis nazýváme goniometrický tvar daného komplexńıho č́ısla 𝑧 a č́ıslo 𝜙 nese název
argument daného komplexńıho č́ısla.

Lze odvodit, že pro násobeńı a děleńı dvou nenulových komplexńıch č́ısel v goniomet-
rickém tvaru 𝑧1 = |𝑧1|(cos𝜙1 + i sin𝜙1) a 𝑧2 = |𝑧2|(cos𝜙2 + i sin𝜙2) plat́ı vzorce

𝑧1 ·𝑧2 = |𝑧1|·|𝑧2|(cos(𝜙1+𝜙2)+i sin(𝜙1+𝜙2)) ,
𝑧1
𝑧2

=
|𝑧1|
|𝑧2|

(cos(𝜙1−𝜙2)+i sin(𝜙1−𝜙2)) .

Již výše jsme při znázorněńı komplexńıch č́ısel jakožto vektor̊u v Gaussově rovině
ukázali, jaký je geometrický význam sč́ıtáńı a odč́ıtáńı komplexńıch č́ısel a násobeńı
komplexńıho č́ısla č́ıslem reálným. Nyńı užit́ım goniometrického tvaru komplexńıch č́ısel
ukážeme, jaký je geometrický význam násobeńı komplexńıch č́ısel, a to nejprve násobeńı
libovolného nenulového komplexńıho č́ısla komplexńı jednotkou. Necht’

𝜔 = cos𝜙 + i sin𝜙 , 𝜔 ̸= 1

je komplexńı jednotka. Mějme dáno libovolné komplexńı č́ıslo 𝑎 = |𝑎| · (cos𝛼 + i sin𝛼),
jemuž v Gaussově rovině odpov́ıdá bod 𝐴 (viz obr.). Vynásob́ıme-li toto č́ıslo komplexńı
jednotkou 𝜔 dostáváme (s využit́ım pravidel pro násobeńı komplexńıch č́ısel v goniomet-
rickém tvaru):

𝜔 · 𝑎 = (cos𝜙 + i sin𝜙) · |𝑎| · (cos𝛼 + i sin𝛼) = |𝑎| · (cos(𝛼 + 𝜙) + i sin(𝛼 + 𝜙)) = 𝑏 ,

kde 𝑏 = 𝜔 · 𝑎 je výsledné komplexńı č́ıslo. Z předchoźıho je zřejmé, že |𝑎| = |𝑏| a argu-
ment č́ısla 𝑏 se lǐśı od argumentu č́ısla 𝑎 o úhel 𝜙. Necht’ komplexńımu č́ıslu 𝑏 odpov́ıdá
v Gaussově rovině bod 𝐵, pak bod 𝐵 má stejnou vzdálenost od počátku jako bod 𝐴
a |^𝐴𝑂𝐵| = |𝜙|. To znamená, že bod 𝐵 dostaneme otočeńım bodu 𝐴 kolem počátku
o úhel |𝜙|, přitom se bod 𝐴 otoč́ı v kladném smyslu (proti směru chodu hodinových
ručiček) do bodu 𝐵, je-li 𝜙 > 0 a v záporném smyslu (po směru chodu hodinových ručiček)
do bodu 𝐵′, je-li 𝜙 < 0. Vynásobeńı komplexńı jednotkou 𝜔 tedy přǐrazuje každému kom-
plexńımu č́ıslu 𝑎 komplexńı č́ıslo 𝑏 tak, že bod 𝐵 (odpov́ıdaj́ıćı v Gaussově rovině č́ıslu 𝑏)
dostaneme otočeńım bodu 𝐴 kolem počátku o úhel |𝜙|. Vynásobeńı komplexńı jednot-
kou 𝜔 = cos𝜙 + i sin𝜙 tedy charakterizuje v Gaussově rovině zobrazeńı, které je otočeńı
o orientovaný úhel 𝜙 kolem počátku.
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Mějme nyńı v rovině dány body 𝐴, 𝐵, které jsou obrazy komplexńıch č́ısel 𝑎, 𝑏. Vek-

toru
−−→
𝐴𝐵 pak odpov́ıdá č́ıslo 𝑏− 𝑎. Vynásobme nyńı č́ıslo 𝑏− 𝑎 = |𝑏− 𝑎| · (cos𝛼 + i sin𝛼)

komplexńı jednotkou 𝜔:

𝜔(𝑏− 𝑎) = 𝜔 · |𝑏− 𝑎| · (cos𝛼 + i sin𝛼) = (cos𝜙 + i sin𝜙) · |𝑏− 𝑎| · (cos𝛼 + i sin𝛼) =

= |𝑏− 𝑎| · (cos(𝛼 + 𝜙) + i sin(𝛼 + 𝜙)) = 𝑐− 𝑎 .

Vynásobeńım komplexńıho č́ısla 𝑏−𝑎, které odpov́ıdá vektoru
−−→
𝐴𝐵, komplexńı jednotkou 𝜔

jsme dostali komplexńı č́ıslo 𝑐 − 𝑎 se stejnou absolutńı hodnotou jako č́ıslo 𝑏 − 𝑎, jehož
argument se lǐśı od argumentu p̊uvodńıho č́ısla 𝑏− 𝑎 o úhel |𝜙|.

Vynásobeńım vektoru
−−→
𝐴𝐵 komplexńı jednotkou 𝜔 tedy dostaneme jiný vektor

−→
𝐴𝐶,

který má stejnou velikost jako vektor
−−→
𝐴𝐵 a s vektorem

−−→
𝐴𝐵 sv́ırá úhel |𝜙|. Jinak řečeno,

vektor
−→
𝐴𝐶 dostaneme otočeńım vektoru

−−→
𝐴𝐵 o úhel |𝜙|, neboli bod 𝐶 dostaneme otočeńım

bodu 𝐵 kolem bodu 𝐴 o úhel |𝜙|.
Násobeńı libovolného komplexńıho č́ısla 𝑎 komplexńım č́ıslem 𝑧 = |𝑧|(cos𝜙+i sin𝜙) ̸= 0

pak můžeme jednoduše rozložit na násobeńı komplexńı jednotkou 𝜔𝑧 = cos𝜙 + i sin𝜙 a
následné vynásobeńı reálným č́ıslem |𝑧|. Geometricky to tedy znamená, že nejprve bod 𝐴,
který odpov́ıdá komplexńımu č́ıslu 𝑎 otoč́ıme kolem počátku o úhel 𝜙 do bodu 𝐴1 a
následně bod 𝐴1 zobraźıme do bodu 𝐴2 na polopř́ımce 𝑂𝐴1 tak, že |𝑂𝐴2| = |𝑧| · |𝑂𝐴1|.

Pod́ıvejme se ještě na geometrický význam pod́ılu dvou nenulových komplexńıch č́ısel

𝑧1
𝑧2

=
|𝑧1|
|𝑧2|

(cos(𝜙1 − 𝜙2) + i sin(𝜙1 − 𝜙2)) .

Absolutńı hodnota výsledného pod́ılu udává poměr velikost́ı vektor̊u
−−→
𝑂𝑍1,

−−→
𝑂𝑍2 a argument

pod́ılu udává úhel, který vektory
−−→
𝑂𝑍1,

−−→
𝑂𝑍2 sv́ıraj́ı.
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Pro umocňováńı komplexńıho č́ısla 𝑧 = |𝑧|(cos𝜙 + i sin𝜙) libovolným č́ıslem 𝑛 ∈ Z
plat́ı tzv. Moivreova věta:

𝑧𝑛 = |𝑧|𝑛(cos𝑛𝜙 + i sin𝑛𝜙) .

Pomoćı Moivreovy věty je možné odvodit (viz např. [cal–10]), že binomická rovnice s ne-
známou 𝑧 tvaru

𝑧𝑛 − 𝑎 = 0 , 𝑛 ∈ N , 𝑛 > 1 , 𝑎 ∈ C : 𝑎 = |𝑎|(cos𝛼 + i sin𝛼) ̸= 0 ,

má v oboru komplexńıch č́ısel právě 𝑛 r̊uzných kořen̊u ve tvaru

𝑧𝑘 = 𝑛
√︀

|𝑎|
(︂

cos
𝛼 + 2𝑘𝜋

𝑛
+ i sin

𝛼 + 2𝑘𝜋

𝑛

)︂
, 𝑘 = 0, . . . , 𝑛− 1 . (1.1)

Jinak řečeno, všechny 𝑛-té komplexńı odmocniny č́ısla 𝑎 jsou tvaru (1.1) a je jich právě 𝑛.
Všechny tyto odmocniny maj́ı stejnou absolutńı hodnotu rovnu 𝑛

√︀
|𝑎|, v Gaussově ro-

vině tedy lež́ı na jedné kružnici o poloměru 𝑛
√︀
|𝑎|. Jsou-li 𝑍𝑘 a 𝑍𝑘+1 obrazy kořen̊u 𝑧𝑘 a

𝑧𝑘+1, je úhel 𝑍𝑘𝑂𝑍𝑘+1 vždy roven 2𝜋
𝑛 . Všechny kořeny 𝑧0, . . . , 𝑧𝑘−1 tedy tvoř́ı v Gaussově

rovině vrcholy pravidelného 𝑛-úhelńıku vepsaného do kružnice se středem v počátku a
poloměrem 𝑛

√︀
|𝑎|.

Na závěr uved’me ještě jeden možný zápis komplexńıho č́ısla. Stejně jako v [rab–96]
definujme funkci e𝑧 pro každé 𝑧 ∈ C, 𝑧 = 𝑥 + 𝑦i t́ımto předpisem

e𝑧 = e𝑥+𝑦i = e𝑥(cos 𝑦 + i sin 𝑦) .
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Pro 𝑦 = 0 je e𝑧 = e𝑥, takže funkce e𝑧 je rozš́ı̌reńım funkce e𝑥 z R do C. Lehce lze ukázat,
že plat́ı

e𝑧+2𝜋i = e𝑧 , e𝑧1e𝑧2 = e𝑧1+𝑧2 , e−𝑧 =
1

e𝑧
.

Z definice exponenciálńı funkce je zřejmé, že každé komplexńı č́ıslo 𝑧 = |𝑧| · (cos𝜙+i sin𝜙)
můžeme psát ve tvaru

𝑧 = |𝑧|ei𝜙 .

Tento zápis nazýváme exponenciálńı tvar daného komplexńıho č́ısla. Jeho výhodou je
předevš́ım stručnost zápisu komplexńıch jednotek a jejich násobeńı. Zápis budeme využ́ıvat
výhradně ve čtvrté kapitole, při řešeńı jedné úlohy tam uplatńıme i významné vzorce

cos𝜙 =
ei𝜙 + e−i𝜙

2
a sin𝜙 =

ei𝜙 − e−i𝜙

2i
,

jež plynou z exponenciálńıch tvar̊u dvou komplexně sdružených jednotek

ei𝜙 = cos𝜙 + i sin𝜙 a e−i𝜙 = cos𝜙− i sin𝜙 .
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Kapitola 2

Otáčeńı o úhel 𝜋
2

V této kapitole uvedeme 14 geometrických úloh, které lze řešit s využit́ım otáčeńı o úhel 𝜋
2 ,

jde tedy o úlohy, které maj́ı v zadáńı předpoklad o jisté kolmosti nebo naopak nějakou
kolmost dokazuj́ı. Často tak jde o úlohy, ve kterých vystupuj́ı čtverce nebo pravoúhlé
rovnoramenné trojúhelńıky.

Otočeńı o úhel 𝜋
2 v kladném směru v komplexńı rovině odpov́ıdá násobeńı komplexńıho

č́ısla př́ıslušného danému vektoru komplexńı jednotkou i. Právě tak totiž dostaneme kom-
plexńı č́ıslo, jež př́ısluš́ı obrazu p̊uvodńıho vektoru při zmı́něném otočeńı. V následuj́ıćıch
úlohách budeme využ́ıvat známých vlastnost́ı imaginárńı jednotky

i2 = −1 , i3 = −i , i4 = 1 . (2.1)

Podobně otočeńı o úhel 𝜋
2 v záporném směru znamená vynásobeńı komplexńı jednotkou −i

(v uvedeném vektorově-algebraickém významu).
Udělejme ještě dohodu, že body Gaussovy roviny budeme dále značit velkými ṕısmeny

(𝐴, 𝐵, . . . ) a jim odpov́ıdaj́ıćı komplexńı č́ısla př́ıslušnými malými ṕısmeny (𝑎, 𝑏, . . . ).
Dále se domluvme, že zkoumané trojúhelńıky a čtyřúhelńıky ze zadáńıch úloh lež́ı v jedné
rovině a jsou popisovány vždy v kladném směru, abychom při řešeńı úloh nemuseli často
upřesňovat směr otáčeńı.
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Úloha 2.1: Necht’ 𝐴1𝐵1𝑂 a 𝐴2𝐵2𝑂 jsou dva pravoúhlé rovnoramenné trojúhelńıky s pra-
vými úhly při společném vrcholu 𝑂. Dokažte, že plat́ı rovnost |𝐴1𝐴2| = |𝐵1𝐵2| a zároveň
𝐴1𝐴2 ⊥ 𝐵1𝐵2.

1

Řešeńı:
Jistě můžeme předpokládat, že společnému bodu 𝑂 obou trojúhelńık̊u odpov́ıdá v Gaus-
sově rovině komplexńı č́ıslo 0. Protože trojúhelńık 𝑂𝐴1𝐵1 je podle zadáńı rovnoramenný

a pravoúhlý, je vektor
−−→
𝑂𝐵1 otočeńım vektoru

−−→
𝑂𝐴1 o úhel 𝜋

2 v kladném směru, čemuž,
jak v́ıme, algebraicky odpov́ıdá vynásobeńı komplexńı jednotkou i. Analogicky to plat́ı i

pro vektory
−−→
𝑂𝐵2 a

−−→
𝑂𝐴2 v trojúhelńıku 𝑂𝐴2𝐵2, a tedy

𝑏1 = i𝑎1 , 𝑏2 = i𝑎2 .

Vektor̊um
−−−→
𝐴1𝐴2 a

−−−→
𝐵1𝐵2 pak odpov́ıdaj́ı komplexńı č́ısla

−−−→
𝐴1𝐴2 : 𝑎2 − 𝑎1 ,

−−−→
𝐵1𝐵2 : 𝑏2 − 𝑏1 = i(𝑎2 − 𝑎1) .

Odtud je zřejmé, že vektor
−−−→
𝐵1𝐵2 dostaneme otočeńım vektoru

−−−→
𝐴1𝐴2 o úhel 𝜋

2 v kladném
směru, a tedy |𝐴1𝐴2| = |𝐵1𝐵2| a zároveň 𝐴1𝐴2 ⊥ 𝐵1𝐵2.

Úloha 2.2: Jeden muž našel v podkrov́ı starý popis piráta, který zemřel před mnoha lety.
Četl toto: Běž na ostrov X, začni u šibenice 𝐺, běž k jilmu 𝐽 a poč́ıtej kroky. Pak se otoč
doleva o 90∘ a běž stejný počet krok̊u až do bodu 𝐺1. Znovu běž od šibenice k f́ıkovńıku 𝐹
a poč́ıtej kroky. Pak se otoč doprava o 90∘ a běž stejný počet krok̊u až do bodu 𝐺2. Poklad
je zakopán ve středu 𝑇 spojnice bod̊u 𝐺1 a 𝐺2. Muž přicestoval na ostrov, našel jilm a
f́ıkovńık, ale šibenici nemohl naj́ıt, pomozte mu určit bod 𝑇 .2

1 [̌svr–00], str. 24, úloha 1, řešeńı vlastńı.
2[eng–97], str. 295, úloha E9; [tab–02], str. 48, úloha 10.
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Řešeńı:
Vektor

−−→
𝐽𝐺1 dostaneme otočeńım vektoru

−→
𝐽𝐺 o úhel 𝜋

2 v záporném směru, čemuž alge-
braicky odpov́ıdá násobeńı komplexńı jednotkou −i. Pro odpov́ıdaj́ıćı komplexńı č́ıslo tak
dostáváme

𝑔1 − 𝑗 = −i(𝑔 − 𝑗) , neboli 𝑔1 = 𝑗 − i(𝑔 − 𝑗) .

Vektor
−−→
𝐹𝐺2 dostaneme otočeńım vektoru

−−→
𝐹𝐺 o úhel 𝜋

2 v kladném směru, čemuž alge-
braicky odpov́ıdá násobeńı komplexńı jednotkou i. Pro č́ıslo 𝑔2 tak dostáváme

𝑔2 − 𝑓 = i(𝑔 − 𝑓) , neboli 𝑔2 = 𝑓 + i(𝑔 − 𝑓) .

Bod 𝑇 je podle zadáńı střed úsečky 𝐺1𝐺2, odtud

𝑡 =
1

2
(𝑔1 + 𝑔2) =

1

2
(𝑗 + 𝑓) +

1

2
i(𝑗 − 𝑓) . (2.2)

Označme nejprve komplexńı č́ıslo 𝑚 = 1
2(𝑗 + 𝑓), obrazem tohoto č́ısla v Gaussově ro-

vině je bod 𝑀 , střed úsečky 𝐽𝐹 . Vektor
−−→
𝑀𝐽 = 1

2

−→
𝐹𝐽 , jemuž odpov́ıdá komplexńı č́ıslo

𝑗 − 𝑚 = 1
2(𝑗 − 𝑓) otoč́ıme o úhel 𝜋

2 v kladném směru a podle (2.2) pak dostaneme vek-

tor
−−→
𝑀𝑇 : 𝑡−𝑚 = 1

2 i(𝑗 − 𝑓). Pomoćı bodu 𝑀 a vektoru
−−→
𝑀𝑇 dostaneme bod 𝑇 (jako obraz

č́ısla 𝑡 = 𝑚 + 1
2(𝑡 −𝑚) = 1

2(𝑗 + 𝑓) + 1
2 i(𝑗 − 𝑓)), a tak vid́ıme, že na umı́stěńı šibenice 𝐺

v̊ubec nezálež́ı.

Úloha 2.3: Je dán trojúhelńık 𝐴𝐵𝐶 s vnitřńımi úhly při vrcholech 𝐴, 𝐵 věťśımi než 𝜋
4 .

Nad jeho stranou 𝐴𝐵 je sestrojen pravoúhlý rovnoramenný trojúhelńık 𝐴𝐵𝑅 tak, že vr-
chol 𝑅 s pravým úhlem lež́ı uvnitř trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶. Podobně stranám 𝐵𝐶 a 𝐴𝐶 jsou
po řadě vně připsané pravoúhlé rovnoramenné trojúhelńıky 𝐶𝐵𝑃 a 𝐴𝐶𝑄 s pravými úhly
při vrcholech 𝑃 a 𝑄. Dokažte, že 𝐶𝑄𝑅𝑃 je rovnoběžńık.3

3 [̌svr–01], str. 48, úloha 1, řešeńı vlastńı.
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Řešeńı:
Bod 𝑅 je vrchol pravoúhlého rovnoramenného trojúhelńıku sestrojeného nad stranou 𝐴𝐵,

vektor
−−→
𝑅𝐵 je tedy otočeńım vektoru

−→
𝑅𝐴 o úhel 𝜋

2 v kladném směru, čemuž odpov́ıdá
vynásobeńı komplexńı jednotkou i. Pro př́ıslušná komplexńı č́ısla tak plat́ı

𝑏− 𝑟 = i(𝑎− 𝑟) , odtud 𝑟 =
1

1 − i
(𝑏− i𝑎) =

(︂
1

2
+

1

2
i

)︂
(𝑏− i𝑎) =

1

2
(𝑎+ 𝑏− i𝑎+ i𝑏) .

Analogicky vektor
−−→
𝑄𝐶 je otočeńım vektoru

−→
𝑄𝐴 a vektor

−−→
𝑃𝐵 je otočeńım vektoru

−−→
𝑃𝐶

o úhel 𝜋
2 v kladném směru, a tedy

𝑐− 𝑞 = i(𝑎− 𝑞) , odtud 𝑞 =
1

1 − i
(𝑐− i𝑎) =

(︂
1

2
+

1

2
i

)︂
(𝑐− i𝑎) =

1

2
(𝑎+ 𝑐− i𝑎+ i𝑐) ,

𝑏− 𝑝 = i(𝑐− 𝑝) neboli 𝑝 =
1

1 − i
(𝑏− i𝑐) =

(︂
1

2
+

1

2
i

)︂
(𝑏− i𝑐) =

1

2
(𝑏 + 𝑐− i𝑐 + i𝑏) .

Nyńı najdeme vektory
−−→
𝑄𝐶,

−→
𝑅𝑃 a jim odpov́ıdaj́ıćı komplexńı č́ısla:

−−→
𝑄𝐶 : 𝑐− 𝑞 = 𝑐− 1

2
(𝑎 + 𝑐− i𝑎 + i𝑐) =

1

2
(−𝑎 + 𝑐 + i𝑎− i𝑐) ,

−→
𝑅𝑃 : 𝑝− 𝑟 =

1

2
(𝑏 + 𝑐− i𝑐 + i𝑏) − 1

2
(𝑎 + 𝑏− i𝑎 + i𝑏) =

1

2
(−𝑎 + 𝑐 + i𝑎− i𝑐) .

Z předchoźıho vid́ıme, že
−−→
𝑄𝐶 =

−→
𝑅𝑃 , a tedy 𝐶𝑄𝑅𝑃 je rovnoběžńık.

Úloha 2.4: Čtverce 𝐶𝐵𝐸𝐷, 𝐴𝐶𝐺𝐹 , 𝐵𝐴𝐼𝐻 jsou sestrojeny vně nad stranami libovolného
trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶. Trojúhelńıky 𝐺𝐶𝐷 a 𝐸𝐵𝐻 jsou doplněny na rovnoběžńıky 𝐺𝐶𝐷𝑄
a 𝐸𝐵𝐻𝑃 . Dokažte, že trojúhelńık 𝐴𝑃𝑄 je rovnoramenný a pravoúhlý, s pravým úhlem
u vrcholu 𝐴.4

4[rad–07], str. 3, úloha 3.
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Řešeńı:
Vektor

−−→
𝐵𝐻 čtverce sestrojeného nad stranou 𝐴𝐵 dostaneme otočeńım vektoru

−−→
𝐵𝐴 o úhel 𝜋

2
v kladném směru, tomu odpov́ıdá násobeńı komplexńı jednotkou i. Pro komplexńı č́ıslo
odpov́ıdaj́ıćı vrcholu 𝐻 tak dostáváme

ℎ− 𝑏 = i(𝑎− 𝑏) , odtud ℎ = (1 − i)𝑏 + i𝑎 .

Analogicky najdeme vyjádřeńı komplexńıch č́ısel odpov́ıdaj́ıćıch vrchol̊um 𝐸, 𝐷, 𝐺:

𝑒− 𝑏 = −i(𝑐− 𝑏) , odtud 𝑒 = (1 + i)𝑏− i𝑐 .

𝑑− 𝑐 = i(𝑏− 𝑏) , odtud 𝑑 = (1 − i)𝑐 + i𝑏 .

𝑔 − 𝑐 = −i(𝑎− 𝑐) , odtud 𝑔 = (1 + i)𝑐− i𝑎 .

Podle zadáńı je 𝐸𝐵𝐻𝑃 rovnoběžńık, plat́ı proto
−−→
𝐸𝑃 =

−−→
𝐵𝐻, pro odpov́ıdaj́ıćı komplexńı

č́ısla pak s využit́ım předchoźıch rovnost́ı dostáváme

𝑝− 𝑒 = ℎ− 𝑏 , neboli 𝑝 = 𝑒 + ℎ− 𝑏 = (1 + i)𝑏− i𝑐 + (1 − i)𝑏 + i𝑎− 𝑏 = i𝑎 + 𝑏− i𝑐 .

Podobně 𝐺𝐶𝐷𝑄 je rovnoběžńık, tedy
−−→
𝐷𝑄 =

−−→
𝐶𝐺, odtud

𝑞− 𝑑 = 𝑔− 𝑐 , neboli 𝑞 = 𝑑+ 𝑔− 𝑐 = (1− i)𝑐+ i𝑏+ (1 + i)𝑐− i𝑎− 𝑐 = −i𝑎+ i𝑏+ 𝑐 .

Nyńı vyjádř́ıme komplexńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı vektor̊um
−→
𝐴𝑃 a

−→
𝐴𝑄:

−→
𝐴𝑃 : 𝑝− 𝑎 = (i − 1)𝑎 + 𝑏− i𝑐 ,

−→
𝐴𝑄 : 𝑞 − 𝑎 = (−i − 1)𝑎 + i𝑏 + 𝑐 .

Máme dokázat, že trojúhelńık 𝐴𝑃𝑄 je rovnoramenný a pravoúhlý, což nastane, pokud

vektor
−→
𝐴𝑄 dostaneme otočeńım vektoru

−→
𝐴𝑃 o úhel ±𝜋

2 , v řeči komplexńıch č́ısel vynáso-
beńım komplexńı jednotkou ±i. Z odvozených rovnost́ı plyne

i(𝑝− 𝑎) = (i2 − i)𝑎 + i𝑏− i2𝑐 = (−1 − i)𝑎 + i𝑏 + 𝑐 = 𝑞 − 𝑎 ,

což jsme potřebovali dokázat.
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Úloha 2.5: Necht’ 𝑃 , 𝑄, 𝑅 jsou po řadě středy čtverc̊u sestrojených vně nad stranami 𝐵𝐶,
𝐶𝐴, 𝐴𝐵 libovolného trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶. Dokažte, že plat́ı rovnost |𝐴𝑃 | = |𝑄𝑅| a zároveň
𝐴𝑃 ⊥ 𝑄𝑅.5

Řešeńı:
Střed 𝑅 čtverce sestrojeného nad stranou 𝐴𝐵 źıskáme tak, že ke středu strany 𝐴𝐵, který

vyjádř́ıme pomoćı komplexńıho č́ısla 1
2(𝑎 + 𝑏), přičteme polovinu vektoru

−−→
𝐵𝐴 otočeného

o úhel 𝜋
2 v kladném směru, kterému odpov́ıdá komplexńı č́ıslo i12(𝑎 − 𝑏). Analogicky do-

staneme středy 𝑃 a 𝑄 daľśıch dvou:

𝑟 =
1

2
(𝑎 + 𝑏) + i

1

2
(𝑎− 𝑏) , 𝑞 =

1

2
(𝑎 + 𝑐) + i

1

2
(𝑐− 𝑎) , 𝑝 =

1

2
(𝑏 + 𝑐) + i

1

2
(𝑏− 𝑐) .

Nyńı vyjádř́ıme komplexńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı vektor̊um
−→
𝐴𝑃 a

−−→
𝑄𝑅:

−→
𝐴𝑃 : 𝑝− 𝑎 =

1

2
(𝑏 + 𝑐− 2𝑎) + i

1

2
(𝑏− 𝑐) ,

−−→
𝑄𝑅 : 𝑟 − 𝑞 =

1

2
(𝑏− 𝑐) + i

1

2
(2𝑎− 𝑏− 𝑐) .

Máme dokázat, že vektory
−→
𝐴𝑃 a

−−→
𝑄𝑅 jsou navzájem kolmé a stejně dlouhé. To nastane,

pokud
−→
𝐴𝑃 dostaneme otočeńım

−−→
𝑅𝑄 o úhel ±𝜋

2 , v řeči komplexńıch č́ısel vynásobeńım
komplexńı jednotkou i nebo −i. Pro prvńı z nich to z odvozených rovnost́ı snadno vyplývá:

i(𝑟 − 𝑞) = i
1

2
(𝑏− 𝑐) − 1

2
(2𝑎− 𝑏− 𝑐) = 𝑝− 𝑎 .

5 [̌svr–00], str. 28, úloha 6, řešeńı vlastńı. S ohledem na symetrii dané situace maj́ı stejné vlastnosti i
dvojice úseček 𝐵𝑄, 𝑃𝑅 a 𝐶𝑅, 𝑃𝑄.
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Úloha 2.6: Nad stranami libovolného konvexńıho čtyřúhelńıku 𝐴𝐵𝐶𝐷 jsou vně sestrojeny
čtyři čtverce. Jsou-li středy čtverc̊u označeny po řadě 𝑋, 𝑌 , 𝑍, 𝑈 , pak úsečky 𝑋𝑍 a 𝑌 𝑈
jsou navzájem kolmé a stejně dlouhé. Dokažte.6

Řešeńı 1:
Střed 𝑋 čtverce sestrojeného nad stranou 𝐴𝐵 źıskáme tak, že ke středu strany 𝐴𝐵 (který

je obrazem komplexńıho č́ısla 1
2(𝑎+ 𝑏)) přičteme polovinu vektoru

−−→
𝐵𝐴 otočeného o úhel 𝜋

2
(které odpov́ıdá č́ıslo i12(𝑎− 𝑏)). Analogicky dostaneme také středy ostatńıch čtverc̊u:

𝑥 =
1

2
(𝑎 + 𝑏) + i

1

2
(𝑎− 𝑏) , 𝑦 =

1

2
(𝑏 + 𝑐) + i

1

2
(𝑏− 𝑐) ,

𝑧 =
1

2
(𝑐 + 𝑑) + i

1

2
(𝑐− 𝑑) , 𝑢 =

1

2
(𝑑 + 𝑎) + i

1

2
(𝑑− 𝑎) .

Nyńı vyjádř́ıme komplexńımi č́ısly vektory
−−→
𝑋𝑍 a

−−→
𝑌 𝑈 :

−−→
𝑋𝑍 : 𝑧 − 𝑥 =

1

2
(𝑐 + 𝑑− 𝑎− 𝑏) + i

1

2
(𝑐− 𝑑− 𝑎 + 𝑏) ,

−−→
𝑌 𝑈 : 𝑢− 𝑦 =

1

2
(𝑑 + 𝑎− 𝑏− 𝑐) + i

1

2
(𝑑− 𝑎− 𝑏 + 𝑐) .

Tyto vektory jsou navzájem kolmé a stejně dlouhé, pokud jeden z nich dostaneme otočeńım
druhého o úhel ±𝜋

2 , čili vynásobeńım jednou z komplexńıch jednotek ±i. Skutečně,

(𝑧 − 𝑥)i =
1

2
(𝑎 + 𝑑− 𝑏− 𝑐) + i

1

2
(𝑐 + 𝑑− 𝑎− 𝑏) = 𝑢− 𝑦 .

Důkaz je hotov.

6[eng–97], str. 296, úloha E11; [lar–90], str. 391, úloha 8.3.14; [̌svr–00], str. 29, úloha 7. Tvrzeńı je známé
pod názvem prvńı Van Aubelova věta.
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Řešeńı 2:

Protože 𝑋 je střed čtverce sestrojeného nad stranou 𝐴𝐵, je bod 𝐴 obrazem bodu 𝐵
v otočeńı o úhel 𝜋

2 se středem 𝑋. Pro odpov́ıdaj́ıćı komplexńı č́ısla tak plat́ı 𝑎 = 𝑥+i(𝑏−𝑥).

Úpravou źıskáme prvńı ze čtyř rovnost́ı, daľśı tři pak dostaneme analogicky

𝑎 = (1 − i)𝑥 + i𝑏 , 𝑏 = (1 − i)𝑦 + i𝑐 ,

𝑐 = (1 − i)𝑧 + i𝑑 , 𝑑 = (1 − i)𝑢 + i𝑎 .

Vynásob́ıme-li jednotlivé rovnosti po řadě č́ısly 1, i, i2, i3 a pak je sečteme, dostaneme

𝑎 + i𝑏− 𝑐− i𝑑 = (1 − i)(𝑥 + i𝑦 − 𝑧 − i𝑢) + (i𝑏− 𝑐− i𝑑 + 𝑎) .

Výraz nalevo je ovšem roven posledńı závorce napravo, takže s ohledem na 1− i ̸= 0 odtud
máme 𝑥 + i𝑦 − 𝑧 − i𝑢 = 0, neboli 𝑧 − 𝑥 = i(𝑦 − 𝑢), takže úsečky 𝑋𝑍 a 𝑌 𝑈 jsou skutečně
shodné a navzájem kolmé.

Úloha 2.7: Čtverce 𝐶𝐵𝑄𝑃 a 𝐴𝐶𝑀𝑁 jsou sestrojeny vně nad stranami daného trojúhel-
ńıku 𝐴𝐵𝐶. Ukažte, že středy 𝐷, 𝐸 těchto čtverc̊u, střed 𝐺 strany 𝐴𝐵 a střed 𝐹 úsečky 𝑀𝑃
jsou vrcholy čtverce.7

Řešeńı:
Všimněme si, že 𝐺𝐷𝐹𝐸 je čtyřúhelńık, jehož vrcholy jsou středy stran čtyřúhelńıku
𝐴𝐵𝑃𝑀 (viz obr.), takže se jedná o rovnoběžńık.8 Proto stač́ı ukázat, že jeho strany 𝐸𝐺
a 𝐺𝐷 jsou stejně dlouhé a navzájem kolmé.

7[eng–97], str. 296-297, úloha E12. Tvrzeńı o bodech 𝐷, 𝐸, 𝐺 (že to jsou vrcholy pravoúhlého rovnora-
menného trojúhelńıku) je uvedeno v [̌svr–00], str. 25, jako úloha 2.

8Jde o tzv. Varignon̊uv rovnoběžńık daného čtyřúhelńıku.
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Pro komplexńı č́ıslo odpov́ıdaj́ıćı středu 𝐺 strany 𝐴𝐵 plat́ı

𝑔 =
1

2
(𝑎 + 𝑏) .

Střed 𝐸 čtverce 𝐴𝐶𝑀𝑁 sestrojeného nad stranou 𝐴𝐶 źıskáme tak, že ke středu strany 𝐴𝐶

přičteme polovinu vektoru
−→
𝐴𝐶 otočeného o úhel 𝜋

2 (stejně jako v úloze 2.5). Analogicky
rovněž dostaneme střed 𝐷 čtverce sestrojeného nad stranou 𝐵𝐶:

𝑒 =
1

2
(𝑎 + 𝑐) + i

1

2
(𝑐− 𝑎) , 𝑑 =

1

2
(𝑏 + 𝑐) + i

1

2
(𝑏− 𝑐) .

Vektory
−−→
𝐺𝐷 a

−−→
𝐺𝐸 jsou tud́ıž určeny č́ısly

−−→
𝐺𝐷 : 𝑑− 𝑔 =

1

2
(𝑐− 𝑎) + i

1

2
(𝑏− 𝑐) ,

−−→
𝐺𝐸 : 𝑒− 𝑔 =

1

2
(𝑐− 𝑏) + i

1

2
(𝑐− 𝑎) .

Tyto vektory jsou navzájem kolmé a stejně dlouhé, pokud jeden z nich dostaneme otočeńım
druhého o úhel 𝜋

2 , což algebraicky ověř́ıme násobeńım komplexńı jednotkou i:

(𝑑− 𝑔)i =
1

2
(𝑐− 𝑏) + i

1

2
(𝑐− 𝑎) = 𝑒− 𝑔 .

Odtud již plyne, že 𝐺𝐷𝐹𝐸 je skutečně čtverec.

Úloha 2.8: Nad stranami libovolného rovnoběžńıku 𝐴𝐵𝐶𝐷 jsou vně sestrojeny čtverce.
Dokažte, že jejich středy 𝑀1, 𝑀2, 𝑀3, 𝑀4 jsou vrcholy čtverce.9

9[lar–90], str. 391, úloha 8.3.12; [tab–02], str. 48, úloha 7. Připomeňme, že v př́ıpadě libovolného
čtyřúhelńıku 𝐴𝐵𝐶𝐷 jsou středy 𝑀1, 𝑀2, 𝑀3, 𝑀4 vrcholy čtyřúhelńıku se stejně dlouhými a navzájem
kolmými úhlopř́ıčkami (úloha 2.6).
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Řešeńı:
Střed 𝑀1 čtverce sestrojeného nad stranou 𝐴𝐵 źıskáme tak, že ke středu strany 𝐴𝐵

přičteme polovinu vektoru
−−→
𝐵𝐴 otočeného o úhel 𝜋

2 v kladném směru. Analogicky rovněž
dostaneme středy ostatńıch čtverc̊u:

𝑚1 =
1

2
(𝑎 + 𝑏) + i

1

2
(𝑎− 𝑏) , 𝑚2 =

1

2
(𝑏 + 𝑐) + i

1

2
(𝑏− 𝑐) ,

𝑚3 =
1

2
(𝑐 + 𝑑) + i

1

2
(𝑐− 𝑑) , 𝑚4 =

1

2
(𝑑 + 𝑎) + i

1

2
(𝑑− 𝑎) .

Odtud vyjádř́ıme komplexńımi č́ısly vektory
−−−−→
𝑀2𝑀1 a

−−−−→
𝑀3𝑀4:

−−−−→
𝑀2𝑀1 : 𝑚1 −𝑚2 =

1

2
(𝑎− 𝑐) + i

1

2
(𝑎− 𝑏 + 𝑐− 𝑏) ,

−−−−→
𝑀3𝑀4 : 𝑚4 −𝑚3 =

1

2
(𝑎− 𝑐) + i

1

2
(𝑑− 𝑎 + 𝑑− 𝑐) .

S využit́ım toho, že 𝐴𝐵𝐶𝐷 je rovnoběžńık, a tedy 𝑑−𝑎 = 𝑐− 𝑏 a 𝑑− 𝑐 = 𝑎− 𝑏, dostaneme
rovnost 𝑚1 −𝑚2 = 𝑚4 −𝑚3, tud́ıž 𝑀1𝑀2𝑀3𝑀4 je rovnoběžńık. Půjde o čtverec, pokud

vektor
−−−−→
𝑀4𝑀3 dostaneme otočeńım vektoru

−−−−→
𝑀4𝑀1 o 𝜋

2 v kladném směru, v řeči komplexńıch
č́ısel vynásobeńım odpov́ıdaj́ıćıho č́ısla imaginárńı jednotkou i. Z odvozených vyjádřeńı
obdrž́ıme

𝑚1−𝑚4 =
1

2
(𝑏−𝑑)+i

1

2
(𝑎−𝑏+𝑎−𝑑) =

1

2
(𝑏−𝑑)+i

1

2
(𝑑−𝑐+𝑎−𝑑) =

1

2
(𝑏−𝑑)+i

1

2
(𝑎−𝑐) ,

𝑚3−𝑚4 =
1

2
(𝑐−𝑎)+i

1

2
(𝑎−𝑑+𝑐−𝑑) =

1

2
(𝑐−𝑎)+i

1

2
(𝑏−𝑐+𝑐−𝑑) =

1

2
(𝑐−𝑎)+i

1

2
(𝑏−𝑑) ,

(𝑚1 −𝑚4)i =
1

2
i(𝑏− 𝑑) + i2

1

2
(𝑎− 𝑐) =

1

2
i(𝑏− 𝑑) +

1

2
(𝑐− 𝑎) = 𝑚3 −𝑚4 ,

a tedy 𝑀1𝑀2𝑀3𝑀4 je skutečně čtverec.

Poznámka:
V podaném řešeńı jsme nevyužili výsledku úlohy 2.6. Podle něho stačilo ukázat, že úhlo-
př́ıčky 𝑀1𝑀3 a 𝑀2𝑀4 se navzájem p̊uĺı. To z vyjádřeńı č́ısel 𝑚1, 𝑚2, 𝑚3, 𝑚4 snadno
vyplývá:

𝑚1 + 𝑚3

2
=

𝑚2 + 𝑚4

2
=

1

4
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑) ,

nebot’ 𝑎 − 𝑏 + 𝑐 − 𝑑 = 0. Vid́ıme nav́ıc, že střed čtverce 𝑀1𝑀2𝑀3𝑀4 splývá se středem
rovnoběžńıku 𝐴𝐵𝐶𝐷.

Úloha 2.9: Necht’ 𝑃 , 𝑄, 𝑅 jsou po řadě středy čtverc̊u sestrojených vně nad stranami 𝐵𝐶,
𝐶𝐴, 𝐴𝐵 libovolného trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶. Dále necht’ 𝑋, 𝑌 , 𝑍 jsou po řadě středy čtverc̊u
sestrojených nad stranami 𝑄𝑅, 𝑅𝑃 , 𝑃𝑄 trojúhelńıku 𝑃𝑄𝑅 nikoliv vně, nýbrž do polorovin
jeho vnitřku. Dokažte, že body 𝑋, 𝑌 , 𝑍 jsou středy stran trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶.10

10[tab–02], str. 48, úloha 8, řešeńı vlastńı.
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Řešeńı:
Střed 𝑅 čtverce sestrojeného nad stranou 𝐴𝐵 źıskáme tak, že ke středu strany 𝐴𝐵, který

vyjádř́ıme pomoćı komplexńıho č́ısla 1
2(𝑎 + 𝑏), přičteme polovinu vektoru

−−→
𝐵𝐴 otočeného

o úhel 𝜋
2 v kladném směru, kterému odpov́ıdá komplexńı č́ıslo i12(𝑎 − 𝑏). Analogicky pak

dostaneme i středy 𝑃 a 𝑄. Odpov́ıdaj́ıćı komplexńı č́ısla proto jsou

𝑟 =
1

2
(𝑎 + 𝑏) + i

1

2
(𝑎− 𝑏) , 𝑞 =

1

2
(𝑎 + 𝑐) + i

1

2
(𝑐− 𝑎) , 𝑝 =

1

2
(𝑏 + 𝑐) + i

1

2
(𝑏− 𝑐) .

Střed 𝑍 čtverce sestrojeného uvnitř nad stranou 𝑃𝑄 źıskáme tak, že ke středu strany 𝑃𝑄,

který vyjádř́ıme pomoćı komplexńıho č́ısla 1
2(𝑝+ 𝑞), přičteme polovinu vektoru

−−→
𝑃𝑄 otoče-

ného o úhel 𝜋
2 v kladném směru, kterému odpov́ıdá komplexńı č́ıslo i12(𝑞−𝑝). Odpov́ıdaj́ıćı

komplexńı č́ıslo 𝑧 je proto rovno

𝑧 =
1

2
(𝑝 + 𝑞) + i

1

2
(𝑞 − 𝑝) =

1

2

(︂
1

2
(𝑏 + 𝑐) + i

1

2
(𝑏− 𝑐) +

1

2
(𝑎 + 𝑐) + i

1

2
(𝑐− 𝑎)

)︂
+

+i
1

2

(︂
1

2
(𝑎 + 𝑐) + i

1

2
(𝑐− 𝑎) − 1

2
(𝑏 + 𝑐) − i

1

2
(𝑏− 𝑐)

)︂
=

1

4
(2𝑎 + 2𝑏) =

1

2
(𝑎 + 𝑏) .

Bod 𝑍 je tedy skutečně středem strany 𝐴𝐵 p̊uvodńıho trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶. S ohledem
na symetrii je jasné, že body 𝑌 , 𝑋 jsou po řadě středy stran 𝐴𝐶, 𝐵𝐶 a celý d̊ukaz je
hotov.
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Úloha 2.10: Jsou dány tři čtverce 𝐴𝐵𝐶𝐷, 𝐴𝐵1𝐶1𝐷1, 𝐴2𝐵2𝐶𝐷2 (prvńı a druhý čtverec
maj́ı společný vrchol 𝐴, prvńı a třet́ı čtverec maj́ı společný vrchol 𝐶). Dokažte, že těžni-
ce 𝐵𝑀 trojúhelńıku 𝐵𝐵2𝐵1 je kolmá na př́ımku 𝐷1𝐷2.

11

Řešeńı:
Zvolme vrchol 𝐴 za počátek komplexńı roviny, tzn. 𝑎 = 0. Vektor

−−→
𝐵𝐶 je otočeńım vek-

toru
−−→
𝐵𝐴 o úhel 𝜋

2 v záporném směru, tomu odpov́ıdá násobeńı komplexńı jednotkou −i,
bod 𝐶 je proto obrazem komplexńıho č́ısla 𝑐, pro něž plat́ı

𝑐− 𝑏 = −i(0 − 𝑏) , neboli 𝑐 = 𝑏 + i𝑏 .

Podobně vektor
−−→
𝐴𝐷1 je otočeńım vektoru

−−→
𝐴𝐵1 o úhel 𝜋

2 v kladném směru a vektor
−−→
𝐶𝐷2

je otočeńım vektoru
−−→
𝐶𝐵2 o úhel 𝜋

2 v záporném směru, odtud pro odpov́ıdaj́ıćı č́ısla plyne

𝑑1 = i𝑏1 , 𝑑2 − 𝑐 = −i(𝑏2 − 𝑐) .

Do druhého vyjádřeńı ještě dosad́ıme za 𝑐 a dostáváme

𝑑2 = 𝑏 + i𝑏− i(𝑏2 − 𝑏− i𝑏) = 2i𝑏− i𝑏2 .

Protože 𝐵𝑀 je těžnice trojúhelńıku 𝐵𝐵2𝐵1, je bod 𝑀 střed strany 𝐵1𝐵2, pro odpov́ıdaj́ıćı
komplexńı č́ıslo tedy plat́ı

𝑚 =
1

2
(𝑏1 + 𝑏2) .

Nyńı najdeme komplexńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı vektor̊um
−−→
𝑀𝐵 a

−−−→
𝐷1𝐷2

𝑏−𝑚 = 𝑏− 1

2
𝑏1 −

1

2
𝑏2 , 𝑑2 − 𝑑1 = 2i𝑏− i𝑏2 − i𝑏1 .

Pod́ıl těchto dvou komplexńıch č́ısel je roven

𝑑2 − 𝑑1
𝑏−𝑚

=
2i𝑏− i𝑏2 − i𝑏1

𝑏− 1
2𝑏1 −

1
2𝑏2

= 2i ,

což je č́ıslo ryze imaginárńı, vektory
−−→
𝑀𝐵 a

−−−→
𝐷1𝐷2 jsou tedy navzájem kolmé, což jsme měli

dokázat. Nav́ıc jsme zjistili, že |𝐷1𝐷2| = 2|𝑀𝐵|.

11[tab–02], str. 47, úloha 4, řešeńı vlastńı.
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Úloha 2.11: Je dán trojúhelńık 𝐴𝐵𝐶. Nad stranami 𝐴𝐵 a 𝐴𝐶 vně a nad stranou 𝐵𝐶
dovnitř jsou jako nad základnami sestrojeny navzájem podobné rovnoramenné trojúhelńıky
𝐵𝐴𝐶0, 𝐴𝐶𝐵0 a 𝐵𝐶𝐴0. Dokažte, že čtyřúhelńık 𝐴𝐶0𝐴0𝐵0 je rovnoběžńık.12

Řešeńı:
Necht’ 𝐷, 𝐸, 𝐹 jsou postupně středy stran 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, takže plat́ı

−−→
𝐴𝐷 =

1

2

−−→
𝐴𝐵 ,

−−→
𝐵𝐸 =

1

2

−−→
𝐵𝐶 ,

−→
𝐴𝐹 =

1

2

−→
𝐴𝐶 .

Máme dokázat, že 𝐴𝐶0𝐴0𝐵0 je rovnoběžńık, že tedy plat́ı vektorová rovnost

−−→
𝐴𝐵0 +

−−→
𝐴𝐶0 =

−−→
𝐴𝐴0 .

Nejprve vyjádř́ıme potřebné vektory takto:

−−→
𝐴𝐵0 =

−→
𝐴𝐹 +

−−→
𝐹𝐵0 = 1

2

−→
𝐴𝐶 +

−−→
𝐹𝐵0 ,−−→

𝐴𝐶0 =
−−→
𝐴𝐷 +

−−→
𝐷𝐶0 = 1

2

−−→
𝐴𝐵 +

−−→
𝐷𝐶0 ,

−−→
𝐴𝐴0 =

−−→
𝐴𝐵 +

−−→
𝐵𝐸 +

−−→
𝐸𝐴0 =

−−→
𝐴𝐵 + 1

2

(︁−→
𝐴𝐶 −

−−→
𝐴𝐵
)︁

+
−−→
𝐸𝐴0 = 1

2

−−→
𝐴𝐵 + 1

2

−→
𝐴𝐶 +

−−→
𝐸𝐴0 .

Protože trojúhelńıky 𝐵𝐴𝐶0, 𝐴𝐶𝐵0 a 𝐵𝐶𝐴0 jsou rovnoramenné, jsou jejich těžnice z vr-
chol̊u 𝐴0, 𝐵0 a 𝐶0 kolmé na př́ıslušné základny (jsou to tedy zároveň výšky); nav́ıc jsou
tyto trojúhelńıky podobné, a tedy poměry velikost́ı jejich stran a výšek jsou shodné:

|𝐹𝐵0|
|𝐴𝐶|

=
|𝐸𝐴0|
|𝐵𝐶|

=
|𝐷𝐶0|
|𝐴𝐵|

= 𝑘 ,

kde 𝑘 ∈ R+. Odtud plyne, že vektor
−−→
𝐹𝐵0 dostaneme vynásobeńım vektoru

−→
𝐴𝐶 reálným

č́ıslem 𝑘 a jeho otočeńım o úhel 𝜋
2 v kladném směru, čemuž v Gaussově rovině odpov́ıdá

vynásobeńı komplexńım č́ıslem 𝑘i. Analogicky dostaneme vektory
−−→
𝐷𝐶0, resp.

−−→
𝐸𝐴0 z vek-

tor̊u
−−→
𝐴𝐵, resp.

−−→
𝐶𝐵. Pro komplexńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı jednotlivým bod̊um a vektor̊um pak

12[lar–90], str. 385-387, úloha 8.3.5.
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můžeme psát −−→
𝐴𝐵0 : 𝑏0 − 𝑎 = 1

2(𝑐− 𝑎) + 𝑘i(𝑐− 𝑎) ,
−−→
𝐴𝐶0 : 𝑐0 − 𝑎 = 1

2(𝑏− 𝑎) − 𝑘i(𝑏− 𝑎) ,
−−→
𝐴𝐴0 : 𝑎0 − 𝑎 = 1

2(𝑏− 𝑎) + 1
2(𝑐− 𝑎) + 𝑘i(𝑐− 𝑏) .

Odtud plyne, že

−−→
𝐴𝐵0 +

−−→
𝐴𝐶0 = −𝑎 +

(︂
1

2
− 𝑘i

)︂
𝑏 +

(︂
1

2
+ 𝑘i

)︂
𝑐 =

−−→
𝐴𝐴0 ,

tedy 𝐴𝐶0𝐴0𝐵0 je skutečně rovnoběžńık.

Úloha 2.12: Výšky trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶 prodlouž́ıme za jejich paty až po takové body 𝐴0, 𝐵0,
𝐶0, že |𝐴𝐴0| = 𝑘

𝑣𝑎
, |𝐵𝐵0| = 𝑘

𝑣𝑏
, |𝐶𝐶0| = 𝑘

𝑣𝑐
, kde 𝑘 je konstanta a 𝑣𝑎, 𝑣𝑏, 𝑣𝑐 jsou standardńı

označeńı délek zmı́něných výšek. Dokažte, že těžǐstě trojúhelńıku 𝐴0𝐵0𝐶0 splývá s těžǐstěm
trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶 bez ohledu na hodnotu konstanty 𝑘.13

Řešeńı:
Pro obsah 𝑆 trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶 plat́ı

𝑆 =
1

2
· |𝐵𝐶| 𝑣𝑎 =

1

2
· |𝐴𝐶| 𝑣𝑏 =

1

2
· |𝐴𝐵| 𝑣𝑐 ,

odtud plyne

𝑣𝑎 =
2𝑆

|𝐵𝐶|
, 𝑣𝑏 =

2𝑆

|𝐴𝐶|
, 𝑣𝑐 =

2𝑆

|𝐴𝐵|
.

Vyjdeme-li z podmı́nky v zadáńı a využijeme předchoźıho, dostaneme

|𝐴𝐴0| =
𝑘

𝑣𝑎
=

𝑘

2𝑆
· |𝐵𝐶| = 𝑞|𝐵𝐶|

při označeńı konstanty 𝑞 = 𝑘
2𝑆 . Analogicky

|𝐵𝐵0| =
𝑘

𝑣𝑏
=

𝑘

2𝑆
· |𝐴𝐶| = 𝑞|𝐴𝐶| , |𝐶𝐶0| =

𝑘

𝑣𝑐
=

𝑘

2𝑆
· |𝐴𝐵| = 𝑞|𝐴𝐵| .

13[lar–90], str. 391-392, úloha 8.3.16.

30



Velikost vektoru
−−→
𝐴𝐴0 je tud́ıž 𝑞-násobkem velikosti vektoru

−−→
𝐵𝐶 a zároveň vektor

−−→
𝐴𝐴0 je

kolmý na vektor
−−→
𝐵𝐶 (jde o prodlouženou výšku na tuto stranu). To znamená, že vek-

tor
−−→
𝐴𝐴0 vznikne otočeńım vektoru

−−→
𝐶𝐵 o úhel 𝜋

2 v kladném směru a jeho následným
vynásobeńım reálným č́ıslem 𝑞. V Gaussově rovině jde o vynásobeńı komplexńım č́ıslem 𝑞i.

Analogicky dostaneme vektory
−−→
𝐵𝐵0 a

−−→
𝐶𝐶0 vynásobeńım vektor̊u

−→
𝐴𝐶 a

−−→
𝐵𝐴 týmž kom-

plexńım č́ıslem 𝑞i. Pro odpov́ıdaj́ıćı komplexńı č́ısla proto plat́ı

𝑎0 − 𝑎 = 𝑞i(𝑏− 𝑐) neboli 𝑎0 = 𝑎 + 𝑞i(𝑏− 𝑐) ,

𝑏0 − 𝑏 = 𝑞i(𝑐− 𝑎) neboli 𝑏0 = 𝑏 + 𝑞i(𝑐− 𝑎) ,

𝑐0 − 𝑐 = 𝑞i(𝑎− 𝑏) neboli 𝑐0 = 𝑐 + 𝑞i(𝑎− 𝑏) .

Zat́ımco komplexńı č́ıslo odpov́ıdaj́ıćı těžǐsti 𝑇 trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶 má obecné vyjádřeńı

𝑡 =
1

3
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) ,

podle téhož vzorce pro komplexńı č́ıslo odpov́ıdaj́ıćı těžǐsti 𝑇0 trojúhelńıku 𝐴0𝐵0𝐶0 z od-
vozených rovnost́ı vycháźı

𝑡0 =
1

3
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑞i(𝑏− 𝑐 + 𝑐− 𝑎 + 𝑎− 𝑏)) =

1

3
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) = 𝑡 .

Těžǐstě trojúhelńıku 𝐴0𝐵0𝐶0 tedy opravdu splývá s těžǐstěm trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶.

Úloha 2.13: Necht’ 𝐴𝐵𝐶𝐷 je konvexńı čtyřúhelńık. Vně nad jeho stranami jsou sestro-
jeny čtyři navzájem podobné rovnoramenné trojúhelńıky 𝐴𝑃𝐵, 𝐵𝑄𝐶, 𝐶𝑅𝐷, 𝐷𝑆𝐴, jejichž
základny jsou strany čtyřúhelńıku 𝐴𝐵𝐶𝐷. Ukažte, že pokud 𝑃𝑄𝑅𝑆 je pravoúhelńık, pak
je 𝐴𝐵𝐶𝐷 kosočtverec s výjimkou situace, kdy 𝐴𝐵𝐶𝐷 je rovnoběžńık a čtyři sestrojené
trojúhelńıky jsou pravoúhlé.14

14[bech–95], str. 48, úloha 4, řešeńı pozměněno; v situaci vyloučené na konci zadáńı je 𝑃𝑄𝑅𝑆 nutně
čtverec, viz úloha 2.8.
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Řešeńı:
Nejprve zavedeme vektory �⃗� =

−−→
𝐴𝐵, �⃗� =

−−→
𝐵𝐶, �⃗� =

−−→
𝐶𝐷 a 𝑑 =

−−→
𝐷𝐴, pro které zřejmě plat́ı

�⃗� + �⃗� + �⃗� + 𝑑 = �⃗� ,

a necht’ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 jsou komplexńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı po řadě těmto vektor̊um v Gaussově
rovině. Dále označme 𝑃1, 𝑄1, 𝑅1, 𝑆1 po řadě středy stran 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐷, 𝐷𝐴. Protože 𝐴𝑃𝐵,
𝐵𝑄𝐶, 𝐶𝑅𝐷, 𝐷𝑆𝐴 jsou rovnoramenné trojúhelńıky se základnami tvořenými stranami
čtyřúhelńıku 𝐴𝐵𝐶𝐷, jsou body 𝑃1, 𝑄1, 𝑅1, 𝑆1 také patami výšek vedených z vrchol̊u 𝑃 ,

𝑄, 𝑅, 𝑆. Označme ještě vektory 𝑝 =
−−→
𝑃1𝑃 , �⃗� =

−−→
𝑄1𝑄, �⃗� =

−−→
𝑅1𝑅 a �⃗� =

−−→
𝑆1𝑆 a 𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑠 jim

odpov́ıdaj́ıćı komplexńı č́ısla. Kladné č́ıslo 𝜆 necht’ znač́ı poměr mezi výškou a základnou
v rovnoramenných trojúhelńıćıch 𝐴𝑃𝐵, 𝐵𝑄𝐶, 𝐶𝑅𝐷, 𝐷𝑆𝐴 (tento poměr muśı být ve všech
trojúhelńıćıch stejný, nebot’ tyto trojúhelńıky jsou dle zadáńı podobné). Vektor 𝑝 pak
dostaneme jako 𝜆-násobek vektoru �⃗� otočeného o úhel 𝜋

2 v záporném směru, a tedy v řeči
komplexńıch č́ısel jako −𝜆i-násobek komplexńıho č́ısla 𝑎. Analogicky pak dostaneme i
č́ısla 𝑞, 𝑟, 𝑠:

𝑝 = −𝜆i𝑎 , 𝑞 = −𝜆i𝑏 , 𝑟 = −𝜆i𝑐 , 𝑠 = −𝜆i𝑑 .

Protože �⃗� + �⃗� + �⃗� + 𝑑 = �⃗�, je také (d́ıky posledńım čtyřem rovnostem)

𝑝 + �⃗� + �⃗� + �⃗� = �⃗� .

Předpokládejme podle zadáńı úlohy, že 𝑃𝑄𝑅𝑆 je pravoúhelńık. Nejprve využijeme v tomto

rovnoběžńıku vektor̊u
−−→
𝑃𝑄 a

−→
𝑆𝑅. Vyjádřeme je následovně:

−−→
𝑃𝑄 =

−−→
𝑃𝑃1 +

−−→
𝑃1𝐵 +

−−→
𝐵𝑄1 +

−−→
𝑄1𝑄 = −𝑝 +

1

2
�⃗� +

1

2
�⃗� + �⃗� ,

−→
𝑆𝑅 =

−−→
𝑆𝑆1 +

−−→
𝑆1𝐷 +

−−→
𝐷𝑅1 +

−−→
𝑅1𝑅 = −�⃗�− 1

2
𝑑− 1

2
�⃗� + �⃗� .

Po dosazeńı do rovnosti
−−→
𝑃𝑄 =

−→
𝑆𝑅 dostaneme

−𝑝 + �⃗� + �⃗�− �⃗� +
1

2
(⃗𝑎 + �⃗� + �⃗� + 𝑑) = �⃗� ,

odtud s přihlédnut́ım k �⃗� + �⃗� + �⃗� + 𝑑 = �⃗� plyne

𝑝 + �⃗� = �⃗� + �⃗� .

Přejdeme-li v této rovnosti od vektor̊u 𝑝, �⃗�, �⃗�, �⃗� ke komplexńım č́ısl̊um 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 od-
pov́ıdaj́ıćım vektor̊um �⃗�, �⃗�, �⃗�, 𝑑, dostaneme

𝜆i𝑎 + 𝜆i𝑐 = 𝜆i𝑏 + 𝜆i𝑑 , neboli 𝑎 + 𝑐 = 𝑏 + 𝑑 ,

což spolu s rovnost́ı 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 0 pak znamená, že 𝑎 + 𝑐 = 𝑏 + 𝑑 = 0, neboli že−−→
𝐴𝐵 +

−−→
𝐶𝐷 = �⃗�. Máme tedy

−−→
𝐴𝐵 =

−−→
𝐷𝐶, a t́ım docháźıme k prvńımu závěru, že totiž
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𝐴𝐵𝐶𝐷 je rovnoběžńık15.

Nyńı ještě vyjádřeme třet́ı vektor
−→
𝑆𝑃 podobně, jako jsme dř́ıve vyjádřili vektory

−−→
𝑃𝑄 a−→

𝑆𝑅:
−→
𝑆𝑃 =

−−→
𝑆𝑆1 +

−−→
𝑆1𝐴 +

−−→
𝐴𝑃1 +

−−→
𝑃1𝑃 = −�⃗� +

1

2
𝑑 +

1

2
�⃗� + 𝑝 .

Protože 𝑃𝑄𝑅𝑆 je dle předpokladu pravoúhelńık, je vektor
−→
𝑆𝑅 reálným 𝑘-násobkem vek-

toru
−→
𝑆𝑃 otočeného o úhel 𝜋

2 , takže pro odpov́ıdaj́ıćı komplexńı č́ısla plat́ı

𝑘i

(︂
−𝑠 +

1

2
𝑑 +

1

2
𝑎 + 𝑝

)︂
= −𝑠− 1

2
𝑑− 1

2
𝑐 + 𝑟 .

Do této rovnosti dosad́ıme za 𝑝, 𝑟, 𝑠 a uprav́ıme:

𝑘i

(︂
𝜆i𝑑 +

1

2
𝑑 +

1

2
𝑎− 𝜆i𝑎

)︂
= 𝜆i𝑑− 1

2
𝑑− 1

2
𝑐− 𝜆i𝑐 ,

−𝑘𝜆𝑑 +
1

2
𝑘i𝑑 +

1

2
𝑘i𝑎 + 𝑘𝜆𝑎 = 𝜆i𝑑− 1

2
𝑑− 1

2
𝑐− 𝜆i𝑐 .

Protože, jak jsme ukázali výše, plat́ı 𝑐 = −𝑎, lze posledńı rovnost dále upravit takto:

𝑑

(︂
−𝑘𝜆 +

1

2
𝑘i − 𝜆i +

1

2

)︂
= 𝑎

(︂
−1

2
𝑘i − 𝑘𝜆 +

1

2
+ 𝜆i

)︂
,

𝑑

(︂
1

2
− 𝑘𝜆 + i

(︂
1

2
𝑘 − 𝜆

)︂)︂
= 𝑎

(︂
1

2
− 𝑘𝜆 + i

(︂
−1

2
𝑘 + 𝜆

)︂)︂
.

V odvozené rovnosti jsou komplexńı koeficienty u č́ısel 𝑎, 𝑑 (odpov́ıdaj́ıćıch vektor̊um �⃗� a
𝑑) komplexně sdružená č́ısla, která zaṕı̌seme jako 𝑧 = 𝑢+ 𝑣i a 𝑧 = 𝑢− 𝑣i. Za předpokladu,
že jejich absolutńı hodnota je nenulová, z rovnosti 𝑑𝑧 = 𝑎𝑧 dostaneme |𝑑| = |𝑎|. Tehdy
proto plat́ı, že čtyřúhelńık 𝐴𝐵𝐶𝐷 (o kterém jsme dř́ıve dokázali, že je rovnoběžńıkem)
má sousedńı strany téže délky, takže to je skutečně kosočtverec.
Zbývá posoudit, kdy nastane př́ıpad 𝑧 = 𝑧 = 0. Rovnosti 𝑢 = 1

2 −𝑘𝜆 = 0 a 𝑣 = 1
2𝑘−𝜆 = 0

plat́ı, právě když 𝑘 = 1 a 𝜆 = 1
2 . Podle významu č́ısla 𝜆 to znamená, že trojúhelńıky 𝐴𝑃𝐵,

𝐵𝑄𝐶, 𝐶𝑅𝐷, 𝐷𝑆𝐴 jsou pravoúhlé, jak je uvedeno v závěru zadáńı úlohy. Rovnost 𝑘 = 1
je pak vyjádřeńım toho, že 𝑃𝑄𝑅𝑆 je čtverec.

Úloha 2.14: K pravoúhlému trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶 s pravým úhlem při vrcholu 𝐶 jsou vně
jeho stran připsány čtverce 𝐵𝐴𝐸𝐷, 𝐶𝐵𝐾𝑀 a 𝐴𝐶𝑁𝐿. Dokažte, že př́ımky 𝐴𝐾, 𝐵𝐿 a
rovnoběžka s př́ımkou 𝐵𝐷 procházej́ıćı bodem 𝐶 se prot́ınaj́ı v jednom bodě.16

15Dodejme, že k takovému závěru jsme potřebovali pouze předpoklad, že 𝑃𝑄𝑅𝑆 je rovnoběžńık.
16 [̌svr–01], str. 51, úloha 3, řešeńı vlastńı.
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Řešeńı:
Zvoĺıme-li polopř́ımky 𝐶𝐴, 𝐶𝐵 za kladnou reálnou, resp. imaginárńı poloosu Gaussovy
roviny, pak bod̊um 𝐴, 𝐵, 𝐶 budou odpov́ıdat po řadě komplexńı č́ısla 𝑎, 𝑏 = 𝑏′i, 𝑐 = 0,

kde 𝑎, 𝑏′ ∈ R+. Protože vektory
−−→
𝐵𝐾,

−→
𝐴𝐿, resp.

−−→
𝐵𝐷 dostaneme otočeńım vektor̊u

−−→
𝐵𝐶,−→

𝐴𝐶, resp.
−−→
𝐵𝐴 o úhel 𝜋

2 (v prvńım př́ıpadě v záporném směru, v daľśıch dvou př́ıpadech
v kladném směru), bod̊um 𝐾, 𝐿 odpov́ıdaj́ı komplexńı č́ısla

𝑘 = −𝑏′ + 𝑏′i , 𝑙 = 𝑎− 𝑎i ,

zat́ımco vektoru
−−→
𝐵𝐷 odpov́ıdá komplexńı č́ıslo

−−→
𝐵𝐷 : i(𝑎− 𝑏) = i(𝑎− 𝑏′i) = 𝑏′ + 𝑎i .

Nyńı zaṕı̌seme parametrické rovnice př́ımek 𝐴𝐾, 𝐵𝐿:

𝐴𝐾 : 𝑧 = 𝑎 + 𝑡(−𝑏′ + 𝑏′i − 𝑎) , 𝑡 ∈ R ;

𝐵𝐿 : 𝑧 = 𝑏′i + 𝑠(𝑎− 𝑎i − 𝑏′i) , 𝑠 ∈ R ;

a najdeme jejich pr̊useč́ık 𝑃 . Porovnáńım reálných a imaginárńıch část́ı obou stran rovnice

𝑎 + 𝑡(−𝑏′ + 𝑏′i − 𝑎) = 𝑏′i + 𝑠(𝑎− 𝑎i − 𝑏′i)

dostaneme pro neznámé 𝑡, 𝑠 ∈ R soustavu

𝑎− 𝑏′𝑡− 𝑎𝑡 = 𝑎𝑠 a 𝑏′𝑡 = 𝑏′ − 𝑎𝑠− 𝑏′𝑠 ,

kterou zaṕı̌seme ve standardńım tvaru

(𝑎 + 𝑏′)𝑡 + 𝑎𝑠 = 𝑎 a 𝑏′𝑡 + (𝑎 + 𝑏′)𝑠 = 𝑏′ .
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Determinant této soustavy (𝑎 + 𝑏′)2 − 𝑎𝑏′ = 𝑎2 + 𝑎𝑏′ + 𝑏′2 je kladný (nebot’ 𝑎, 𝑏′ ∈ R+),
takže soustava má řešeńı

𝑡 =

det

(︂
𝑎 𝑎
𝑏′ 𝑎 + 𝑏′

)︂
𝑎2 + 𝑎𝑏′ + 𝑏′2

=
𝑎2

𝑎2 + 𝑎𝑏′ + 𝑏′2
,

𝑠 =

det

(︂
𝑎 + 𝑏′ 𝑎
𝑏′ 𝑏′

)︂
𝑎2 + 𝑎𝑏′ + 𝑏′2

=
𝑏′2

𝑎2 + 𝑎𝑏′ + 𝑏′2
.

Pr̊useč́ıku 𝑃 proto odpov́ıdá č́ıslo

𝑝 = 𝑎𝑠 + 𝑏′𝑡i =
𝑎𝑏′2 + 𝑏′𝑎2i

𝑎2 + 𝑎𝑏′ + 𝑏′2
=

𝑎𝑏′

𝑎2 + 𝑎𝑏′ + 𝑏′2
(𝑏′ + 𝑎i) .

Vid́ıme, že komplexńı č́ıslo 𝑝, které odpov́ıdá vektoru
−−→
𝐶𝑃 , je reálným násobkem kom-

plexńıho č́ısla 𝑏′ + 𝑎i, které odpov́ıdá vektoru
−−→
𝐵𝐷 (viz výše). To znamená, že pr̊useč́ık 𝑃

př́ımek 𝐴𝐾 a 𝐵𝐿 lež́ı i na př́ımce rovnoběžné s 𝐵𝐷 a procházej́ıćı bodem 𝐶, a d̊ukaz je
tak hotov.
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Kapitola 3

Otáčeńı o úhel 𝜋
3

V celé této kapitole budeme využ́ıvat označeńı komplexńı jednotky

𝜀 = cos
𝜋

3
+ i sin

𝜋

3
=

1

2
+ i

√
3

2
.

Násobeńı touto komplexńı jednotkou 𝜀 nám poslouž́ı k algebraickému popisu výsledk̊u
otáčeńı v rovině o úhel 𝜋

3 v kladném směru. Podle Moivreovy věty je zřejmě 𝜀3 = −1
neboli 𝜀3 + 1 = (𝜀 + 1)(𝜀2 − 𝜀 + 1) = 0, odtud vzhledem k 𝜀 ̸= −1 plyne 𝜀2 = 𝜀 − 1.
Pro komplexńı jednotku 𝜀 tak dostáváme následuj́ıćı vlastnosti, které budeme dále často
využ́ıvat:

𝜀2 = 𝜀− 1 , 𝜀3 = −1 , 𝜀4 = −𝜀 , 𝜀5 = −𝜀2 = 1 − 𝜀 , 𝜀6 = 1 . (3.1)

Otočeńı o úhel 𝜋
3 v záporném směru je pak algebraicky popsáno pomoćı násobeńı

komplexńı jednotkou −𝜀, otočeńı o úhel 2𝜋
3 pomoćı násobeńı komplexńı jednotkou 𝜀2.

V této kapitole uvedeme 20 geometrických úloh, v jejichž řešeńı nějakým zp̊usobem
využ́ıváme otočeńı o úhel 𝜋

3 , jde předevš́ım o úlohy, ve kterých se vyskytuj́ı rovnostranné
trojúhelńıky. Dále jsou zde uvedeny úlohy, ve kterých se využ́ıvá otočeńı o úhel 𝜋

3 spolu
s otočeńım o úhel 𝜋

2 , a konečně úlohy na otočeńı o úhel 2𝜋
3 .
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Úloha 3.1: Rovnostranné trojúhelńıky s vrcholy 𝐸, 𝐹 , 𝐺, 𝐻 jsou sestrojeny vně nad
stranami libovolného čtyřúhelńıku 𝐴𝐵𝐶𝐷 (viz obr.). Necht’ 𝑀 , 𝑁 , 𝑃 , 𝑄 jsou po řadě
středy úseček 𝐸𝐺, 𝐻𝐹 , 𝐴𝐶, 𝐵𝐷. Jaký je typ čtyřúhelńıku 𝑃𝑀𝑄𝑁? 1

Řešeńı:
Nejprve najdeme komplexńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı bod̊um 𝐸, 𝐹 , 𝐺, 𝐻. Protože trojúhelńık

𝐵𝐴𝐸 je rovnostranný, je vektor
−−→
𝐵𝐸 otočeńım vektoru

−−→
𝐵𝐴 o úhel 𝜋

3 v kladném směru,
čemuž v komplexńı rovině odpov́ıdá násobeńı komplexńı jednotkou 𝜀. Analogicky to plat́ı
pro daľśı trojúhelńıky:

𝑒− 𝑏 = 𝜀(𝑎− 𝑏) ⇒ 𝑒 = 𝑏 + 𝜀(𝑎− 𝑏) , 𝑓 − 𝑐 = 𝜀(𝑏− 𝑐) ⇒ 𝑓 = 𝑐 + 𝜀(𝑏− 𝑐) ,

𝑔 − 𝑑 = 𝜀(𝑐− 𝑑) ⇒ 𝑔 = 𝑑 + 𝜀(𝑐− 𝑑) , ℎ− 𝑎 = 𝜀(𝑑− 𝑎) ⇒ ℎ = 𝑎 + 𝜀(𝑑− 𝑎) .

Nyńı najdeme komplexńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı střed̊um 𝑀 , 𝑁 , 𝑃 , 𝑄:

𝑚 =
1

2
(𝑒+𝑔) =

1

2
(𝑏+𝑑+𝜀(𝑎−𝑏+𝑐−𝑑)) , 𝑛 =

1

2
(ℎ+𝑓) =

1

2
(𝑎+𝑐+𝜀(−𝑎+𝑏−𝑐+𝑑)) ,

𝑝 =
1

2
(𝑎 + 𝑐) , 𝑞 =

1

2
(𝑏 + 𝑑) .

Pro komplexńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı vektor̊um
−−→
𝑄𝑀 a

−−→
𝑁𝑃 tud́ıž plat́ı

−−→
𝑄𝑀 : 𝑚− 𝑞 =

1

2
𝜀(𝑎− 𝑏 + 𝑐− 𝑑) ,

−−→
𝑁𝑃 : 𝑝− 𝑛 =

1

2
𝜀(𝑎− 𝑏 + 𝑐− 𝑑) .

Odtud již vid́ıme, že
−−→
𝑄𝑀 =

−−→
𝑁𝑃 , a tedy 𝑃𝑀𝑄𝑁 je rovnoběžńık (př́ıpadně zdegenerovaný

v úsečku či bod).

1[eng–97], str. 300, úloha 35.
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Úloha 3.2: Rovnostranné trojúhelńıky 𝐵𝐴𝐸, 𝐵𝐶𝐹 , 𝐷𝐶𝐺, 𝐷𝐴𝐻 jsou sestrojeny nad
stranami libovolného konvexńıho čtyřúhelńıku 𝐴𝐵𝐶𝐷 tak, že prvńı a třet́ı lež́ı vně tohoto
čtyřúhelńıku, zat́ımco druhý a čtvrtý nikoliv (viz obr.). Dokažte, že čtyřúhelńık 𝐸𝐻𝐺𝐹 je
rovnoběžńık, který m̊uže zdegenerovat v úsečku. Kdy se tak stane? 2

Řešeńı:
Nejprve najdeme komplexńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı bod̊um 𝐸, 𝐹 , 𝐺, 𝐻. Protože trojúhelńık

𝐵𝐴𝐸 je rovnostranný, je vektor
−−→
𝐵𝐸 otočeńım vektoru

−−→
𝐵𝐴 o úhel 𝜋

3 v kladném směru,
čemuž v komplexńı rovině odpov́ıdá násobeńı komplexńı jednotkou 𝜀. Analogicky to plat́ı
pro ostatńı trojúhelńıky:

𝑒− 𝑏 = 𝜀(𝑎− 𝑏) ⇒ 𝑒 = 𝑏 + 𝜀(𝑎− 𝑏) , 𝑓 − 𝑏 = 𝜀(𝑐− 𝑏) ⇒ 𝑓 = 𝑏 + 𝜀(𝑐− 𝑏) ,

𝑔 − 𝑑 = 𝜀(𝑐− 𝑑) ⇒ 𝑔 = 𝑑 + 𝜀(𝑐− 𝑑) , ℎ− 𝑑 = 𝜀(𝑎− 𝑑) ⇒ ℎ = 𝑑 + 𝜀(𝑎− 𝑑) .

Pro komplexńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı vektor̊um
−−→
𝐸𝐹 a

−−→
𝐻𝐺 tud́ıž plat́ı

−−→
𝐸𝐹 : 𝑓 − 𝑒 = 𝑏 + 𝜀(𝑐− 𝑏) − 𝑏− 𝜀(𝑎− 𝑏) = 𝜀(−𝑎 + 𝑐) ,

−−→
𝐻𝐺 : 𝑔 − ℎ = 𝑑 + 𝜀(𝑐− 𝑑) − 𝑑− 𝜀(𝑎− 𝑑) = 𝜀(−𝑎 + 𝑐) .

Odtud již vid́ıme, že
−−→
𝐸𝐹 =

−−→
𝐻𝐺, a tedy 𝐸𝐻𝐺𝐹 je rovnoběžńık.

Rovnoběžńık 𝐸𝐻𝐺𝐹 přitom zdegeneruje na úsečku právě tehdy, když zdegeneruje na
úsečku trojúhelńık 𝐸𝐻𝐺 (pak zdegeneruje taky trojúhelńık 𝐸𝐹𝐺), což nastane, když jsou
body 𝐸, 𝐻, 𝐺 kolineárńı. To v řeči komplexńıch č́ısel znamená právě to, že pod́ıl č́ısel 𝑔−ℎ

𝑒−ℎ
je č́ıslo reálné. Protože

𝑔 − ℎ = 𝜀(𝑐− 𝑎) a 𝑒− ℎ = 𝑏− 𝑑 + 𝜀(𝑑− 𝑏) = (𝜀− 1)(𝑑− 𝑏) = 𝜀2(𝑑− 𝑏) ,

2[yag–75], str. 39, úloha 24a, řešeńı vlastńı. Závěrečnou otázku jsme doplnili sami.
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dostáváme ekvivalentńı podmı́nku

𝑔 − ℎ

𝑒− ℎ
=

𝜀(𝑐− 𝑎)

𝜀2(𝑑− 𝑏)
=

(𝑐− 𝑎)

𝜀(𝑑− 𝑏)
∈ R .

Rovnost 𝑐−𝑎 = 𝑘𝜀(𝑑−𝑏) bude splněna pro nějaké 𝑘 ∈ R právě tehdy, když vektor
−→
𝐴𝐶 do-

staneme otočeńım vektoru
−−→
𝐵𝐷 o úhel 𝜋

3 a jeho následným vynásobeńım nějakým reálným

č́ıslem 𝑘. Rovnoběžńık 𝐸𝐻𝐺𝐹 tedy zdegeneruje právě tehdy, když úhel mezi vektory
−→
𝐴𝐶

a
−−→
𝐵𝐷 úhlopř́ıček čtyřúhelńıku 𝐴𝐵𝐶𝐷 bude roven 𝜋

3 .

Úloha 3.3: Rovnostranné trojúhelńıky 𝐵𝐴𝐷 a 𝐶𝐵𝐸 jsou sestrojeny vně nad stranami 𝐴𝐵
a 𝐵𝐶 daného trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶. Dokažte, že středy úseček 𝐵𝐷, 𝐵𝐸 a 𝐴𝐶 jsou vrcholy
rovnostranného trojúhelńıku.3

Řešeńı:
Nejprve najdeme komplexńı č́ısla př́ıslušná bod̊um 𝐷 a 𝐸. Protože trojúhelńık 𝐵𝐴𝐷 je

rovnostranný, je vektor
−−→
𝐵𝐷 otočeńım vektoru

−−→
𝐵𝐴 o úhel 𝜋

3 v kladném směru, čemuž
odpov́ıdá násobeńı komplexńı jednotkou 𝜀. Analogicky to plat́ı i pro trojúhelńık 𝐶𝐵𝐸:

𝑑− 𝑏 = 𝜀(𝑎− 𝑏) ⇒ 𝑑 = 𝑏 + 𝜀(𝑎− 𝑏) ,

𝑒− 𝑐 = 𝜀(𝑏− 𝑐) ⇒ 𝑒 = 𝑐 + 𝜀(𝑏− 𝑐) .

Označme po řadě 𝑃 , 𝑄, 𝑅 středy úseček 𝐵𝐷, 𝐵𝐸, 𝐴𝐶, pro odpov́ıdaj́ıćı komplexńı č́ısla
pak máme

𝑝 =
1

2
(𝑏 + 𝑑) = 𝑏 +

1

2
𝜀𝑎− 1

2
𝜀𝑏 , 𝑞 =

1

2
(𝑏 + 𝑒) =

1

2
𝑏 +

1

2
𝑐 +

1

2
𝜀𝑏− 1

2
𝜀𝑐 ,

𝑟 =
1

2
(𝑎 + 𝑐) =

1

2
𝑎 +

1

2
𝑐 .

3[eng–97], str. 300, úloha 37.

39



Vektor̊um dvou stran trojúhelńıku 𝑃𝑄𝑅 proto odpov́ıdaj́ı č́ısla

−→
𝑅𝑃 : 𝑝− 𝑟 = −1

2
𝑎 + 𝑏− 1

2
𝑐 +

1

2
𝜀𝑎− 1

2
𝜀𝑏 ,

−−→
𝑅𝑄 : 𝑞 − 𝑟 = −1

2
𝑎 +

1

2
𝑏 +

1

2
𝜀𝑏− 1

2
𝜀𝑐 .

Trojúhelńık 𝑃𝑄𝑅 je rovnostranný, pokud vektory
−→
𝑅𝑃 a

−−→
𝑅𝑄 jsou stejně dlouhé a sv́ıraj́ı

úhel 𝜋
3 , tj. vektor

−−→
𝑅𝑄 je otočeńım vektoru

−→
𝑅𝑃 o úhel 𝜋

3 v kladném směru. V řeči kom-
plexńıch č́ısel máme tak ověřit, že č́ıslo 𝑞−𝑟 je 𝜀-násobkem č́ısla 𝑝−𝑟. S využit́ım vlastnost́ı
č́ısla 𝜀 dostáváme

𝜀(𝑝− 𝑟) = −1

2
𝜀𝑎 + 𝜀𝑏− 1

2
𝜀𝑐 +

1

2
𝜀2𝑎− 1

2
𝜀2𝑏 = −1

2
𝜀𝑎 + 𝜀𝑏− 1

2
𝜀𝑐 +

1

2
𝜀𝑎− 1

2
𝑎− 1

2
𝜀𝑏 +

1

2
𝑏 =

= −1

2
𝑎 +

1

2
𝑏 +

1

2
𝜀𝑏− 1

2
𝜀𝑐 = 𝑞 − 𝑟 ,

a tedy trojúhelńık 𝑃𝑄𝑅 je skutečně rovnostranný.

Úloha 3.4: Lichoběžńık 𝐴𝐵𝐶𝐷 je vepsán do kružnice 𝑘 se středem 𝑂 a poloměrem
𝑟 shodným s délkami ramen 𝐵𝐶 a 𝐷𝐴. Ukažte, že středy poloměr̊u 𝑂𝐴, 𝑂𝐵 a střed
strany 𝐶𝐷 jsou vrcholy rovnostranného trojúhelńıku.4

Řešeńı:
Bud’ 𝑂 počátek komplexńı roviny, čili obraz č́ısla 0. Trojúhelńıky 𝑂𝐷𝐴 a 𝑂𝐵𝐶 jsou podle

zadáńı rovnostranné, proto vektory
−→
𝑂𝐴,

−−→
𝑂𝐶 dostaneme otočeńım po řadě vektor̊u

−−→
𝑂𝐷,

−−→
𝑂𝐵

o úhel 𝜋
3 v kladném směru, čemuž algebraicky odpov́ıdá vynásobeńı komplexńı jednotkou 𝜀.

Můžeme tedy psát 𝑎 = 𝜀𝑑, 𝑐 = 𝜀𝑏. Označme středy poloměr̊u 𝑂𝐴, 𝑂𝐵 po řadě 𝑃 , 𝑄 a
střed strany 𝐶𝐷 označme 𝑅, pro odpov́ıdaj́ıćı komplexńı č́ısla plat́ı

𝑝 =
1

2
𝜀𝑑 , 𝑞 =

1

2
𝑏 , 𝑟 =

1

2
𝜀𝑏 +

1

2
𝑑 .

Vektor̊um stran trojúhelńıku 𝑃𝑄𝑅 tak odpov́ıdaj́ı komplexńı č́ısla

−−→
𝑃𝑄 : 𝑞 − 𝑝 =

1

2
𝑏− 1

2
𝜀𝑑 ,

−→
𝑃𝑅 : 𝑞 − 𝑟 =

1

2
𝑏 +

1

2
𝑑− 1

2
𝜀𝑑 .

4[eng–97], str. 300, úloha 33.
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Trojúhelńık 𝑃𝑄𝑅 je rovnostranný, je-li vektor
−→
𝑃𝑅 otočeńım vektoru

−−→
𝑃𝑄 o úhel 𝜋

3 v kladném
směru, v řeči komplexńıch č́ısel je-li 𝑟 − 𝑝 𝜀-násobkem 𝑞 − 𝑝. S využit́ım vlastnost́ı č́ısla 𝜀
dostáváme

𝜀(𝑞 − 𝑝) =
1

2
𝜀𝑏− 1

2
𝜀2𝑑 =

1

2
𝜀𝑏− 1

2
𝜀𝑑 +

1

2
𝑑 = 𝑟 − 𝑝 ,

a tedy trojúhelńık 𝑃𝑄𝑅 je skutečně rovnostranný.

Úloha 3.5: Necht’ 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 je šestiúhelńık vepsaný do kružnice se středem 𝑂 a po-
loměrem 𝑟. Dokažte, že když plat́ı |𝐴𝐵| = |𝐶𝐷| = |𝐸𝐹 | = 𝑟, tak středy 𝑃 , 𝑄, 𝑅 stran
𝐵𝐶, 𝐷𝐸, 𝐹𝐴 jsou vrcholy rovnostranného trojúhelńıku.5

Řešeńı:
Zvolme střed 𝑂 kružnice opsané zadanému šestiúhelńıku za počátek komplexńı roviny, čili
obraz č́ısla 0. Protože |𝐴𝐵| = |𝐶𝐷| = |𝐸𝐹 | = 𝑟, jsou trojúhelńıky 𝐴𝐵𝑂, 𝐶𝐷𝑂 a 𝐸𝐹𝑂
rovnostranné. To však znamená, že bod 𝐵 dostaneme otočeńım bodu 𝐴 kolem bodu 𝑂
o úhel 𝜋

3 v kladném směru, čemuž v komplexńı rovině odpov́ıdá vynásobeńı komplexńı
jednotkou 𝜀. Analogicky dostaneme body 𝐷 a 𝐹 otočeńım 𝐶 a 𝐸. Vyjádř́ıme to rovnostmi

𝑏 = 𝜀𝑎 , 𝑑 = 𝜀𝑐 , 𝑓 = 𝜀𝑒 .

Odtud pro komplexńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı střed̊um 𝑃 , 𝑄, 𝑅 máme

𝑝 =
1

2
(𝑏 + 𝑐) =

1

2
(𝑐 + 𝜀𝑎) , 𝑞 =

1

2
(𝑒 + 𝑑) =

1

2
(𝑒 + 𝜀𝑐) , 𝑟 =

1

2
(𝑎 + 𝑓) =

1

2
(𝑎 + 𝜀𝑒) .

Trojúhelńık 𝑃𝑄𝑅 je rovnostranný, je-li bod 𝑃 otočeńım bodu 𝑅 kolem bodu 𝑄 o úhel 𝜋
3 .

V řeči komplexńıch č́ısel to znamená ukázat, že plat́ı 𝑝− 𝑞 = 𝜀(𝑟 − 𝑞). Podle předchoźıch

rovnost́ı maj́ı č́ısla 𝑝− 𝑞 a 𝑟 − 𝑞 odpov́ıdaj́ıćı vektor̊um
−−→
𝑄𝑃 a

−−→
𝑄𝑅 tvar:

−−→
𝑄𝑃 : 𝑝− 𝑞 =

1

2
(𝑐− 𝑒) +

1

2
𝜀(𝑎− 𝑐) ,

−−→
𝑄𝑅 : 𝑟 − 𝑞 =

1

2
(𝑎− 𝑒) +

1

2
𝜀(𝑒− 𝑐) .

Ukažme s využit́ım vlastnost́ı č́ısla 𝜀, že opravdu plat́ı 𝑝− 𝑞 = 𝜀(𝑟 − 𝑞):

𝜀(𝑟−𝑞) =
1

2
(𝜀𝑎−𝜀𝑒+𝜀2𝑒−𝜀2𝑐) =

1

2
(𝜀𝑎−𝜀𝑒+𝜀𝑒−𝑒−𝜀𝑐+𝑐) =

1

2
(𝑐−𝑒)+

1

2
𝜀(𝑎−𝑐) = 𝑝−𝑞 .

Trojúhelńık 𝑃𝑄𝑅 je tedy skutečně rovnostranný.

5[lar–90], str. 398, úloha 8.4.8.
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Úloha 3.6: Necht’ 𝐴1𝐴2𝐴3 a 𝐵1𝐵2𝐵3 jsou dva rovnostranné trojúhelńıky. Dokažte, že
středy 𝐶𝑖 úseček 𝐴𝑖𝐵𝑖 jsou vrcholy rovnostranného trojúhelńıku.6

Řešeńı:
Protože trojúhelńıky 𝐴1𝐴2𝐴3 a 𝐵1𝐵2𝐵3 jsou podle zadáńı rovnostranné, je vektor

−−−→
𝐴1𝐴3

otočeńım vektoru
−−−→
𝐴1𝐴2 o úhel 𝜋

3 , podobně pak vektor
−−−→
𝐵1𝐵3 je otočeńım vektor

−−−→
𝐵1𝐵2. Pro

odpov́ıdaj́ıćı komplexńı č́ısla tedy plat́ı:

𝑎3 = 𝑎1 + 𝜀(𝑎2 − 𝑎1) , 𝑏3 = 𝑏1 + 𝜀(𝑏2 − 𝑏1) .

Pro č́ısla odpov́ıdaj́ıćı střed̊um 𝐶𝑖 pak dostáváme

𝑐1 =
1

2
(𝑎1+𝑏1) , 𝑐2 =

1

2
(𝑎2+𝑏2) , 𝑐3 =

1

2
(𝑎3+𝑏3) =

1

2
(𝑎1+𝑏1)+𝜀

1

2
(𝑎2+𝑏2−𝑎1−𝑏1) .

Nyńı vyjádř́ıme č́ısla odpov́ıdaj́ıćı vektor̊um
−−−→
𝐶1𝐶2 a

−−−→
𝐶1𝐶3:

𝑐2 − 𝑐1 =
1

2
(𝑏 + 𝑑− 𝑎− 𝑐) , 𝑐3 − 𝑐1 =

1

2
𝜀(𝑏 + 𝑑− 𝑎− 𝑐) .

Vid́ıme, že 𝑐3 − 𝑐1 = 𝜀(𝑐2 − 𝑐1), což znamená, že trojúhelńık 𝐶1𝐶2𝐶3 je rovnostranný.

Úloha 3.7: Necht’ 𝑂𝐴1𝐵1 a 𝑂𝐴2𝐵2 jsou rovnostranné trojúhelńıky se společným vrcho-
lem 𝑂. Ukažte, že středy úseček 𝑂𝐵1, 𝑂𝐴2 a 𝐴1𝐵2 jsou vrcholy rovnostranného trojúhel-
ńıku.7

6[eng–97], str. 297, úloha E13.
7[eng–97], str. 300, úloha 31.
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Řešeńı:
Bud’ 𝑂 počátek komplexńı roviny, čili obraz č́ısla 0. Protože trojúhelńıky 𝑂𝐴1𝐵1 a 𝑂𝐴2𝐵2

jsou rovnostranné, jsou vektory
−−→
𝑂𝐵1,

−−→
𝑂𝐵2 otočeńım po řadě vektor̊u

−−→
𝑂𝐴1,

−−→
𝑂𝐴2 o úhel 𝜋

3
v kladném směru, čemuž v Gaussově rovině odpov́ıdá násobeńı komplexńı jednotkou 𝜀.
Pro odpov́ıdaj́ıćı komplexńı č́ısla pak plat́ı 𝑏1 = 𝜀𝑎1, resp. 𝑏2 = 𝜀𝑎2.

Nyńı vyjádř́ıme komplexńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı střed̊um 𝑃 , 𝑄, 𝑅 úseček 𝑂𝐵1, 𝑂𝐴2, 𝐴1𝐵2:

𝑝 =
1

2
𝜀𝑎1 , 𝑞 =

1

2
𝑎2 , 𝑟 =

1

2
𝑎1 +

1

2
𝜀𝑎2 .

Vektor̊um stran 𝑄𝑃 , 𝑄𝑅 trojúhelńıku 𝑃𝑄𝑅 pak odpov́ıdaj́ı komplexńı č́ısla:

−−→
𝑄𝑃 : 𝑝− 𝑞 =

1

2
𝜀𝑎1 −

1

2
𝑎2 ,

−−→
𝑄𝑅 : 𝑟 − 𝑞 =

1

2
𝑎1 +

1

2
𝜀𝑎2 −

1

2
𝑎2 .

Trojúhelńık 𝑃𝑄𝑅 bude rovnostranný, jestliže vektor
−−→
𝑄𝑃 dostaneme otočeńım vektoru−−→

𝑄𝑅 o úhel 𝜋
3 . O tom se můžeme snadno přesvědčit násobeńım komplexńı jednotkou 𝜀

s využit́ım jej́ıch vlastnost́ı jako v předchoźıch úlohách. Skutečně plat́ı

𝜀(𝑟 − 𝑞) =
1

2
𝜀𝑎1 +

1

2
𝜀2𝑎2 −

1

2
𝜀𝑎2 =

1

2
𝜀𝑎1 +

1

2
𝜀𝑎2 −

1

2
𝑎2 −

1

2
𝜀𝑎2 =

1

2
𝜀𝑎1 −

1

2
𝑎2 = 𝑝− 𝑞

a trojúhelńık 𝑃𝑄𝑅 je rovnostranný.

Úloha 3.8: Jsou dány rovnostranné trojúhelńıky 𝑂𝐴1𝐵1, 𝑂𝐴2𝐵2 a 𝑂𝐴3𝐵3 se společným
vrcholem 𝑂. Ukažte, že středy úseček 𝐵1𝐴2, 𝐵2𝐴3 a 𝐵3𝐴1 jsou vrcholy rovnostranného
trojúhelńıku.8

Řešeńı:
Bud’ 𝑂 počátek komplexńı roviny, čili obraz č́ısla 0. Protože trojúhelńık 𝑂𝐴1𝐵1 je rovno-

stranný, je vektor
−−→
𝑂𝐵1 otočeńım vektoru

−−→
𝑂𝐴1 o úhel 𝜋

3 . Analogicky to plat́ı i pro vektory
stran trojúhelńık̊u 𝑂𝐴2𝐵2 a 𝑂𝐴3𝐵3, a tedy pro odpov́ıdaj́ıćı komplexńı č́ısla máme

𝑏1 = 𝜀𝑎1 , 𝑏2 = 𝜀𝑎2 , 𝑏3 = 𝜀𝑎3 .

8[eng–97], str. 300, úloha 39.
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Necht’ 𝑃 , 𝑄, 𝑅 jsou po řadě středy úseček 𝐵1𝐴2, 𝐵2𝐴3, 𝐵3𝐴1, pro odpov́ıdaj́ıćı komplexńı
č́ısla tak dostáváme

𝑝 =
1

2
(𝑏1+𝑎2) =

1

2
(𝑎2+𝜀𝑎1) , 𝑞 =

1

2
(𝑏2+𝑎3) =

1

2
(𝑎3+𝜀𝑎2) , 𝑟 =

1

2
(𝑏3+𝑎1) =

1

2
(𝑎1+𝜀𝑎3) .

Nyńı vyjádř́ıme č́ısla odpov́ıdaj́ıćı vektor̊um
−−→
𝑃𝑄 a

−→
𝑃𝑅 a ukážeme, že druhé z nich je

𝜀-násobkem prvńıho, a tud́ıž vektor
−→
𝑃𝑅 je otočeńım vektoru

−−→
𝑃𝑄 o úhel 𝜋

3 v kladném
směru:

−−→
𝑃𝑄 : 𝑞 − 𝑝 =

1

2
(𝑎3 − 𝑎2 − 𝜀𝑎1 + 𝜀𝑎2) ,

−→
𝑃𝑅 : 𝑟 − 𝑝 =

1

2
(𝑎1 − 𝑎2 − 𝜀𝑎1 + 𝜀𝑎3) .

S využit́ım vlastnost́ı č́ısla 𝜀 dostáváme

𝜀(𝑞 − 𝑝) =
1

2
(𝜀𝑎3 − 𝜀𝑎2 − 𝜀2𝑎1 + 𝜀2𝑎2) =

1

2
(𝜀𝑎3 − 𝜀𝑎2 − 𝜀𝑎1 + 𝑎1 + 𝜀𝑎2 − 𝑎2) =

=
1

2
(𝑎1 − 𝑎2 − 𝜀𝑎1 + 𝜀𝑎3) = 𝑟 − 𝑝 .

Trojúhelńık 𝑃𝑄𝑅 je tedy skutečně rovnostranný.

Úloha 3.9: Rovnostranné trojúhelńıky s vrcholy 𝐾, 𝐿, 𝑀 jsou vně připsány stranám 𝐴𝐵,
𝐵𝐶, 𝐴𝐶 libovolného trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶. Dokažte, že těžǐstě připsaných trojúhelńık̊u tvoř́ı
rovnostranný trojúhelńık.9

Řešeńı 1:
Komplexńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı bod̊um 𝐾, 𝐿, 𝑀 vyjádř́ıme jako výsledky otočeńı vhodného
z vrchol̊u 𝐴, 𝐵, 𝐶 kolem jiného vrcholu o úhel 𝜋

3 , čili pomoćı násobeńı komplexńım č́ıslem 𝜀:

𝑘 = 𝑏 + 𝜀(𝑎− 𝑏) = 𝜀𝑎 + (1 − 𝜀)𝑏 , 𝑙 = 𝑐 + 𝜀(𝑏− 𝑐) = 𝜀𝑏 + (1 − 𝜀)𝑐 ,

𝑚 = 𝑎 + 𝜀(𝑐− 𝑎) = 𝜀𝑐 + (1 − 𝜀)𝑎 .

9[eng–97], str. 295, úloha E10; [lar–90], str. 396-397, úloha 8.4.4; [̌svr–00], str. 28, úloha 5. Výsledný
trojúhelńık se často nazývá Napoleon̊uv.

44



Nyńı označme těžǐstě trojúhelńık̊u 𝐴𝐾𝐵, 𝐵𝐿𝐶, 𝐶𝑀𝐴 po řadě 𝑃 , 𝑄, 𝑅 a vyjádřeme
odpov́ıdaj́ıćı komplexńı č́ısla

𝑝 =
1

3
(𝑎 + 𝑏 + 𝑘) =

1

3
𝑎 +

1

3
𝑏 +

1

3
𝜀𝑎 +

1 − 𝜀

3
𝑏 =

1 + 𝜀

3
𝑎 +

2 − 𝜀

3
𝑏 ,

𝑞 =
1

3
(𝑏 + 𝑐 + 𝑙) =

1

3
𝑏 +

1

3
𝑐 +

1

3
𝜀𝑏 +

1 − 𝜀

3
𝑐 =

1 + 𝜀

3
𝑏 +

2 − 𝜀

3
𝑐 ,

𝑟 =
1

3
(𝑎 + 𝑐 + 𝑚) =

1

3
𝑎 +

1

3
𝑐 +

1

3
𝜀𝑐 +

1 − 𝜀

3
𝑎 =

1 + 𝜀

3
𝑐 +

2 − 𝜀

3
𝑎 .

Dále ukážeme, že body 𝑃 , 𝑄, 𝑅 tvoř́ı rovnostranný trojúhelńık 𝑃𝑄𝑅. Najděme nejprve

komplexńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı vektor̊um
−−→
𝑃𝑄 a

−→
𝑃𝑅. Podle předchoźıch rovnost́ı plat́ı

−−→
𝑃𝑄 : 𝑞 − 𝑝 = −1 + 𝜀

3
𝑎 +

−1 + 2𝜀

3
𝑏 +

2 − 𝜀

3
𝑐 =

(−1 − 𝜀)𝑎 + (−1 + 2𝜀)𝑏 + (2 − 𝜀)𝑐

3
,

−→
𝑃𝑅 : 𝑟 − 𝑝 =

1 − 2𝜀

3
𝑎 +

−2 + 𝜀

3
𝑏 +

1 + 𝜀

3
𝑐 =

(1 − 2𝜀)𝑎 + (−2 + 𝜀)𝑏 + (1 + 𝜀)𝑐

3
.

Trojúhelńık 𝑃𝑄𝑅 je rovnostranný, vznikne-li bod 𝑅 otočeńım bod 𝑄 kolem bodu 𝑃
o úhel 𝜋

3 , neboli když č́ıslo 𝑟 − 𝑝 je 𝜀-násobkem č́ısla 𝑞 − 𝑝:

𝜀(𝑞 − 𝑝) =
1

3

(︀
(−𝜀− 𝜀2)𝑎 + (−𝜀 + 2𝜀2)𝑏 + (2𝜀− 𝜀2)𝑐

)︀
=

=
1

3
((−𝜀− 𝜀 + 1)𝑎 + (−𝜀 + 2𝜀− 2)𝑏 + (2𝜀− 𝜀 + 1)𝑐) =

=
1

3
((1 − 2𝜀)𝑎 + (−2 + 𝜀)𝑏 + (1 + 𝜀)𝑐) = 𝑟 − 𝑝 .

T́ım je d̊ukaz hotov.10

Řešeńı 2:
Všimněme si, že uvažovaná těžǐstě 𝑃 , 𝑄, 𝑅 jsou hlavńımi vrcholy rovnoramenných troj-
úhelńık̊u 𝐴𝑃𝐵, 𝐵𝑄𝐶, 𝐶𝑅𝐴, které jsou připsány vně stranám trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶 a které
maj́ı při vrcholech 𝑃 , 𝑄, 𝑅 úhel 2𝜋

3 .

10Podobně by se dalo ukázat, že rovněž těžǐstě dovnitř připsaných rovnostranných trojúhelńık̊u tvoř́ı
rovnostranný trojúhelńık.
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Vektor
−→
𝑃𝐴 vznikne tedy otočeńım vektoru

−−→
𝑃𝐵 o úhel 2𝜋

3 . V komplexńı rovině toto otočeńı
dostaneme vynásobeńım komplexńı jednotkou 𝜀2, proto pro odpov́ıdaj́ıćı komplexńı č́ısla
plat́ı

𝑎− 𝑝 = 𝜀2(𝑏− 𝑝), neboli 𝑝 =
1

𝜀2 − 1
(𝜀2𝑏− 𝑎) .

Podobně pro komplexńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı bod̊um 𝑄 a 𝑅 dostaneme

𝑞 =
1

𝜀2 − 1
(𝜀2𝑐− 𝑏) a 𝑟 =

1

𝜀2 − 1
(𝜀2𝑎− 𝑐) .

Trojúhelńık 𝑃𝑄𝑅 je rovnostranný, je-li vektor
−−→
𝑅𝑄 otočeńım vektoru

−→
𝑅𝑃 o úhel 𝜋

3 v kladném

směru. Vyjádřeme proto komplexńımi č́ısly vektory
−−→
𝑅𝑄 a

−→
𝑅𝑃

−−→
𝑅𝑄 : 𝑞−𝑟 =

1

𝜀2 − 1
(𝜀2𝑐−𝑏−𝜀2𝑎+𝑐) =

1

𝜀2 − 1
(−𝜀2𝑎−𝑏+(1+𝜀2)𝑐) =

1

𝜀2 − 1
((1−𝜀)𝑎−𝑏+𝜀𝑐) ,

−→
𝑅𝑃 : 𝑝− 𝑟 =

1

𝜀2 − 1
((−1 − 𝜀2)𝑎 + 𝜀2𝑏 + 𝑐) .

Nyńı vynásob́ıme komplexńı č́ıslo 𝑝− 𝑟 komplexńı jednotkou 𝜀 a dostaneme

𝜀(𝑝− 𝑟) =
1

𝜀2 − 1
((−𝜀− 𝜀3)𝑎 + 𝜀3𝑏 + 𝜀𝑐) =

1

𝜀2 − 1
((1 − 𝜀)𝑎− 𝑏 + 𝜀𝑐) = 𝑞 − 𝑟 .

Trojúhelńık 𝑃𝑄𝑅 je tedy skutečně rovnostranný.

Úloha 3.10: Necht’ 𝑂𝐴1𝐵1 a 𝑂𝐴2𝐵2 jsou rovnostranné trojúhelńıky se společným vrcho-
lem 𝑂, necht’ 𝑆 je těžǐstě trojúhelńıku 𝑂𝐴1𝐵1 a 𝑀 , 𝑁 jsou po řadě středy úseček 𝐴2𝐵1 a
𝐴1𝐵2. Ukažte, že trojúhelńıky 𝑆𝑀𝐵2 a 𝑁𝑆𝐴2 jsou navzájem podobné.11

Řešeńı:
Bud’ 𝑂 počátek komplexńı roviny. Protože trojúhelńıky 𝑂𝐴1𝐵1 a 𝑂𝐴2𝐵2 jsou rovno-

stranné, je vektor
−−→
𝑂𝐵1 otočeńım vektoru

−−→
𝑂𝐴1 a vektor

−−→
𝑂𝐵2 otočeńım vektoru

−−→
𝑂𝐴2

o úhel 𝜋
3 , plat́ı tedy 𝑏1 = 𝜀𝑎1 a 𝑏2 = 𝜀𝑎2. Pro komplexńı č́ısla, jejichž obrazy jsou těžǐstě 𝑆

a středy 𝑀 , 𝑁 tak máme

𝑠 =
1

3
(𝑎1 + 𝜀𝑎1) , 𝑚 =

1

2
(𝑎2 + 𝜀𝑎1) , 𝑛 =

1

2
(𝑎1 + 𝜀𝑎2) .

11[eng–97], str. 300, úloha 32.
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Vyjádř́ıme komplexńımi č́ısly vektory
−−→
𝑆𝑀 a

−−→
𝑆𝐵2 v trojúhelńıku 𝑆𝑀𝐵2

−−→
𝑆𝑀 : 𝑚− 𝑠 =

1

2
𝑎2 +

1

2
𝜀𝑎1 −

1

3
𝑎1 −

1

3
𝜀𝑎1 =

1

6
(3𝑎2 − 2𝑎1 + 𝜀𝑎1) ,

−−→
𝑆𝐵2 : 𝑏2 − 𝑠 = 𝜀𝑎2 −

1

3
𝑎1 −

1

3
𝜀𝑎1 =

1

3
(−𝑎1 − 𝜀𝑎1 + 3𝜀𝑎2) .

Nyńı ukážeme, že vektor
−−→
𝑆𝐵2 dostaneme otočeńım vektoru

−−→
𝑆𝑀 o úhel 𝜋

3 v kladném směru
a vynásobeńım reálným č́ıslem 2. To v řeči komplexńıch č́ısel ověř́ıme takto:

2𝜀(𝑚−𝑠) =
1

3
(3𝑎2𝜀−2𝑎1𝜀+𝑎1𝜀

2) =
1

3
(3𝑎2𝜀−2𝑎1𝜀+𝑎1𝜀−𝑎1) =

1

3
(−𝑎1−𝜀𝑎1+3𝜀𝑎2) = 𝑏2−𝑠 ,

a tedy skutečně plat́ı |𝑆𝐵2| = 2|𝑆𝑀 | a |^𝑀𝑆𝐵2| = 𝜋
3 .

Podobně vyjádř́ıme komplexńımi č́ısly vektory
−−→
𝑆𝑁 a

−−→
𝑆𝐴2 v trojúhelńıku 𝑁𝑆𝐴2. Dosta-

neme
−−→
𝑆𝑁 : 𝑛− 𝑠 =

1

2
𝑎1 +

1

2
𝜀𝑎2 −

1

3
𝑎1 −

1

3
𝜀𝑎1 =

1

6
(𝑎1 + 3𝜀𝑎2 − 2𝜀𝑎1) ,

−−→
𝑆𝐴2 : 𝑎2 − 𝑠 = 𝑎2 −

1

3
𝑎1 −

1

3
𝜀𝑎1 =

1

3
(−𝑎1 + 3𝑎2 − 𝜀𝑎1) ,

a ukážeme, že vektor
−−→
𝑆𝑁 dostaneme otočeńım vektoru

−−→
𝑆𝐴2 o úhel 𝜋

3 v kladném směru a
vynásobeńım reálným č́ıslem 1

2 :

1

2
𝜀(𝑎2−𝑠) =

1

6
(−𝜀𝑎1+3𝜀𝑎2−𝜀2𝑎1) =

1

6
(−𝜀𝑎1+3𝜀𝑎2−𝜀𝑎1+𝑎1) =

1

6
(𝑎1+3𝜀𝑎2−2𝜀𝑎1) = 𝑛−𝑠 ,

a tedy skutečně plat́ı |𝑆𝐴2| = 2|𝑆𝑁 | a |^𝑁𝑆𝐴2| = 𝜋
3 .

Z uvedených závěr̊u plyne, že trojúhelńıky 𝑆𝑀𝐵2 a 𝑁𝑆𝐴2 jsou podobné.

Úloha 3.11: Vně nad stranami konvexńıho čtyřúhelńıku 𝐴𝐵𝐶𝐷 jsou sestrojeny rov-
nostranné trojúhelńıky 𝐵𝐴𝑃 , 𝐶𝐵𝑀 , 𝐷𝐶𝑄 a 𝐴𝐷𝑁 . Necht’ 𝑅, 𝑆 jsou po řadě těžǐstě
trojúhelńık̊u 𝐴𝐷𝑁 , 𝐵𝐶𝑀 . Dokažte, že úsečka 𝑃𝑄 je kolmá na úsečku 𝑅𝑆 a zároveň plat́ı
|𝑃𝑄| =

√
3|𝑅𝑆|.12

12[eng–97], str. 301, úloha 42.
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Řešeńı:
Naš́ım úkolem je ukázat, že vektor

−−→
𝑃𝑄 vznikne otočeńım vektoru

−→
𝑆𝑅 o úhel 𝜋

2 v kladném

či záporném směru a následným vynásobeńım reálným č́ıslem
√

3. Máme tedy dokázat, že
pro odpov́ıdaj́ıćı komplexńı č́ısla plat́ı

𝑞 − 𝑝 = ±i
√

3 (𝑟 − 𝑠) .

Protože je trojúhelńık 𝐵𝐴𝑃 rovnostranný, vznikne vektor
−−→
𝐵𝑃 otočeńım vektoru

−−→
𝐵𝐴

o úhel 𝜋
3 , jež je algebraicky charakterizováno násobeńım komplexńı jednotkou 𝜀. Plat́ı

tedy
𝑝− 𝑏 = 𝜀 (𝑎− 𝑏) , neboli 𝑝 = 𝑏 + 𝜀 (𝑎− 𝑏) .

Analogicky źıskáme vyjádřeńı komplexńıch č́ısel odpov́ıdaj́ıćıch vrchol̊um 𝑄, 𝑀 , 𝑁 zbylých
připsaných trojúhelńık̊u:

𝑞 = 𝑑 + 𝜀 (𝑐− 𝑑) , 𝑚 = 𝑐 + 𝜀 (𝑏− 𝑐) , 𝑛 = 𝑎 + 𝜀 (𝑑− 𝑎) .

Těžǐstě 𝑅, 𝑆 jsou pak obrazy komplexńıch č́ısel

𝑟 =
1

3
(𝑏 + 𝑐 + 𝑚) =

1

3
(𝑏 + 2𝑐 + 𝜀𝑏− 𝜀𝑐) , 𝑠 =

1

3
(𝑎 + 𝑑 + 𝑛) =

1

3
(2𝑎 + 𝑑 + 𝜀𝑑− 𝜀𝑎) .

Nyńı vyjádř́ıme komplexńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı vektor̊um
−−→
𝑃𝑄 a

−→
𝑆𝑅:

−−→
𝑃𝑄 : 𝑞 − 𝑝 = 𝑑− 𝑏 +

(︃
1

2
+ i

√
3

2

)︃
(𝑐− 𝑑− 𝑎 + 𝑏) =

=
1

2
(−𝑎− 𝑏 + 𝑐 + 𝑑) + i

√
3

2
(−𝑎 + 𝑏 + 𝑐− 𝑑) ,

−→
𝑆𝑅 : 𝑟 − 𝑠 =

1

3

(︃
𝑏 + 2𝑐− 2𝑎− 𝑑 +

(︃
1

2
+ i

√
3

2

)︃
(𝑏− 𝑐− 𝑑 + 𝑎)

)︃
=

=
1

2
(−𝑎 + 𝑏 + 𝑐− 𝑑) + i

√
3

6
(𝑎 + 𝑏− 𝑐− 𝑑) .

Odtud plyne

i
√

3 (𝑟 − 𝑠) = i

√
3

2
(−𝑎 + 𝑏 + 𝑐− 𝑑) +

1

2
(−𝑎− 𝑏 + 𝑐 + 𝑑) = 𝑞 − 𝑝 .

T́ım je d̊ukaz vztah̊u mezi směry a velikostmi úseček 𝑃𝑄 a 𝑅𝑆 hotov.

Úloha 3.12: Na př́ımkách, na kterých lež́ı výšky daného trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶 vedené z vr-
chol̊u 𝐴, 𝐵, 𝐶, jsou sestrojeny po řadě body 𝑃, 𝑄, 𝑅 tak, že plat́ı

|𝐴𝑃 |
|𝐵𝐶|

=
|𝐵𝑄|
|𝐶𝐴|

=
|𝐶𝑅|
|𝐴𝐵|

=

√
3

3

a přitom polopř́ımky 𝐴𝑃, 𝐵𝑄, 𝐶𝑅 neprot́ınaj́ı př́ımky protěǰśıch stran trojúhelńıka (viz
obr.). Dokažte, že trojúhelńık 𝑃𝑄𝑅 je rovnostranný.13

13[bud–71], str. 130.
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Řešeńı:
Podle zadáńı je vektor

−→
𝐴𝑃 kolmý na vektor

−−→
𝐵𝐶, polopř́ımka 𝐴𝑃 neprot́ıná stranu 𝐵𝐶

a pro velikosti těchto vektor̊u plat́ı |
−→
𝐴𝑃 | =

√
3
3 |

−−→
𝐵𝐶|. Vektor

−→
𝐴𝑃 tedy vznikne otočeńım

vektoru
−−→
𝐵𝐶 o úhel 𝜋

2 v kladném smyslu (tomu algebraicky odpov́ıdá násobeńı komplexńı

jednotkou i) a následným vynásobeńım č́ıslem
√
3
3 . Pro odpov́ıdaj́ıćı komplexńı č́ısla proto

plat́ı

𝑝− 𝑎 = i

√
3

3
(𝑐− 𝑏) , neboli 𝑝 = 𝑎 + i

√
3

3
(𝑐− 𝑏) .

Analogicky dostaneme vyjádřeńı komplexńıch č́ısel odpov́ıdaj́ıćıch bod̊um 𝑄, 𝑅:

𝑞 = 𝑏 + i

√
3

3
(𝑎− 𝑐) , 𝑟 = 𝑐 + i

√
3

3
(𝑏− 𝑎) .

Nyńı vyjádř́ıme komplexńımi č́ısly vektory
−−→
𝑃𝑄 a

−→
𝑃𝑅:

−−→
𝑃𝑄 : 𝑞−𝑝 = 𝑏+i

√
3

3
𝑎−i

√
3

3
𝑐−𝑎−i

√
3

3
𝑐+i

√
3

3
𝑏 =

(︃
−1 + i

√
3

3

)︃
𝑎+

(︃
1 + i

√
3

3

)︃
𝑏+

(︃
−i

√
3

3

)︃
𝑐 ,

−→
𝑃𝑅 : 𝑟−𝑝 = 𝑐+i

√
3

3
𝑏−i

√
3

3
𝑎−𝑎−i

√
3

3
𝑐+i

√
3

3
𝑏 =

(︃
−1 − i

√
3

3

)︃
𝑎+

(︃
i

√
3

3

)︃
𝑏+

(︃
1 − i

√
3

3

)︃
𝑐 .

Trojúhelńık 𝑃𝑄𝑅 je rovnostranný, je-li vektor
−→
𝑃𝑅 otočeńım vektoru

−−→
𝑃𝑄 o úhel 𝜋

3 , tj. je-li
komplexńı č́ıslo 𝑟 − 𝑝 𝜀-násobkem č́ısla 𝑞 − 𝑝. S využit́ım vlastnost́ı komplexńı jednotky 𝜀
dostaneme

𝜀 (𝑞 − 𝑝) =

(︃
1

2
+ i

√
3

2

)︃(︃(︃
−1 + i

√
3

3

)︃
𝑎 +

(︃
1 + i

√
3

3

)︃
𝑏 +

(︃
−i

√
3

3

)︃
𝑐

)︃
=

=

(︃
−1 − i

√
3

3

)︃
𝑎 +

(︃
i

√
3

3

)︃
𝑏 +

(︃
1 − i

√
3

3

)︃
𝑐 = 𝑟 − 𝑝 .

Trojúhelńık 𝑃𝑄𝑅 je tedy skutečně rovnostranný.
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Úloha 3.13: Necht’ 𝑇 je těžǐstě daného trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶. Uvažujme dvě otočeńı kolem
bodu 𝑇 o úhel 2𝜋

3 v kladném, resp. záporném směru. Obraz vrcholu 𝐵 v prvńım otočeńı
označme 𝑃 , obraz vrcholu 𝐶 v druhém otočeńı označme 𝑄. Dokažte, že trojúhelńık 𝐴𝑄𝑃
je rovnostranný.14

Řešeńı:
Jistě můžeme předpokládat, že těžǐsti 𝑇 odpov́ıdá v Gaussově rovině č́ıslo 𝑡 = 0, což pro
komplexńı č́ısla př́ıslušná vrchol̊um 𝐴, 𝐵, 𝐶 znamená rovnost

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0 .

Vektor
−→
𝑇𝑃 je otočeńım vektoru

−→
𝑇𝐵 o úhel 2𝜋

3 v kladném smyslu, v komplexńı rovině
tomuto otočeńı odpov́ıdá násobeńı komplexńı jednotkou 𝜀2. Pro odpov́ıdaj́ıćı komplexńı
č́ısla tak plat́ı

𝑝− 𝑡 = 𝜀2(𝑏− 𝑡), neboli 𝑝 = 𝜀2𝑏 .

Podobně vektor
−→
𝑇𝑄 je otočeńım vektoru

−→
𝑇𝐶 o úhel 4𝜋

3 (tj. o úhel 2𝜋
3 v záporném smyslu),

tomuto otočeńı odpov́ıdá násobeńı komplexńı jednotkou 𝜀4, takže plat́ı

𝑞 − 𝑡 = 𝜀4(𝑐− 𝑡), neboli 𝑞 = 𝜀4𝑐 .

Trojúhelńık 𝐴𝑄𝑃 je rovnostranný, jestliže vektor
−→
𝐴𝑃 je otočeńım vektoru

−→
𝐴𝑄 o úhel 𝜋

3
v kladném směru, které je algebraicky charakterizováno násobeńım komplexńı jednotkou 𝜀.

Vyjádř́ıme proto komplexńımi č́ısly vektory
−→
𝐴𝑃 a

−→
𝐴𝑄:

−→
𝐴𝑃 : 𝑝− 𝑎 = 𝜀2𝑏− 𝑎 = (𝜀− 1)𝑏 + 𝑏 + 𝑐 = 𝜀𝑏 + 𝑐 ,
−→
𝐴𝑄 : 𝑞 − 𝑎 = 𝜀4𝑐− 𝑎 = −𝜀𝑐 + 𝑏 + 𝑐 .

Nyńı vynásob́ıme nalezené č́ıslo 𝑞 − 𝑎 komplexńı jednotkou 𝜀 a dostaneme

𝜀(𝑞 − 𝑎) = −𝜀2𝑐 + 𝜀𝑏 + 𝜀𝑐 = (1 − 𝜀)𝑐 + 𝜀𝑏 + 𝜀𝑐 = 𝑐 + 𝜀𝑏 = 𝑝− 𝑎 .

Trojúhelńık 𝐴𝑄𝑃 je tedy skutečně rovnostranný.

14[hon–01], str. 190-191, úloha 26.
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Úloha 3.14: Vně nad stranami středově symetrického konvexńıho šestiúhelńıku sestroj́ıme
rovnostranné trojúhelńıky a jejich nové sousedńı vrcholy spoj́ıme úsečkami (viz obr.).
Ukažte, že středy těchto úseček tvoř́ı vrcholy pravidelného šestiúhelńıku.15

Řešeńı:
Umı́stěme daný šestiúhelńık do Gaussovy roviny tak, aby jeho střed souměrnosti byl ob-
razem č́ısla 0. Pak protilehlým vrchol̊um budou odpov́ıdat navzájem opačná komplexńı
č́ısla. Č́ısla odpov́ıdaj́ıćı vrchol̊um zadaného šestiúhelńıku 𝐴𝐵𝐶𝐴1𝐵1𝐶1 jsou tedy 𝑎, 𝑏, 𝑐,
𝑎1 = −𝑎, 𝑏1 = −𝑏, 𝑐1 = −𝑐. Nyńı najdeme komplexńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı vrchol̊um 𝐷, 𝐸,
𝐹 , 𝐺 rovnostranných trojúhelńık̊u sestrojených nad stranami 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐴1 a 𝐴1𝐵1 (viz

obr.). Protože trojúhelńık 𝐴𝐵𝐷 je rovnostranný, vektor
−−→
𝐴𝐷 dostaneme otočeńım vek-

toru
−−→
𝐴𝐵 o úhel 𝜋

3 , čemuž algebraicky odpov́ıdá násobeńı komplexńı jednotkou 𝜀. Odtud
vyjádř́ıme komplexńı č́ıslo 𝑑 a analogicky dostaneme vyjádřeńı komplexńıch č́ısel 𝑒, 𝑓 , 𝑔:

𝜀(𝑏− 𝑎) = (𝑑− 𝑎) ⇒ 𝑑 = 𝑎 + 𝜀(𝑏− 𝑎) , 𝜀(𝑐− 𝑏) = (𝑒− 𝑏) ⇒ 𝑒 = 𝑏 + 𝜀(𝑐− 𝑏) ,

𝜀(−𝑎−𝑐) = (𝑓−𝑐) ⇒ 𝑓 = 𝑐+𝜀(−𝑎−𝑐) , 𝜀(−𝑏+𝑎) = (𝑔+𝑎) ⇒ 𝑔 = −𝑎+𝜀(𝑎−𝑏) .

Nyńı označ́ıme po řadě 𝑃 , 𝑄, 𝑅 středy úseček 𝐷𝐸, 𝐸𝐹 a 𝐹𝐺. Těmto střed̊um odpov́ıdaj́ı
komplexńı č́ısla

𝑝 =
1

2
(𝑑 + 𝑒) =

1

2
(𝑎 + 𝑏 + 𝜀(𝑐− 𝑎)) , 𝑞 =

1

2
(𝑒 + 𝑓) =

1

2
(𝑏 + 𝑐 + 𝜀(−𝑎− 𝑏)) ,

𝑟 =
1

2
(𝑓 + 𝑔) =

1

2
(𝑐− 𝑎 + 𝜀(−𝑐− 𝑏)) .

Body 𝑃 , 𝑄, 𝑅 jsou sousedńı vrcholy pravidelného šestiúhelńıku, pokud vektory
−−→
𝑄𝑃 a−−→

𝑄𝑅 jsou stejně dlouhé a sv́ıraj́ı úhel 2𝜋
3 . Jinak řečeno, vektor

−−→
𝑄𝑅 je otočeńım vek-

toru
−−→
𝑄𝑃 o úhel 2𝜋

3 , čemuž algebraicky odpov́ıdá násobeńı komplexńı jednotkou 𝜀2. Nejprve

vyjádř́ıme komplexńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı vektor̊um
−−→
𝑄𝑃 a

−−→
𝑄𝑅

−−→
𝑄𝑃 : 𝑝− 𝑞 =

1

2
(𝑎− 𝑐 + 𝜀(𝑐 + 𝑏)) ,

−−→
𝑄𝑅 : 𝑟 − 𝑞 =

1

2
(−𝑎− 𝑏 + 𝜀(𝑎− 𝑐)) ,

15[eng–97], str. 300, úloha 29; [tab–02], str. 47, úloha 5.
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a nyńı vynásob́ıme komplexńı č́ıslo 𝑝− 𝑞 č́ıslem 𝜀2:

𝜀2(𝑝−𝑞) =
1

2
(𝜀2𝑎−𝜀2𝑐+𝜀3𝑐+𝜀3𝑏) =

1

2
(𝜀𝑎−𝑎−𝜀𝑐+𝑐−𝑐−𝑏) =

1

2
(−𝑎−𝑏+𝜀(𝑎−𝑐)) = 𝑟−𝑞 .

Odtud vid́ıme, že vektory
−−→
𝑄𝑅 a

−−→
𝑄𝑃 maj́ı potřebnou vlastnost. Analogicky se to ukáže

pro daľśı dvojice vektor̊u sousedńıch stran zkoumaného šestiúhelńıku, který je proto pra-
videlný.

Úloha 3.15: Necht’ 𝐴𝐵𝐶𝐷 je konvexńı čtyřúhelńık, ve kterém plat́ı |𝐴𝐶| = |𝐵𝐷|. Vně
nad stranami tohoto čtyřúhelńıku jsou sestrojeny čtyři rovnostranné trojúhelńıky. Necht’

𝑂1, 𝑂2, 𝑂3, 𝑂4 jsou středy kružnic opsaných těmto trojúhelńık̊um po řadě se stranami
𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐷, 𝐷𝐴. Dokažte, že př́ımky 𝑂1𝑂3 a 𝑂2𝑂4 jsou navzájem kolmé.16

Řešeńı:
Protože trojúhelńık sestrojený nad stranou 𝐴𝐵 je podle zadáńı rovnostranný a 𝑂1 je
střed kružnice opsané tomuto trojúhelńıku, je jednak velikost úhlu 𝐴𝑂1𝐵 rovna 2𝜋

3 a obě
úsečky 𝑂1𝐴, 𝑂1𝐵 maj́ı velikost rovnu poloměru kružnice opsané tomuto trojúhelńıku.

Vektor
−−→
𝑂1𝐴 proto dostaneme otočeńım vektoru

−−→
𝑂1𝐵 o úhel 2𝜋

3 v kladném směru. Tomuto
otočeńı v Gaussově rovině odpov́ıdá násobeńı komplexńı jednotkou 𝜀2, pro odpov́ıdaj́ıćı
komplexńı č́ısla proto dostáváme

𝑎− 𝑜1 = 𝜀2(𝑏− 𝑜1) , odkud 𝑜1 =
1

𝜀2 − 1
(𝜀2𝑏− 𝑎) .

Analogicky dostaneme vyjádřeńı pro komplexńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı střed̊um 𝑂2, 𝑂3, 𝑂4:

𝑜2 =
1

𝜀2 − 1
(𝜀2𝑐− 𝑏) , 𝑜3 =

1

𝜀2 − 1
(𝜀2𝑑− 𝑐) , 𝑜4 =

1

𝜀2 − 1
(𝜀2𝑎− 𝑑) .

Nyńı vyjádř́ıme komplexńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı vektor̊um
−−−→
𝑂1𝑂3 a

−−−→
𝑂4𝑂2:

−−−→
𝑂1𝑂3 : 𝑜3 − 𝑜1 =

1

𝜀2 − 1
(𝜀2𝑑− 𝑐− 𝜀2𝑏 + 𝑎) =

1

𝜀2 − 1

(︀
𝜀2(𝑑− 𝑏) − (𝑐− 𝑎)

)︀
,

16[rad–07], str. 3, úloha 6.
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−−−→
𝑂4𝑂2 : 𝑜2 − 𝑜4 =

1

𝜀2 − 1
(𝜀2𝑐− 𝑏− 𝜀2𝑎 + 𝑑) =

1

𝜀2 − 1

(︀
𝜀2(𝑐− 𝑎) + (𝑑− 𝑏)

)︀
.

Podle zadáńı je |𝐴𝐶| = |𝐵𝐷|, tuto podmı́nku můžeme pomoćı komplexńıch č́ısel 𝑒 = 𝑐−𝑎
a 𝑓 = 𝑑− 𝑏 vyjádřit takto

|𝑒| = |𝑓 | , neboli 𝑒𝑒 = 𝑓𝑓 . (3.2)

Př́ımky 𝑂1𝑂3 a 𝑂2𝑂4 jsou navzájem kolmé právě tehdy, když pod́ıl 𝑜2−𝑜4
𝑜3−𝑜1

č́ısel odpov́ıda-

j́ıćıch vektor̊um
−−−→
𝑂4𝑂2 a

−−−→
𝑂1𝑂3 je č́ıslo ryze imaginárńı. To nastane právě tehdy, když bude

platit
𝑜2 − 𝑜4
𝑜3 − 𝑜1

= −𝑜2 − 𝑜4
𝑜3 − 𝑜1

.

Do této rovnosti dosad́ıme a budeme ji dále ekvivalentně upravovat, přitom na pravé straně
rovnosti využijeme toho, že 𝜀2 = 1

𝜀2
= 𝜀

𝜀3
= −𝜀. Dostáváme

𝜀2𝑒 + 𝑓

𝜀2𝑓 − 𝑒
= −𝜀2𝑒 + 𝑓

𝜀2𝑓 − 𝑒
⇔ 𝜀2𝑒 + 𝑓

𝜀2𝑓 − 𝑒
=

−𝜀𝑒 + 𝑓

𝜀𝑓 + 𝑒
⇔

(︀
𝜀2𝑒 + 𝑓

)︀ (︀
𝜀𝑓 + 𝑒

)︀
=
(︀
𝜀2𝑓 − 𝑒

)︀ (︀
−𝜀𝑒 + 𝑓

)︀
⇔

𝜀3𝑒𝑓 + 𝜀2𝑒𝑒 + 𝜀𝑓𝑓 + 𝑓𝑒 = −𝜀3𝑓𝑒 + 𝜀2𝑓𝑓 + 𝜀𝑒𝑒− 𝑒𝑓 ⇔

−𝑒𝑓 + 𝜀2|𝑒|2 + 𝜀|𝑓 |2 + 𝑓𝑒 = 𝑓𝑒 + 𝜀2|𝑓 |2 + 𝜀|𝑒|2 − 𝑒𝑓 ⇔

𝜀2|𝑒|2 + 𝜀|𝑓 |2 = 𝜀2|𝑓 |2 + 𝜀|𝑒|2 .

Posledńı rovnost d́ıky (3.2) plat́ı a vzájemná kolmost př́ımek 𝑂1𝑂3 a 𝑂2𝑂4 je dokázána.

Úloha 3.16: Necht’ 𝑃𝐵𝐴 a 𝑄𝐴𝐶 jsou rovnostranné trojúhelńıky vně připsané stranám
𝐴𝐵 a 𝐴𝐶 daného trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶. Bod 𝑀 necht’ je střed strany 𝐵𝐶 a 𝑇 těžǐstě trojú-
helńıku 𝑄𝐴𝐶. Dokažte, že trojúhelńık 𝑃𝑀𝑇 má vnitřńı úhly velikosti 𝜋

2 ,
𝜋
3 ,

𝜋
6 .

17

17 [̌svr–01], str. 49, úloha 2, řešeńı vlastńı.
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Řešeńı:
Protože bod 𝑄 dostaneme otočeńım bodu 𝐶 kolem bodu 𝐴 o úhel 𝜋

3 , čemuž algebraicky
odpov́ıdá násobeńı komplexńı jednotkou 𝜀, př́ısluš́ı bodu 𝑄 komplexńı č́ıslo

𝑞 = 𝑎 + 𝜀(𝑐− 𝑎) = 𝑎 +

(︃
1

2
+

√
3

2
i

)︃
(𝑐− 𝑎) =

1

2
𝑎 +

1

2
𝑐−

√
3

2
𝑎i +

√
3

2
𝑐i .

Analogicky bodu 𝑃 odpov́ıdá č́ıslo

𝑝 = 𝑏 + 𝜀(𝑎− 𝑏) = 𝑏 +

(︃
1

2
+

√
3

2
i

)︃
(𝑎− 𝑏) =

1

2
𝑎 +

1

2
𝑏 +

√
3

2
𝑎i −

√
3

2
𝑏i .

Středu 𝑀 a těžǐsti 𝑇 tak př́ısluš́ı č́ısla

𝑚 =
1

2
(𝑏 + 𝑐) , 𝑡 =

1

3
(𝑎 + 𝑐 + 𝑞) =

1

2
𝑎 +

1

2
𝑐−

√
3

6
𝑎i +

√
3

6
𝑐i .

Protože je dobře známo, že (pravoúhlý) trojúhelńık s vnitřńımi úhly 𝜋
2 , 𝜋

3 , 𝜋
6 má protilehlé

strany v poměru 2 :
√

3 : 1, stač́ı ukázat, že vektor
−−→
𝑀𝑃 je

√
3 -násobkem výsledku otočeńı

vektoru
−−→
𝑀𝑇 o úhel 𝜋

2 (čili komplexńı č́ıslo 𝑝−𝑚 je i
√

3 -násobkem č́ısla 𝑡−𝑚). Najdeme

proto komplexńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı vektor̊um
−−→
𝑀𝑇 ,

−−→
𝑀𝑃 a pak porovnáme i

√
3 -násobek

prvńıho s druhým č́ıslem

−−→
𝑀𝑇 : 𝑡−𝑚 =

1

2
𝑎− 1

2
𝑏−

√
3

6
𝑎i +

√
3

6
𝑐i ,

−−→
𝑀𝑃 : 𝑝−𝑚 =

1

2
𝑎− 1

2
𝑐+

√
3

2
𝑎i−

√
3

2
𝑏i ,

i
√

3(𝑡−𝑚) =

√
3

2
𝑎i −

√
3

2
𝑏i +

1

2
𝑎− 1

2
𝑐 = 𝑝−𝑚.

T́ım je d̊ukaz hotov.

Úloha 3.17: V dané rovině mějme bod 𝑃0 a rovnostranný trojúhelńık 𝐴1𝐴2𝐴3. Položme
𝐴𝑖 = 𝐴𝑖−3 pro každé 𝑖 ≥ 4. Sestroj́ıme posloupnost bod̊u 𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, . . . tak, že bod 𝑃𝑘+1

je obrazem bodu 𝑃𝑘 v rotaci kolem bodu 𝐴𝑘+1 o úhel 2𝜋
3 v záporném směru, pro každé

𝑘 = 0, 1, 2, . . . . Ukažte, že 𝑃1986 = 𝑃0.
18

Řešeńı:
Protože je trojúhelńık 𝐴1𝐴2𝐴3 rovnostranný, vznikne vektor

−−−→
𝐴1𝐴3 otočeńım vektoru

−−−→
𝐴1𝐴2

o úhel 𝜋
3 v kladném směru, jež je algebraicky charakterizováno násobeńım komplexńı

jednotkou 𝜀. Pro odpov́ıdaj́ıćı komplexńı č́ısla 𝑎𝑖 tedy plat́ı

𝑎3 − 𝑎1 = 𝜀(𝑎2 − 𝑎1) , neboli 𝑎3 = 𝑎1 − 𝜀𝑎1 + 𝜀𝑎2 .

Bod 𝑃1 podle zadáńı dostaneme otočeńım bodu 𝑃0 kolem bodu 𝐴1 o úhel 2𝜋
3 v záporném

směru, tedy otočeńım o úhel 4𝜋
3 v kladném směru, což odpov́ıdá násobeńı komplexńı jed-

notkou 𝜀4 = −𝜀. Pro č́ıslo odpov́ıdaj́ıćı bodu 𝑃1 tedy dostaneme

𝑝1 − 𝑎1 = 𝜀4(𝑝0 − 𝑎1) , neboli 𝑝1 = 𝑎1 + 𝜀𝑎1 − 𝜀𝑝0 .

18[eng–97], str. 301, úloha 44; [rad–07], str. 3, úloha 5.
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Analogicky pro č́ıslo 𝑝2 odpov́ıdaj́ıćı bodu 𝑃2 plat́ı

𝑝2 − 𝑎2 = 𝜀4(𝑝1 − 𝑎2) ,

odkud po dosazeńı za 𝑝1 a využit́ı vlastnost́ı č́ısla 𝜀 dostaneme

𝑝2 = 𝑎2 + 𝜀𝑎2 − 𝜀𝑝1 = 𝑎2 + 𝜀𝑎2 − 𝑎1𝜀− 𝜀2𝑎1 + 𝜀2𝑝0 =

= 𝑎2 + 𝜀𝑎2 − 𝑎1𝜀− 𝜀𝑎1 + 𝑎1 + 𝜀2𝑝0 − 𝑝0 = 𝑎1 + 𝑎2 − 𝑝0 − 2𝜀𝑎1 + 𝜀𝑎2 + 𝜀𝑝0 .

Pro č́ıslo 𝑝3 z podobného vyjádřeńı 𝑝3 − 𝑎3 = 𝜀4(𝑝2 − 𝑎3) obdrž́ıme

𝑝3 = 𝑎3 + 𝜀𝑎3 − 𝜀𝑝2 = 𝑎3 + 𝜀𝑎3 − 𝜀𝑎1 − 𝜀𝑎2 + 𝜀𝑝0 + 2𝜀2𝑎1 − 𝜀2𝑎2 − 𝜀2𝑝0 =

= 𝑎3 + 𝜀𝑎3 − 𝜀𝑎1 − 𝜀𝑎2 + 𝜀𝑝0 + 2𝜀𝑎1 − 2𝑎1 − 𝜀𝑎2 + 𝑎2 − 𝜀𝑝0 + 𝑝0 = 𝑝0 .

Posloupnost bod̊u 𝑃0, 𝑃1, 𝑃2 . . . má tedy periodu 3. Protože 1986 je č́ıslo dělitelné třemi,
je 𝑃1986 = 𝑃0.

Úloha 3.18: Necht’ 𝐴𝐵𝐶𝐷 je konvexńı čtyřúhelńık a 𝑀 , 𝑁 , 𝑃 , 𝑄 po řadě středy stran
𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐷, 𝐷𝐴. Dokažte, že pokud 𝐴𝑁𝑃 a 𝐶𝑄𝑀 jsou rovnostranné trojúhelńıky, pak
𝐴𝐵𝐶𝐷 je kosočtverec. Najděte rovněž jeho vnitřńı úhly.19

Řešeńı:
Střed̊um stran 𝑀 , 𝑁 , 𝑃 , 𝑄 odpov́ıdaj́ı komplexńı č́ısla

𝑚 =
1

2
(𝑎 + 𝑏) , 𝑛 =

1

2
(𝑏 + 𝑐) , 𝑝 =

1

2
(𝑐 + 𝑑) , 𝑞 =

1

2
(𝑑 + 𝑎) .

Jsou-li trojúhelńıky 𝐴𝑁𝑃 a 𝐶𝑄𝑀 rovnostranné, vznikne vektor
−→
𝐴𝑃 a stejně tak i vek-

tor
−−→
𝐶𝑀 otočeńım vektoru

−−→
𝐴𝑁 , resp. vektoru

−−→
𝐶𝑄 o úhel 𝜋

3 (kterému algebraicky odpov́ıdá
násobeńı komplexńı jednotkou 𝜀). Pro odpov́ıdaj́ıćı komplexńı č́ısla proto plat́ı

𝑚− 𝑐 = 𝜀(𝑞 − 𝑐) , 𝑝− 𝑎 = 𝜀(𝑛− 𝑎) .

Dosazeńım za 𝑚, 𝑛, 𝑝, 𝑞 odtud dostáváme dvě rovnosti, které vyjadřuj́ı zadanou podmı́nku,
že totiž trojúhelńıky 𝐴𝑁𝑃 a 𝐶𝑄𝑀 jsou rovnostranné:

𝑎 + 𝑏− 2𝑐 = 𝜀(𝑑 + 𝑎− 2𝑐) , 𝑐 + 𝑑− 2𝑎 = 𝜀(𝑏 + 𝑐− 2𝑎) . (3.3)

19[bech–04], str. 98, úloha 2, řešeńı pozměněno.
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Sečteńım obou těchto rovnost́ı obdrž́ıme

𝑏 + 𝑑− 𝑎− 𝑐 = 𝜀(𝑏 + 𝑑− 𝑎− 𝑐) ,

což znamená, že vektor daný č́ıslem 𝑏+𝑑−𝑎−𝑐 se otočeńım o úhel 𝜋
3 zobraźı sám na sebe,

čili jde o vektor nulový, odtud 𝑏−𝑎 = 𝑐−𝑑. To ovšem znamená, že 𝐴𝐵𝐶𝐷 je rovnoběžńık.
Nyńı budeme na prvńı z rovnost́ı (3.3) aplikovat ekvivalentńı úpravy (s využit́ım již
dokázané rovnosti 𝑐 − 𝑑 = 𝑏 − 𝑎) tak, abychom našli vztah mezi komplexńımi č́ısly od-

pov́ıdaj́ımi vektor̊um
−−→
𝐵𝐴 a

−−→
𝐵𝐶:

𝑎 + 𝑏− 2𝑐 = 𝜀(𝑑 + 𝑎− 2𝑐) ,

(𝑏− 𝑐) + (𝑎− 𝑐) = 𝜀 ((𝑎− 𝑐) + (𝑑− 𝑐)) ,

(𝑏− 𝑐) + (𝑎− 𝑏 + 𝑏− 𝑐) = 𝜀 ((𝑎− 𝑏 + 𝑏− 𝑐) + (𝑎− 𝑏)) ,

2(𝑏− 𝑐) + (𝑎− 𝑏) = 2𝜀(𝑎− 𝑏) + 𝜀(𝑏− 𝑐) ,

(1 − 2𝜀)(𝑎− 𝑏) = (2 − 𝜀)(𝑐− 𝑏) .

Odtud můžeme d́ıky nerovnostem 𝑐 ̸= 𝑏 a 𝜀 ̸= 1
2 psát (s využit́ım rovnosti 𝜀2 = 𝜀− 1):

𝑎− 𝑏

𝑐− 𝑏
=

𝜀− 2

2𝜀− 1
=

𝜀2 − 1

𝜀 + 𝜀2
=

(𝜀 + 1)(𝜀− 1)

𝜀(𝜀 + 1)
=

𝜀− 1

𝜀
=

𝜀2

𝜀
= 𝜀 .

To však znamená, že 𝑎 − 𝑏 = 𝜀(𝑐 − 𝑏), a tedy úhel mezi vektory
−−→
𝐵𝐴 a

−−→
𝐵𝐶 je 𝜋

3 a tyto
vektory maj́ı stejnou délku. Zároveň 𝐴𝐵𝐶𝐷 je rovnoběžńık, a tedy 𝐴𝐵𝐶𝐷 je kosočtverec.

Úhel mezi vektory
−−→
𝐴𝐵 a

−−→
𝐴𝐷 je 2𝜋

3 , takže vnitřńı úhly kosočtverce maj́ı velikost 𝜋
3 a 2𝜋

3 .

Úloha 3.19: Rovnostranné trojúhelńıky 𝐴𝐷𝑆, 𝐵𝐴𝑃 , 𝐶𝐵𝑄 a 𝐷𝐶𝑅 jsou sestrojeny vně
nad stranami konvexńıho čtyřúhelńıku 𝐴𝐵𝐶𝐷. Necht’ body 𝑀1 a 𝑀2 jsou těžǐstě trojúhel-
ńık̊u 𝐴𝐷𝑆 a 𝐷𝐶𝑅 a bod 𝑇 je dán tak, že trojúhelńık 𝑀2𝑀1𝑇 je rovnostranný. Najděte
úhly trojúhelńıku 𝑃𝑄𝑇 .20

20[eng–97], str. 300, úloha 34.
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Řešeńı:
Nejprve najdeme komplexńı č́ısla, které odpov́ıdaj́ı bod̊um 𝑃 , 𝑄, 𝑅, 𝑆. Protože trojúhelńık

𝐴𝐷𝑆 je rovnostranný, je vektor
−→
𝐴𝑆 otočeńım vektoru

−−→
𝐴𝐷 o úhel 𝜋

3 , čemuž algebraicky
odpov́ıdá násobeńı komplexńı jednotkou 𝜀. Analogicky to plat́ı i pro daľśı trojúhelńıky:

𝑠− 𝑎 = 𝜀(𝑑− 𝑎) , tj. 𝑠 = 𝑎 + 𝜀(𝑑− 𝑎) ; 𝑟 − 𝑑 = 𝜀(𝑐− 𝑑) , tj. 𝑟 = 𝑑 + 𝜀(𝑐− 𝑑) ,

𝑞 − 𝑐 = 𝜀(𝑏− 𝑐) , tj. 𝑞 = 𝑐 + 𝜀(𝑏− 𝑐) ; 𝑝− 𝑏 = 𝜀(𝑎− 𝑏) , tj. 𝑝 = 𝑏 + 𝜀(𝑎− 𝑏) .

Pro př́ıslušná komplexńı č́ısla těžǐst’ 𝑀1, 𝑀2 tud́ıž plat́ı

𝑚1 =
1

3
(𝑎+ 𝑑+ 𝑠) =

1

3
(2𝑎+ 𝑑+ 𝜀(𝑑− 𝑎)) , 𝑚2 =

1

3
(𝑐+ 𝑑+ 𝑟) =

1

3
(2𝑑+ 𝑐+ 𝜀(𝑐− 𝑑)) .

Nyńı najdeme komplexńı č́ıslo odpov́ıdaj́ıćı bodu 𝑇 . Je-li trojúhelńık 𝑀2𝑀1𝑇 rovno-

stranný, muśı být vektor
−−−→
𝑀2𝑇 otočeńım vektoru

−−−−→
𝑀2𝑀1 o úhel 𝜋

3 , neboli

𝑡−𝑚2 = 𝜀(𝑚1 −𝑚2) .

Po dosazeńı za 𝑚1, 𝑚2 odtud dostaneme

𝑡 = 𝑚2 + 𝜀(𝑚1−𝑚2) =
1

3
(2𝑑+ 𝑐+ 𝜀(𝑐− 𝑑) + 2𝑎𝜀+ 𝑑𝜀+ 𝜀2(𝑑− 𝑎)− 2𝑑𝜀− 𝑐𝜀− 𝜀2(𝑐− 𝑑)) =

=
1

3
(2𝑑+𝑐+𝜀𝑐−𝜀𝑑+2𝜀𝑎+𝜀𝑑+𝜀𝑑−𝑑−𝜀𝑎+𝑎−2𝜀𝑑−𝜀𝑐−𝜀𝑐+𝑐+𝜀𝑑−𝑑) =

1

3
(𝑎+2𝑐+𝜀𝑎−𝜀𝑐) .

V trojúhelńıku 𝑃𝑄𝑇 označme 𝛼 = |^𝑇𝑃𝑄|, 𝛽 = |^𝑇𝑄𝑃 | a 𝛾 = |^𝑃𝑇𝑄| (viz obr.).

Vyjádřeme č́ısla odpov́ıdaj́ıćı vektor̊um
−→
𝑇𝑃 a

−→
𝑇𝑄 a ukažme, že druhé z nich je 𝜀2-násobkem

prvńıho:

−→
𝑇𝑃 : 𝑝− 𝑡 = 𝑏 + 𝜀𝑎− 𝜀𝑏− 1

3
(𝑎 + 2𝑐 + 𝜀𝑎− 𝜀𝑐) =

1

3
(−𝑎 + 3𝑏− 2𝑐 + 2𝜀𝑎− 3𝜀𝑏 + 𝜀𝑐) .

−→
𝑇𝑄 : 𝑞 − 𝑡 = 𝑐 + 𝜀𝑏− 𝜀𝑐− 1

3
(𝑎 + 2𝑐 + 𝜀𝑎− 𝜀𝑐) =

1

3
(−𝑎 + 𝑐− 𝜀𝑎 + 3𝜀𝑏− 2𝜀𝑐) ,

𝜀2(𝑝− 𝑡) =
1

3
(−𝜀2𝑎 + 3𝜀2𝑏− 2𝜀2𝑐 + 2𝜀3𝑎− 3𝜀3𝑏 + 𝜀3𝑐) =

=
1

3
(−𝜀𝑎 + 𝑎 + 3𝜀𝑏− 3𝑏− 2𝜀𝑐 + 2𝑐− 2𝑎 + 3𝑏− 𝑐) =

=
1

3
(−𝑎 + 𝑐− 𝜀𝑎 + 3𝜀𝑏− 2𝜀𝑐) = 𝑞 − 𝑡 .

To znamená, že vektor
−→
𝑇𝑄 je otočeńım vektoru

−→
𝑇𝑃 o úhel 2𝜋

3 , tedy trojúhelńık 𝑃𝑄𝑇 je
rovnoramenný a u hlavńıho vrcholu 𝑇 má úhel 𝛾 = 2𝜋

3 . Z toho plyne, že 𝛼 = 𝛽 = 𝜋
6 .
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Úloha 3.20: Necht’ 𝐴𝐵𝐶 je trojúhelńık, ve kterém úhel u vrcholu 𝐶 je 𝜋
2 , úhel u vrcholu 𝐴

je 𝛼 = 𝜋
6 a délka strany 𝐴𝐵 je 1. Necht’ 𝐷, 𝐸, 𝐹 jsou vrcholy rovnostranných trojúhelńık̊u

sestrojených vně po řadě nad stranami 𝐴𝐵, 𝐴𝐶 a 𝐵𝐶. Necht’ 𝐺 je pr̊useč́ık úseček 𝐷𝐸 a
𝐴𝐵. Určete obsah trojúhelńıku 𝐷𝐹𝐺.21

Řešeńı:
Trojúhelńık 𝐴𝐵𝐶 je pravoúhlý s přeponou 𝐴𝐵 délky 1 a úhlem 𝛼 = |^𝐶𝐴𝐵| = 𝜋

6 . Užit́ım
sinu a kosinu úhlu 𝛼 dostáváme

|𝐴𝐶| = cos
𝜋

6
=

√
3

2
, |𝐵𝐶| = sin

𝜋

6
=

1

2
.

Zvoĺıme-li př́ımky 𝐴𝐶, resp. 𝐵𝐶 za reálnou, resp. imaginárńı osu Gaussovy roviny, pak
bod̊um 𝐴, 𝐵, 𝐶 budou odpov́ıdat komplexńı č́ısla daná rovnostmi

𝑎 =

√
3

2
, 𝑏 =

1

2
i , 𝑐 = 0 .

Nyńı můžeme vyjádřit komplexńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı bod̊um 𝐷, 𝐸, 𝐹 , jako výsledk̊um
vhodných otočeńı vrchol̊u 𝐴, 𝐵, 𝐶 o úhel 𝜋

3 , pomoćı násobeńı komplexńı jednotkou 𝜀:

𝑑 = 𝑏 + 𝜀(𝑎− 𝑏) , 𝑒 = 𝑎 + 𝜀(𝑐− 𝑎) , 𝑓 = 𝑐 + 𝜀(𝑏− 𝑐) .

Dosazeńım za č́ısla 𝑎, 𝑏, 𝑐 a 𝜀 do těchto rovnost́ı dostaneme:

𝑑 =

√
3

2
+ i , 𝑒 =

√
3

4
− 3

4
i , 𝑓 = −

√
3

4
+

1

4
i .

Dále najdeme komplexńı č́ıslo odpov́ıdaj́ıćı bodu 𝐺, který je pr̊useč́ıkem př́ımek 𝐷𝐸 a
𝐴𝐵. Rovnice těchto př́ımek maj́ı tvar

𝐷𝐸 : 𝑧 =

√
3

2
+ i + 𝑡

(︃√
3

4
+

7

4
i

)︃
, 𝑡 ∈ R ; 𝐴𝐵 : 𝑧 =

1

2
i + 𝑠

(︃
−
√

3

2
+

1

2
i

)︃
, 𝑠 ∈ R .

21[kwo–01], str. 17, úloha 5, řešeńı vlastńı.
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Porovnáńım reálných a imaginárńıch část́ı dostaneme soustavu rovnic

√
3

2
+ 𝑡

√
3

4
= −𝑠

√
3

2
, 1 +

7

4
𝑡 =

1

2
+

1

2
𝑠

s řešeńım 𝑡 = −1
2 , 𝑠 = −3

4 , takže hledané č́ıslo 𝑔 má hodnotu

𝑔 =
3
√

3

8
+

1

8
i .

Dále urč́ıme komplexńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı vektor̊um
−−→
𝐺𝐷 a

−−→
𝐺𝐹

−−→
𝐺𝐷 : 𝑑− 𝑔 =

√
3

8
+

7

8
i ,

−−→
𝐺𝐹 : 𝑓 − 𝑔 =

−5
√

3

8
+

1

8
i .

Obsah trojúhelńıku 𝐷𝐹𝐺 můžeme určit jako jednu polovinu velikosti vektorového součinu

vektor̊u
−−→
𝐺𝐷 a

−−→
𝐺𝐹 :

𝑆△𝐷𝐹𝐺 =
1

2

⃒⃒⃒−−→
𝐺𝐷 ×

−−→
𝐺𝐹
⃒⃒⃒

=
1

2

⃒⃒⃒⃒
⃒det

(︃ √
3
8

7
8

−5
√
3

8
1
8

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒ =

9
√

3

32
.
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Kapitola 4

Otáčeńı o obecný úhel

V této kapitole uvedeme 13 geometrických úloh, které lze řešit s využit́ım otáčeńı o obecný
(orientovaný) úhel 𝜙. V prvńı kapitole jsme popsali, jak takové otočeńı popsat algebraicky
v př́ıpadě, že jeho středem je počátek 𝑂 Gaussovy roviny. V př́ıpadě otočeńı 𝜚 o úhel 𝜙
s obecným středem 𝑆 jsou komplexńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı bod̊um 𝑊 a 𝑍, kde 𝑊 je obraz
libovolného bodu 𝑍, tedy 𝑊 = 𝜚(𝑍), svázány rovnićı

𝑤 − 𝑠 = ei𝜙(𝑧 − 𝑠) , neboli 𝑤 = 𝑠 + ei𝜙(𝑧 − 𝑠) ,

kde 𝑠 je komplexńı č́ıslo odpov́ıdaj́ıćı středu 𝑆. K zápisu komplexńı jednotky s argumen-
tem 𝜙 jsme použili s výhodou exponenciálńı tvar

ei𝜙 = cos𝜙 + i sin𝜙 ,

o kterém jsme stručně pojednali v kapitole 1. Budeme ho v této kapitole běžně použ́ıvat.
V př́ıpadě otočeńı o (neorientovaný) úhel velikosti 𝜙 v záporném směru bude zápis př́ıslušné
rovnice vypadat takto

𝑤 = 𝑠 + e−i𝜙(𝑧 − 𝑠)

(nebot’ se jedná o otočeńı o orientovaný úhel −𝜙).
V některých úlohách budeme využ́ıvat otočeńı o obecný úhel 𝜙 spolu s otočeńım

o úhel 𝜋
2 , resp. 𝜋

3 . Budeme tedy nadále využ́ıvat výše zavedené označeńı komplexńı jed-
notky 𝜀 = cos 𝜋

3 + i sin 𝜋
3 , zavedené v předchoźı kapitole, a všech jej́ıch vlastnost́ı.
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Úloha 4.1: Slož́ıme-li dvě (obecná) otočeńı v téže rovině, bude výsledné zobrazeńı bud’

opět otočeńı, nebo posunut́ı. Dokažte.1

Řešeńı:
Mějme dáno otočeńı 𝜚1 o orientovaný úhel 𝛼 ∈ (0, 2𝜋) kolem středu 𝑆 a otočeńı 𝜚2 o ori-
entovaný úhel 𝜙 ∈ (0, 2𝜋) kolem středu 𝑇 . Pro libovolný bod 𝑍 dané roviny označme
𝑊 = 𝜚1(𝑍) a 𝑋 = 𝜚2(𝑊 ). Pak pro odpov́ıdaj́ıćı komplexńı č́ısla plat́ı

𝑤 = 𝑠 + ei𝛼(𝑧 − 𝑠) , 𝑥 = 𝑡 + ei𝜙(𝑤 − 𝑡) .

Složeńım obou otočeńı dostáváme zobrazeńı 𝑋 = 𝜚2 ∘ 𝜚1(𝑍), pro něž podle předchoźıch
rovnost́ı plat́ı předpis

𝑥 = 𝑡 + ei𝜙
(︀
𝑠 + ei𝛼(𝑧 − 𝑠) − 𝑡

)︀
= 𝑡

(︀
1 − ei𝜙

)︀
+ 𝑠ei𝜙

(︀
1 − ei𝛼

)︀
+ ei(𝜙+𝛼)𝑧 . (4.1)

V př́ıpadě, že ei(𝜙+𝛼) = 1, neboli 𝛼 + 𝜙 = 2𝜋 (nebot’ 𝛼,𝜙 ∈ (0, 2𝜋)), přejde rovnost (4.1)
do tvaru

𝑥 = 𝑡
(︀
1 − ei𝜙

)︀
+ 𝑠ei𝜙 − 𝑠ei(𝜙+𝛼) + 𝑧 = 𝑡

(︀
1 − ei𝜙

)︀
+ 𝑠ei𝜙 − 𝑠 + 𝑧 =

(︀
1 − ei𝜙

)︀
(𝑡− 𝑠) + 𝑧 .

Vid́ıme, že tehdy je výsledné zobrazeńı 𝜚2 ∘ 𝜚1 posunut́ı o vektor �⃗�, jemuž odpov́ıdá kom-
plexńı č́ıslo

𝑢 =
(︀
1 − ei𝜙

)︀
(𝑡− 𝑠) .

V př́ıpadě 𝛼 + 𝜙 ̸= 2𝜋 uprav́ıme (4.1) do tvaru

𝑥 = ei(𝜙+𝛼)(𝑧 − 𝑎) + 𝑎

pro vhodné komplexńı č́ıslo 𝑎, které je řešeńım rovnice

𝑡
(︀
1 − ei𝜙

)︀
+ 𝑠ei𝜙

(︀
1 − ei𝛼

)︀
= −𝑎ei(𝜙+𝛼) + 𝑎 .

1Vlastńı námět.
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Výsledné zobrazeńı je tehdy otočeńı o orientovaný úhel 𝛼 + 𝜙 se středem 𝐴 s komplexńı
souřadnićı

𝑎 =
1 − ei𝜙

1 − ei(𝜙+𝛼)
𝑡 +

ei𝜙(1 − ei𝛼)

1 − ei(𝜙+𝛼)
𝑠 .

Úloha 4.2: Slož́ıme-li otočeńı a posunut́ı v téže rovině (at’ už v jednom či druhém pořad́ı),
bude výsledné zobrazeńı opět otočeńı. Dokažte.2

Řešeńı:

1. Mějme dáno otočeńı 𝜚1 o orientovaný úhel 𝛼 ∈ (0, 2𝜋) kolem středu 𝑆 a posunut́ı 𝑓
o vektor �⃗�. Pro libovolný bod 𝑍 dané roviny označme 𝑊 = 𝜚1(𝑍) a 𝑋 = 𝑓(𝑊 ). Pak
pro odpov́ıdaj́ıćı komplexńı č́ısla plat́ı

𝑤 = 𝑠 + ei𝛼(𝑧 − 𝑠) , 𝑥 = 𝑤 + 𝑢 .

Složeńım obou zobrazeńı v pořad́ı
”
otočeńı – posunut́ı“ dostáváme výsledné zobra-

zeńı 𝑋 = 𝑓 ∘ 𝜚1(𝑍), pro něž podle předchoźıch rovnost́ı plat́ı předpis

𝑥 = 𝑠 + ei𝛼(𝑧 − 𝑠) + 𝑢 = 𝑠
(︀
1 − ei𝛼

)︀
+ 𝑢 + ei𝛼𝑧 . (4.2)

Ukážeme, že zobrazeńı 𝑓 ∘𝜚1 je otočeńı o orientovaný úhel 𝛼 kolem jistého středu 𝐴,
když předpis (4.2) uprav́ıme do tvaru

𝑥 = 𝑓 ∘ 𝜚1(𝑧) = 𝑎 + ei𝛼(𝑧 − 𝑎) .

Porovnáńım posledńı rovnosti a předpisu (4.2) urč́ıme komplexńı č́ıslo 𝑎 odpov́ıdaj́ıćı
středu 𝐴 výsledného otočeńı 𝑓 ∘ 𝜚1:

𝑠
(︀
1 − ei𝛼

)︀
+ 𝑢 = −𝑎ei𝛼 + 𝑎 , odkud 𝑎 = 𝑠 +

1

1 − ei𝛼
𝑢 .

2Vlastńı námět.
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2. Nyńı mějme dáno posunut́ı 𝑔 o vektor �⃗� a otočeńı 𝜚2 o orientovaný úhel 𝜙 ∈ (0, 2𝜋)
kolem středu 𝑇 . Pro libovolný bod 𝑍 dané roviny označme 𝑊 = 𝑔(𝑍) a 𝑋 = 𝜚2(𝑊 ).
Pak pro odpov́ıdaj́ıćı komplexńı č́ısla plat́ı

𝑤 = 𝑧 + 𝑣 , 𝑥 = 𝑡 + ei𝜙(𝑤 − 𝑡) .

Složeńım obou zobrazeńı v pořad́ı
”
posunut́ı – otočeńı“ dostáváme výsledné zobra-

zeńı 𝑋 = 𝜚2 ∘ 𝑔(𝑍), pro něž podle předchoźıch rovnost́ı plat́ı

𝑥 = 𝑡 + ei𝜙(𝑧 + 𝑣 − 𝑡) = 𝑡
(︀
1 − ei𝜙

)︀
+ 𝑣ei𝜙 + ei𝜙𝑧 . (4.3)

Ukážeme, že zobrazeńı 𝜚2 ∘ 𝑔 je otočeńı o orientovaný úhel 𝜙 kolem jistého středu 𝐵,
když předpis (4.3) uprav́ıme do tvaru

𝑥 = 𝑏 + ei𝛼(𝑧 − 𝑏) .

Komplexńı č́ıslo 𝑏 odpov́ıdaj́ıćı středu 𝐵 urč́ıme obdobně jako č́ıslo 𝑎 v prvńı části
řešeńı:

𝑏 = 𝑠 +
ei𝜙

1 − ei𝜙
𝑣 .

T́ım je d̊ukaz hotov.

Úloha 4.3: Vně nad stranami trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶 jsou jako nad základnami sestrojeny
tři navzájem podobné rovnoramenné trojúhelńıky 𝐵𝐶𝑋, 𝐶𝐴𝑌 , 𝐴𝐵𝑍. Dokažte, že těžǐstě
trojúhelńık̊u 𝐴𝐵𝐶 a 𝑋𝑌 𝑍 splývaj́ı.3

Řešeńı:
Nejprve najdeme komplexńı č́ısla, jejichž obrazy v Gaussově rovině jsou body 𝑋, 𝑌 , 𝑍.
Protože trojúhelńıky 𝐵𝐶𝑋, 𝐶𝐴𝑌 , 𝐴𝐵𝑍 jsou navzájem podobné, maj́ı u vrchol̊u 𝑋, 𝑌 , 𝑍

stejný úhel, který označ́ıme 𝜙. Protože nav́ıc plat́ı |𝑋𝐵| = |𝑋𝐶|, je vektor
−−→
𝑋𝐵 výsledkem

3[lar–90], str. 391, úloha 8.3.15.
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otočeńı vektoru
−−→
𝑋𝐶 o úhel 𝜙 v kladném směru, což v Gaussově rovině odpov́ıdá vynásobeńı

komplexńı jednotkou ei𝜙. Pro odpov́ıdaj́ıćı komplexńı č́ısla pak plat́ı

𝑏− 𝑥 = ei𝜙(𝑐− 𝑥) , neboli 𝑥 =
𝑏− ei𝜙𝑐

1 − ei𝜙
.

Analogická otočeńı najdeme i ve zbylých dvou trojúhelńıćıch, odtud

𝑐−𝑦 = ei𝜙(𝑎−𝑦) , neboli 𝑦 =
𝑐− ei𝜙𝑎

1 − ei𝜙
; 𝑎−𝑧 = ei𝜙(𝑏−𝑧) , neboli 𝑧 =

𝑎− ei𝜙𝑏

1 − ei𝜙
.

Těžǐstě 𝑇 trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶 je obrazem komplexńıho č́ısla

𝑡 =
1

3
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) ,

těžǐstě 𝑆 trojúhelńıku 𝑋𝑌 𝑍 komplexńıho č́ısla

𝑠 =
1

3
(𝑥 + 𝑦 + 𝑧) =

1

3
· 𝑎 + 𝑏 + 𝑐− ei𝜙(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)

1 − ei𝜙
=

1

3
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) = 𝑡 .

Obě těžǐstě tedy skutečně splývaj́ı.

Úloha 4.4: Nad stranami libovolného konvexńıho čtyřúhelńıku 𝐴𝐵𝐶𝐷 jsou jako nad
základnami sestrojeny čtyři navzájem podobné rovnoramenné trojúhelńıky 𝐴𝐵𝑀1, 𝐵𝐶𝑀2,
𝐶𝐷𝑀3 a 𝐷𝐴𝑀4, přitom prvńı a třet́ı z nich směrem vně, druhý a čtvrtý směrem dovnitř
čtyřúhelńıku (viz obr.). Dokažte, že 𝑀1𝑀2𝑀3𝑀4 je rovnoběžńık.4

4Jde o zobecněńı úlohy 3.2, úloha 8.3.13 z [lar–90], str. 391, kde je uvažován pouze př́ıpad čtyř rovno-
stranných trojúhelńık̊u.
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Řešeńı:
Označme 𝛼 úhel u vrchol̊u 𝑀1, 𝑀2, 𝑀3, 𝑀4 navzájem podobných rovnoramenných troj-
úhelńık̊u 𝐴𝐵𝑀1, 𝐵𝐶𝑀2, 𝐶𝐷𝑀3 a 𝐷𝐴𝑀4. Nejprve najdeme komplexńı č́ısla, jejichž ob-
razy v Gaussově rovině jsou body 𝑀1, 𝑀2, 𝑀3, 𝑀4. Protože |𝑀1𝐴| = |𝑀1𝐵|, je vektor
−−−→
𝑀1𝐴 otočeńım vektoru

−−−→
𝑀1𝐵 o úhel 𝛼 v kladném směru, což v Gaussově rovině odpov́ıdá

vynásobeńı komplexńı jednotkou ei𝛼. Analogická otočeńı najdeme v daľśıch trojúhelńıćıch
(viz obr.), pro odpov́ıdaj́ıćı komplexńı č́ısla tak dostaneme:

𝑎−𝑚1 = ei𝛼(𝑏−𝑚1) , neboli 𝑚1 =
ei𝛼

ei𝛼 − 1
𝑏− 1

ei𝛼 − 1
𝑎 ,

𝑐−𝑚3 = ei𝛼(𝑑−𝑚3) , neboli 𝑚3 =
ei𝛼

ei𝛼 − 1
𝑑− 1

ei𝛼 − 1
𝑐 ,

𝑐−𝑚2 = ei𝛼(𝑏−𝑚2) , neboli 𝑚2 =
ei𝛼

ei𝛼 − 1
𝑏− 1

ei𝛼 − 1
𝑐 ,

𝑎−𝑚4 = ei𝛼(𝑑−𝑚4) , neboli 𝑚4 =
ei𝛼

ei𝛼 − 1
𝑑− 1

ei𝛼 − 1
𝑎 .

Nyńı najdeme komplexńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı vektor̊um
−−−−→
𝑀1𝑀2 a

−−−−→
𝑀4𝑀3:

−−−−→
𝑀1𝑀2 : 𝑚2 −𝑚1 =

ei𝛼

ei𝛼 − 1
𝑏− 1

ei𝛼 − 1
𝑐− ei𝛼

ei𝛼 − 1
𝑏 +

1

ei𝛼 − 1
𝑎 =

1

ei𝛼 − 1
(𝑎− 𝑐) ,

−−−−→
𝑀4𝑀3 : 𝑚3 −𝑚4 =

ei𝛼

ei𝛼 − 1
𝑑− 1

ei𝛼 − 1
𝑐− ei𝛼

ei𝛼 − 1
𝑑 +

1

ei𝛼 − 1
𝑎 =

1

ei𝛼 − 1
(𝑎− 𝑐) .

Odtud již vid́ıme, že
−−−−→
𝑀1𝑀2 =

−−−−→
𝑀4𝑀3, a proto 𝑀1𝑀2𝑀3𝑀4 je skutečně rovnoběžńık.

Úloha 4.5: Rovnostranné trojúhelńıky 𝐴𝐵𝐾, 𝐵𝐶𝐿, 𝐶𝐷𝑀 , 𝐷𝐴𝑁 jsou sestrojeny uvnitř
čtverce 𝐴𝐵𝐶𝐷. Dokažte, že středy čtyř úseček 𝐾𝐿, 𝐿𝑀 , 𝑀𝑁 , 𝑁𝐾 a středy osmi úseček
𝐴𝐾, 𝐵𝐾, 𝐵𝐿, 𝐶𝐿, 𝐶𝑀 , 𝐷𝑀 , 𝐷𝑁 , 𝐴𝑁 tvoř́ı vrcholy pravidelného dvanáctiúhelńıku.5

5[eng–97], str. 301, úloha 45.
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Řešeńı:
Protože 𝐴𝐵𝐶𝐷 je podle zadáńı čtverec, je vektor

−−→
𝐵𝐶 výsledkem otočeńı vektoru

−−→
𝐵𝐴

o úhel 𝜋
2 v záporném směru, což odpov́ıdá vynásobeńı komplexńı jednotkou −i. Po-

dobně vektor
−−→
𝐴𝐷 je výsledkem otočeńım vektoru

−−→
𝐴𝐵 o 𝜋

2 v kladném směru, což odpov́ıdá
vynásobeńı komplexńı jednotkou i. Pro odpov́ıdaj́ıćı komplexńı č́ısla proto plat́ı

𝑐−𝑏 = −i(𝑎−𝑏) , neboli 𝑐 = −i𝑎+(1+i)𝑏 ; 𝑑−𝑎 = i(𝑏−𝑎) , neboli 𝑑 = (1−i)𝑎+i𝑏 .

Označme komplexńı jednotku

𝜔 = cos
𝜋

6
+ i sin

𝜋

6
.

Pak plat́ı 𝜔6 = −1 a 𝜔3 = i, odtud vzhledem k 𝜔3 − i = (𝜔 + i)(𝜔2 − i𝜔 − 1) dostaneme
𝜔2 = i𝜔 + 1, 𝜔4 = i𝜔 a 𝜔5 = i𝜔2 = −𝜔 + i.

Protože trojúhelńık 𝐴𝐵𝐾 je rovnostranný, je vektor
−−→
𝐴𝐾 otočeńım vektoru

−−→
𝐴𝐵 o úhel 𝜋

3 ,
což odpov́ıdá násobeńı komplexńı jednotkou 𝜔2. Analogické tvrzeńı plat́ı pro trojúhelńı-
ky 𝐵𝐶𝐿 a 𝐶𝐷𝑀 , takže

𝑘 = 𝑎 + 𝜔2(𝑏− 𝑎) , 𝑙 = 𝑏 + 𝜔2(𝑐− 𝑏) , 𝑚 = 𝑐 + 𝜔2(𝑑− 𝑐) .

Střed úsečky 𝐾𝐿 označ́ıme 𝑃1 a středy úseček 𝐷𝑀 , 𝐴𝐾 označ́ıme po řadě 𝑄1, 𝑄2. Pro
odpov́ıdaj́ıćı komplexńı č́ısla plat́ı

𝑝1 =
1

2
(𝑘 + 𝑙) =

1

2
(𝑎 + 𝑏 + 𝜔2(𝑐− 𝑎)) ,

𝑞1 =
1

2
(𝑑 + 𝑚) =

1

2
(𝑐 + 𝑑 + 𝜔2(𝑑− 𝑐)) , 𝑞2 =

1

2
(𝑎 + 𝑘) =

1

2
(2𝑎 + 𝜔2(𝑏− 𝑎)) .

Nyńı vyjádř́ıme č́ısla odpov́ıdaj́ıćı vektor̊um
−−−→
𝑄1𝑃1 a

−−−→
𝑄1𝑄2

−−−→
𝑄1𝑃1 : 𝑝1−𝑞1 =

1

2
(𝑎+𝑏+𝜔2(𝑐−𝑎)−𝑐−𝑑−𝜔2(𝑑−𝑐)) =

1

2
(𝑎+𝑏+i𝑎−(1+i)𝑏−(1− i)𝑎−

−i𝑏+𝜔2(−𝑎−2i𝑎+2(1+i)𝑏−(1−i)𝑎−i𝑏)) =
1

2
(2i𝑎−2i𝑏+𝜔2(−2𝑎+2𝑏−i𝑎+i𝑏)) =

1

2
(2i𝑎−2i𝑏−

−2i𝜔𝑎+ 2i𝜔𝑏+ 𝜔𝑎− 𝜔𝑏− 2𝑎+ 2𝑏− i𝑎+ i𝑏) =
1

2
(−2𝑎+ 2𝑏+ i𝑎− i𝑏+ 𝜔(𝑎− 𝑏− 2i𝑎+ 2i𝑏))

−−−→
𝑄1𝑄2 : 𝑞2−𝑞1 =

1

2
(2𝑎+𝜔2(𝑏−𝑎)−𝑐−𝑑−𝜔2(𝑑−𝑐)) =

1

2
(2𝑎+i𝑎−(1+i)𝑏−(1− i)𝑎− i𝑏+

+𝜔2(−𝑎 + 𝑏− i𝑎 + (1 + i)𝑏− (1 − i)𝑎− i𝑏)) =
1

2
(𝑎− 𝑏 + 2i𝑎− 2i𝑏 + 𝜔2(−2𝑎 + 2𝑏)) .

Abychom ověřili, že dvanáctiúhelńık popsaný v zadáńı úlohy je pravidelný, stač́ı s ohle-

dem na symetrii celé situace ukázat, že vektor
−−−→
𝑄1𝑃1 je výsledkem otočeńı vektoru

−−−→
𝑄1𝑄2

o úhel 5𝜋
6 , což v komplexńı rovině odpov́ıdá násobeńı komplexńı jednotkou 𝜔5:

𝜔5(𝑞2 − 𝑞1) =
1

2

(︀
𝜔5(𝑎− 𝑏 + 2i𝑎− 2i𝑏) + 𝜔7(−2𝑎 + 2𝑏)

)︀
=

1

2
((−𝜔 + i)(𝑎− 𝑏 + 2i𝑎− 2i𝑏)−
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−𝜔(−2𝑎 + 2𝑏)) =
1

2
(−𝜔𝑎 + i𝑎 + 𝜔𝑏− i𝑏− 2i𝜔𝑎− 2𝑎 + 2i𝜔𝑏 + 2𝑏 + 2𝜔𝑎− 2𝜔𝑏) =

=
1

2
(−2𝑎 + 2𝑏 + i𝑎− i𝑏 + 𝜔(𝑎− 𝑏− 2i𝑎 + 2i𝑏)) = 𝑝1 − 𝑞1 .

T́ım je d̊ukaz hotov.

Úloha 4.6: Bod 𝐷 je vybrán uvnitř trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶 tak, že plat́ı |^𝐴𝐷𝐵| = |^𝐴𝐶𝐵|+ 𝜋
2

a |𝐴𝐶| · |𝐵𝐷| = |𝐴𝐷| · |𝐵𝐶|. Najděte poměr 𝑝 = |𝐴𝐵|·|𝐶𝐷|
|𝐴𝐶|·|𝐵𝐷| .

6

Řešeńı:
Zvolme bod 𝐷 za počátek komplexńı roviny, odpov́ıdá mu tedy komplexńı č́ıslo 𝑑 = 0.
Označme |^𝐶𝐴𝐷| = 𝛼 a |^𝐴𝐶𝐵| = 𝛾. Protože pro součet úhl̊u ve čtyřúhelńıku 𝐴𝐶𝐵𝐷
plat́ı

𝛼 + 𝛾 + |^𝐷𝐵𝐶| +
(︁

2𝜋 − 𝛾 − 𝜋

2

)︁
= 2𝜋 , je |^𝐷𝐵𝐶| =

𝜋

2
− 𝛼 .

Dále označ́ıme 𝑠 společnou hodnotu dvou poměr̊u, které se podle zadáńı rovnaj́ı:

𝑠 =
|𝐴𝐶|
|𝐴𝐷|

=
|𝐵𝐶|
|𝐵𝐷|

.

Z obrázku vid́ıme, že vektor
−→
𝐴𝐶 vznikne otočeńım vektoru

−−→
𝐴𝐷 o úhel 𝛼 v kladném směru

a jeho následným vynásobeńım reálným č́ıslem 𝑠. Podobně vektor
−−→
𝐵𝐶 vznikne otočeńım

vektoru
−−→
𝐵𝐷 o úhel

(︀
𝜋
2 − 𝛼

)︀
v záporném směru (čili o úhel 𝛼 − 𝜋

2 ) a jeho následným
vynásobeńım reálným č́ıslem 𝑠. Pro komplexńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı výše uvedeným dvojićım
vektor̊u tedy plat́ı

𝑐− 𝑎 = 𝑠ei𝛼 (0 − 𝑎) = −𝑠ei𝛼𝑎 , odtud 𝑐 = 𝑎− 𝑠ei𝛼𝑎 ,

𝑐− 𝑏 = 𝑠ei(𝛼−
𝜋
2 ) (0 − 𝑏) = 𝑠iei𝛼𝑏 , odtud 𝑐 = 𝑏 + 𝑠iei𝛼𝑏 ,

přitom jsme využili rovnosti ei(𝛼−
𝜋
2 ) = −iei𝛼. Nyńı vyjádř́ıme součiny z hledaného pomě-

ru 𝑝

|𝐴𝐶|·|𝐵𝐷| = |𝑐−𝑎|·|𝑏−0| = |𝑠ei𝛼𝑎|·|𝑏| = 𝑠|𝑎|·|𝑏| , |𝐴𝐵|·|𝐶𝐷| = |𝑏−𝑎|·|𝑐−0| = |(𝑎−𝑏)𝑐| .
6[eng–97], str. 300, úloha 38.
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Všimněme si, že plat́ı

(𝑎− 𝑏) 𝑐 = 𝑐 (𝑎− 𝑐 + 𝑐− 𝑏) = 𝑐
(︀
𝑠ei𝛼𝑎 + i𝑠ei𝛼𝑏

)︀
= 𝑠ei𝛼 (𝑎𝑐 + i𝑏𝑐) =

= 𝑠ei𝛼
(︀
𝑎
(︀
𝑏 + 𝑠iei𝛼𝑏

)︀
+ i𝑏

(︀
𝑎− 𝑠ei𝛼𝑎

)︀)︀
= 𝑠𝑎𝑏ei𝛼

(︀(︀
1 + 𝑖𝑠ei𝛼

)︀
+ i
(︀
1 − 𝑠ei𝛼

)︀)︀
= 𝑠ei𝛼𝑎𝑏 (1 + i) .

Proto dostáváme

|𝐴𝐵| · |𝐶𝐷| = |𝑠ei𝛼𝑎𝑏 (1 + i) | = 𝑠|𝑎| · |𝑏|
√

2 =
√

2|𝐴𝐶| · |𝐵𝐷| ,

a tedy hledaný poměr 𝑝 je roven
√

2.

Úloha 4.7: Předpokládejme, že 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 je konvexńı šestiúhelńık, ve kterém plat́ı

|^𝐴𝐵𝐶| + |^𝐶𝐷𝐸| + |^𝐸𝐹𝐴| = 2𝜋 a
|𝐴𝐵|
|𝐵𝐶|

· |𝐶𝐷|
|𝐷𝐸|

· |𝐸𝐹 |
|𝐹𝐴|

= 1 .

Dokažte, že 7

|𝐵𝐶|
|𝐶𝐴|

· |𝐴𝐸|
|𝐸𝐹 |

· |𝐹𝐷|
|𝐷𝐵|

= 1 .

Řešeńı:
Necht’ vektor̊um

−−→
𝐴𝐵,

−−→
𝐵𝐶,

−−→
𝐶𝐷,

−−→
𝐷𝐸,

−−→
𝐸𝐹 ,

−→
𝐹𝐴 odpov́ıdaj́ı v Gaussově rovině (nenulová)

komplexńı č́ısla 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓 . Součiny vystupuj́ıćı v zadáńı jsou absolutńımi hodnotami
komplexńıch č́ısel

𝑢 =
𝑎𝑐𝑒

𝑏𝑑𝑓
, 𝑣 =

𝑏(−𝑒− 𝑓)(−𝑑− 𝑒)

(−𝑎− 𝑏)𝑒(−𝑏− 𝑐)
=

𝑏(𝑒 + 𝑓)(𝑑 + 𝑒)

𝑒(𝑎 + 𝑏)(𝑏 + 𝑐)
.

Z druhé podmı́nky v zadáńı plyne, že |𝑢| = 1. Dále velikost úhlu mezi vektory od-
pov́ıdaj́ıćımi č́ısl̊um 𝑎 a 𝑏 je roven 𝜋 − |^𝐴𝐵𝐶|, tento úhel je pak argument pod́ılu 𝑎

𝑏 .
Podobný význam maj́ı argumenty pod́ıl̊u 𝑐

𝑑 a 𝑒
𝑓 . Odtud spolu s prvńı podmı́nkou ze zadáńı

plyne, že
arg 𝑢 = (𝜋 − |^𝐴𝐵𝐶|) + (𝜋 − |^𝐶𝐷𝐸|) + (𝜋 − |^𝐸𝐹𝐴|) = 𝜋 .

7[ol–99], str. 17, úloha 4, řešeńı pozměněno.
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Plat́ı tedy 𝑢 = −1, odkud plyne
𝑎𝑐𝑒 + 𝑏𝑑𝑓 = 0 .

Naš́ım úkolem je dokázat, že |𝑣| = 1. Ukážeme, že taky plat́ı 𝑣 = −1, což lze po roznásobeńı
vyjádřit rovnost́ı

𝑏𝑑𝑒 + 𝑏𝑒2 + 𝑏𝑑𝑓 + 𝑏𝑒𝑓 + 𝑎𝑏𝑒 + 𝑎𝑐𝑒 + 𝑏2𝑒 + 𝑏𝑐𝑒 = 0 .

Užit́ım předchoźı odvozené rovnosti 𝑎𝑐𝑒 + 𝑏𝑑𝑓 = 0 a po následném vykráceńı nenulovým
č́ıslem 𝑏𝑒 přejde dokazovaná rovnost do tvaru

𝑑 + 𝑒 + 𝑓 + 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0 ,

což ovšem plat́ı, nebot’ součet šesti vektor̊u stran šestiúhelńıku je nulový vektor. Rovnost
𝑣 = −1 je tak dokázána.

Poznámka:

V uvažovaném konvexńım šestiúhelńıku 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 je podle prvńı podmı́nky ze zadáńı
součet úhl̊u u vrchol̊u 𝐵, 𝐷, 𝐹 roven 2𝜋. Protože součet všech úhl̊u v šestiúhelńıku je
4𝜋, je součet úhl̊u u vrchol̊u 𝐴, 𝐶, 𝐸 roven taky 2𝜋. Nav́ıc strany šestiúhelńıku vystupuj́ı
v druhé podmı́nce ze zadáńı rovněž zp̊usobem, který je pro trojice (𝐵,𝐷,𝐹 ) a (𝐴,𝐶,𝐸)
symetrický (viz obr.), kde strany z čitatele resp. jmenovatele jsou vyznačeny plnou resp.
přerušovanou čarou.
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Proto vedle dokázané rovnosti (znázorněné modře na prvńım obrázku) z předpoklad̊u
úlohy plynou ještě daľśı dvě analogické rovnosti (znázorněné červeně a zeleně na druhém
a třet́ım obrázku), dohromady tedy plat́ı

|𝐵𝐶|
|𝐶𝐴|

· |𝐴𝐸|
|𝐸𝐹 |

· |𝐹𝐷|
|𝐷𝐵|

=
|𝐷𝐸|
|𝐸𝐶|

· |𝐶𝐴|
|𝐴𝐵|

· |𝐵𝐹 |
|𝐹𝐷|

=
|𝐹𝐴|
|𝐴𝐸|

· |𝐸𝐶|
|𝐶𝐷|

· |𝐷𝐵|
|𝐵𝐹 |

= 1 .

Úloha 4.8: Necht’ trojúhelńık 𝐴𝐵𝐶 s vnitřńım úhlem 𝛼 u vrcholu 𝐴 splňuje alespoň jednu
z podmı́nek 𝛼 ̸= 2𝜋

3 , |𝐴𝐵| ̸= |𝐴𝐶|. Trojúhelńıky 𝑃𝐴𝐵 a 𝑄𝐴𝐶 jsou sestrojeny vně nad
stranami trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶 tak, že |𝐴𝑃 | = |𝐴𝐵|, |𝐴𝑄| = |𝐴𝐶| a |^𝐵𝐴𝑃 | = |^𝐶𝐴𝑄| = 𝛼.
Př́ımky 𝐵𝑄 a 𝐶𝑃 se prot́ınaj́ı v bodě 𝑅. Necht’ 𝑍 je střed kružnice opsané trojúhelńıku
𝐵𝐶𝑅. Dokažte, že př́ımky 𝐴𝑍 a 𝑃𝑄 jsou navzájem kolmé.8

Řešeńı:
Trojúhelńık 𝐴𝐵𝐶 umı́st́ıme do Gaussovy roviny tak, že vrchol 𝐴 bude ležet v počátku
(𝑎 = 0) a úhel 𝐵𝐴𝐶 bude kladně orientovaný. Dále označme komplexńı jednotku

ei𝛼 = cos𝛼 + i sin𝛼 , ei𝛼 ̸= ±1 .

Podle zadáńı plat́ı |𝐴𝑄| = |𝐴𝐶| a |^𝐶𝐴𝑄| = 𝛼, takže vektor
−→
𝐴𝑄 dostaneme otočeńım

vektoru
−→
𝐴𝐶 o úhel 𝛼 v kladném směru, čemuž odpov́ıdá vynásobeńı komplexńı jednot-

kou ei𝛼. Podobně ze zadáńı plyne, že vektor
−→
𝐴𝑃 dostaneme otočeńım vektoru

−−→
𝐴𝐵 o úhel 𝛼

v záporném směru, neboli o úhel −𝛼, čemuž v komplexńı rovině odpov́ıdá vynásobeńı kom-
plexńı jednotkou 1

ei𝛼 . Odtud pro komplexńı č́ısla 𝑝, 𝑞 odpov́ıdaj́ıćı bod̊um 𝑃 , 𝑄 obdrž́ıme

𝑞 − 𝑎 = ei𝛼(𝑐− 𝑎) , 𝑝− 𝑎 =
1

ei𝛼
(𝑏− 𝑎) , neboli 𝑞 = ei𝛼𝑐 , 𝑝 =

1

ei𝛼
𝑏 .

Nyńı ukážeme, že podmı́nka v prvńı větě zadáńı nám zaručuje, že 𝑝 ̸= 𝑞 a má tedy smysl
mluvit o př́ımce 𝑃𝑄. Předpokládejme, že 𝑝 = 𝑞 neboli 𝑏 = e2i𝛼𝑐, odtud plyne |𝑏| = |𝑐|,

8[gel–07], str. 211, úloha 601, řešeńı vlastńı.

70



z čehož dále plyne 𝑐 = ei𝛼𝑏 (protože kladně orientovaný úhel 𝐵𝐴𝐶 má velikost 𝛼 rovnou
argumentu komplexńı jednotky ei𝛼). Dohromady dostáváme e3i𝛼 = 1, neboli 𝛼 = 2𝜋

3 . To
je spolu s |𝑏| = |𝑐| v rozporu se zadáńım, a tedy 𝑝 ̸= 𝑞.
Z obrázku vid́ıme, že trojúhelńık 𝐴𝐵𝑄 dostaneme otočeńım trojúhelńıku 𝐴𝑃𝐶 o úhel 𝛼
v kladném směru kolem bodu 𝐴. To znamená, že úhel mezi př́ımkami 𝑃𝐶 a 𝐵𝑄 je 𝛼.
Protože úhel 𝐵𝑅𝐶 má velikost 𝜋−𝛼 resp. 𝛼 (podle toho, zda 𝛼 je ostrý nebo tupý úhel),
podle věty o obvodovém a středovém úhlu je |^𝐵𝑍𝐶| = 2𝛼, přitom |𝐵𝑍| = |𝐶𝑍|. Bod 𝐵
tedy dostaneme otočeńım bodu 𝐶 kolem bodu 𝑍 o úhel 2𝛼, čemuž v komplexńı rovině
odpov́ıdá vynásobeńı komplexńı jednotkou e2i𝛼. Pro komplexńı č́ıslo 𝑧 odpov́ıdaj́ıćı bodu
𝑍 to znamená, že

𝑏− 𝑧 = e2i𝛼(𝑐− 𝑧) , odtud 𝑧 =
e2i𝛼𝑐− 𝑏

e2i𝛼 − 1
, nebot’ ei𝛼 ̸= ±1 .

Protože, jak jsme již dř́ıve ukázali, 𝑝 ̸= 𝑞 neboli e2i𝛼𝑐 ̸= 𝑏, je 𝑧 ̸= 0 neboli 𝑧 ̸= 𝑎. Má tedy
smysl mluvit i o př́ımce 𝐴𝑍.
Abychom ověřili, že úhel mezi př́ımkami 𝐴𝑍 a 𝑃𝑄 je pravý, ukážeme, že pod́ıl komplexńıch
č́ısel 𝑞 − 𝑝 a 𝑧 − 𝑎 je č́ıslo ryze imaginárńı. Najděme tento pod́ıl:

𝑞 − 𝑝

𝑧 − 𝑎
=

ei𝛼𝑐− 1
ei𝛼 𝑏

e2i𝛼𝑐−𝑏
e2i𝛼−1

− 0
=

e2i𝛼𝑐−𝑏
ei𝛼

e2i𝛼𝑐−𝑏
e2i𝛼−1

=
e2i𝛼 − 1

ei𝛼
= ei𝛼 − 1

ei𝛼
= ei𝛼 − ei𝛼 = 2i sin𝛼 ,

což je skutečně č́ıslo ryze imaginárńı.

Úloha 4.9: Středy 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 kružnic 𝑘𝐴, 𝑘𝐵, 𝑘𝐶 , 𝑘𝐷 jsou vrcholy čtverce. Po těchto
kružnićıch (obecně r̊uzných poloměr̊u) se pohybuj́ı v kladném směru body 𝑃 , 𝑄, 𝑅, 𝑆
se stejnou stálou úhlovou rychlost́ı. Necht’ v nějakém čase body 𝑃 , 𝑄, 𝑅, 𝑆 tvoř́ı vrcholy
čtverce. Dokažte, že je tomu tak po celou dobu pohybu.9

9[tab–02], str. 48, úloha 6, řešeńı vlastńı.
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Řešeńı:
Umı́stěme kružnice do komplexńı roviny a označme 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 komplexńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı
jejich střed̊um 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷. Tyto body tvoř́ı vrcholy čtverce právě tehdy, když pro od-
pov́ıdaj́ıćı komplexńı č́ısla plat́ı následuj́ıćı dvě rovnosti

𝑎− 𝑏 = 𝑑− 𝑐 , 𝑎− 𝑐 = i(𝑑− 𝑏) . (4.4)

Prvńı rovnost vyjadřuje, že 𝐴𝐵𝐶𝐷 je rovnoběžńık a druhá rovnost, že jeho úhlopř́ıčky
jsou shodné a navzájem kolmé. Necht’ v nějakém čase 𝑡0 body 𝑃 (𝑡0) = 𝑃0, 𝑄(𝑡0) = 𝑄0,

𝑅(𝑡0) = 𝑅0, 𝑆(𝑡0) = 𝑆0 tvoř́ı vrcholy čtverce a necht’ v tomto čase vektor̊um
−−→
𝐴𝑃0,

−−→
𝐵𝑄0,−−→

𝐶𝑅0,
−−→
𝐷𝑆0 odpov́ıdaj́ı komplexńı č́ısla 𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑠. Pak bod̊um 𝑃0, 𝑄0, 𝑅0, 𝑆0 odpov́ıdaj́ı

po řadě č́ısla 𝑎+𝑝, 𝑏+ 𝑞, 𝑐+ 𝑟, 𝑑+ 𝑠. Tyto body tvoř́ı vrcholy čtverce, takže plat́ı rovnosti
(jak jsme vysvětlili výše):

(𝑎 + 𝑝) − (𝑏 + 𝑞) = (𝑑 + 𝑠) − (𝑐 + 𝑟) , (𝑎 + 𝑝) − (𝑐 + 𝑟) = i(𝑑 + 𝑠) − i(𝑏 + 𝑞) ,

odkud užit́ım rovnost́ı (4.4) dostáváme

𝑝− 𝑞 = 𝑠− 𝑟 , 𝑝− 𝑟 = i(𝑠− 𝑞) . (4.5)

Za libovolnou dobu 𝑡− 𝑡0 se vektory
−→
𝐴𝑃 ,

−−→
𝐵𝑄,

−→
𝐶𝑅,

−→
𝐷𝑆 pootoč́ı o stejný úhel 𝜙 = 𝜔(𝑡− 𝑡0)

(protože body 𝑃 , 𝑄, 𝑅, 𝑆 se pohybuj́ı po kružnićıch stejnou úhlovou rychlost́ı 𝜔), tomuto
otočeńı odpov́ıdá v komplexńı rovině násobeńı komplexńı jednotkou ei𝜙 = cos𝜙 + i sin𝜙.
Bod̊um 𝑃 (𝑡), 𝑄(𝑡), 𝑅(𝑡), 𝑆(𝑡) v libovolném čase 𝑡 tak odpov́ıdaj́ı komplexńı č́ısla

𝑎 + ei𝜙𝑝 , 𝑏 + ei𝜙𝑞 , 𝑐 + ei𝜙𝑟 , 𝑑 + ei𝜙𝑠 .

Užit́ım rovnost́ı (4.4) a (4.5) dostáváme, že i pro tato komplexńı č́ısla plat́ı

(𝑎+ei𝜙𝑝)−(𝑏+ei𝜙𝑞) = (𝑑+ei𝜙𝑠)−(𝑐+ei𝜙𝑟) , (𝑎+ei𝜙𝑝)−(𝑐+ei𝜙𝑟) = i(𝑑+ei𝜙𝑠)−i(𝑏+ei𝜙𝑞) ,

a tedy i body 𝑃 (𝑡), 𝑄(𝑡), 𝑅(𝑡), 𝑆(𝑡) v libovolném čase 𝑡 tvoř́ı vrcholy čtverce.

Úloha 4.10: Dva body 𝐸 a 𝐹 lež́ı po řadě na stranách 𝐵𝐶 a 𝐶𝐷 čtverce 𝐴𝐵𝐶𝐷 tak, že se
obvod trojúhelńıku 𝐸𝐶𝐹 rovná dvojnásobku délky strany čtverce 𝐴𝐵𝐶𝐷. Najděte velikost
úhlu 𝐸𝐴𝐹 .10

10[tab–02], str. 46, úloha 2, řešeńı vlastńı.
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Řešeńı:
V rovině čtverce 𝐴𝐵𝐶𝐷 zavedeme komplexńı souřadnice tak, aby bod 𝐴 splýval s počátkem
komplexńı roviny, strany 𝐴𝐵, 𝐴𝐷 ležely po řadě na kladné reálné, resp. imaginárńı polo-
ose a strana čtverce byla rovna 1 (viz obr.). Pak vrchol̊um 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 odpov́ıdaj́ı po řadě
komplexńı č́ısla

𝑎 = 0 , 𝑏 = 1 , 𝑐 = 1 + i , 𝑑 = i

a bod̊um 𝐸 a 𝐹 č́ısla

𝑒 = 1 + i𝑥 a 𝑓 = 𝑦 + i , kde 𝑥, 𝑦 ∈ ⟨0, 1⟩

přitom 𝑥, 𝑦 označuj́ı délky úsek̊u |𝐵𝐸| a |𝐷𝐹 |.
Podle zadáńı je obvod trojúhelńıku 𝐸𝐶𝐹 roven dvojnásobku délky strany čtverce 𝐴𝐵𝐶𝐷,
tedy č́ıslu 2. Odtud užit́ım Pythagorovy věty pro trojúhelńık 𝐸𝐶𝐹 dostáváme

(1 − 𝑥) + (1 − 𝑦) +
√︀

(1 − 𝑥)2 + (1 − 𝑦)2 = 2 .

Umocněńım a daľśımi úpravami najdeme vztah vyjadřuj́ıćı závislost mezi 𝑥 a 𝑦:

(1 − 𝑥)2 + (1 − 𝑦)2 = (𝑥 + 𝑦)2 , 1 − 2𝑥 + 𝑥2 + 1 − 2𝑦 + 𝑦2 = 𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥𝑦 ,

2 − 2𝑥− 2𝑦 − 2𝑥𝑦 = 0 , 𝑦 =
1 − 𝑥

1 + 𝑥
.

Hledanou velikost 𝜙 úhlu 𝐸𝐴𝐹 urč́ıme jako argument komplexńıho č́ısla 𝑝 rovného pod́ılu
č́ısel 𝑓 − 𝑎 a 𝑒 − 𝑎, nebot’ bod 𝐹 dostaneme otočeńım bodu 𝐸 kolem bodu 𝐴 o úhel 𝜙
a vynásobeńım nějakým kladným reálným č́ıslem, což dohromady odpov́ıdá vynásobeńı
komplexńım č́ıslem 𝑝. Zmı́něný pod́ıl 𝑝 urč́ıme takto:

𝑝 =
𝑓 − 𝑎

𝑒− 𝑎
=

𝑓

𝑒
=

𝑦 + i

1 + i𝑥
=

1−𝑥
1+𝑥 + i

1 + i𝑥
=

1 − 𝑥 + i + i𝑥

(1 + 𝑥)(1 + i𝑥)
=

=
1 − 𝑥 + i + i𝑥

(1 + 𝑥) + i(𝑥 + 𝑥2)
· (1 + 𝑥) − i(𝑥 + 𝑥2)

(1 + 𝑥) − i(𝑥 + 𝑥2)
=

=
1 + 𝑥− i𝑥− i𝑥2 − 𝑥− 𝑥2 + i𝑥2 + i𝑥3 + i + i𝑥 + 𝑥 + 𝑥2 + i𝑥 + i𝑥2 + 𝑥2 + 𝑥3

1 + 2𝑥 + 2𝑥2 + 2𝑥3 + 𝑥4
=

=
(1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3) + i(1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3)

1 + 2𝑥 + 2𝑥2 + 2𝑥3 + 𝑥4
=

(1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3)

1 + 2𝑥 + 2𝑥2 + 2𝑥3 + 𝑥4
· (1 + i) .

Protože zlomek v posledńım vyjádřeńı je kladné reálné č́ıslo, je hledaný úhel 𝜙 roven ar-
gumentu č́ısla 1 + i, tedy 𝜙 = 𝜋

4 .
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Úloha 4.11: Rovnostranné trojúhelńıky 𝐶𝐵𝑀 a 𝐴𝐶𝑁 jsou sestrojeny vně nad stranami
𝐵𝐶 a 𝐶𝐴 libovolně zvoleného trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶. Necht’ 𝑂 je těžǐstě trojúhelńıku 𝐴𝐶𝑁 a
𝑃 střed strany 𝐴𝐵. Najděte vnitřńı úhly trojúhelńıku 𝑂𝑃𝑀 . 11

Řešeńı:
Trojúhelńıky 𝐶𝐵𝑀 , resp. 𝐴𝐶𝑁 jsou rovnostranné, proto jsou vektory

−−→
𝐶𝑀 ,

−−→
𝐴𝑁 výsledky

otočeńı po řadě vektor̊u
−−→
𝐶𝐵,

−→
𝐴𝐶 o úhel 𝜋

3 v kladném směru, čemuž odpov́ıdá v komplexńı
rovině násobeńı komplexńı jednotkou 𝜀 = cos 𝜋

3 + i sin 𝜋
3 . Plat́ı tedy

𝑚 = 𝑐 + 𝜀(𝑏− 𝑐) , 𝑛 = 𝑎 + 𝜀(𝑐− 𝑎) .

Bod 𝑃 je střed strany 𝐴𝐵 a bod 𝑂 těžǐstě trojúhelńıku 𝐴𝐶𝑁 , pro odpov́ıdaj́ıćı komplexńı
č́ısla proto plat́ı

𝑝 =
1

2
(𝑎 + 𝑏) , 𝑜 =

1

3
(𝑎 + 𝑐 + 𝑛) =

1

3
(𝑎 + 𝑐 + 𝑎 + 𝜀(𝑐− 𝑎)) =

1

3
(2𝑎 + 𝑐− 𝜀𝑎 + 𝜀𝑐) .

Protože se zaj́ımáme o trojúhelńık 𝑂𝑃𝑀 , najdeme nyńı komplexńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı vek-

tor̊um
−−→
𝑂𝑀 a

−−→
𝑂𝑃 :

−−→
𝑂𝑀 : 𝑚− 𝑜 =

1

3
(3𝑐 + 3𝜀𝑏− 3𝜀𝑐− 2𝑎− 𝑐 + 𝜀𝑎− 𝜀𝑐) =

1

3
(−2𝑎 + 2𝑐 + 𝜀𝑎 + 3𝜀𝑏− 4𝜀𝑐) ,

−−→
𝑂𝑃 : 𝑝− 𝑜 =

1

6
(3𝑎 + 3𝑏− 4𝑎− 2𝑐 + 2𝜀𝑎− 2𝜀𝑐) =

1

6
(−𝑎 + 3𝑏− 2𝑐 + 2𝜀𝑎− 2𝜀𝑐) .

Vynásob́ıme-li komplexńı č́ıslo 𝑝− 𝑜 komplexńı jednotkou 𝜀, obdrž́ıme

𝜀(𝑝−𝑜) =
1

6
(−𝜀𝑎+3𝜀𝑏−2𝜀𝑐+2𝜀𝑎−2𝑎−2𝜀𝑐+2𝑐) =

1

6
(−2𝑎+2𝑐+𝜀𝑎+3𝜀𝑏−4𝜀𝑐) =

1

2
(𝑚−𝑜) .

Z rovnosti 𝑚− 𝑜 = 2𝜀(𝑝− 𝑜) vid́ıme, že vektor
−−→
𝑂𝑀 dostaneme, když vektor

−−→
𝑂𝑃 otoč́ıme

o úhel 𝜋
3 a pak ještě vynásob́ıme č́ıslem 2 (čemuž dohromady odpov́ıdá právě násobeńı

komplexńım č́ıslem 2𝜀). Úhel 𝑀𝑂𝑃 má tedy velikost 𝜋
3 .

11[tab–02], str. 48, úloha 9, řešeńı vlastńı.
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Trojúhelńık 𝑀𝑂𝑃 je tedy
”
polovinou“ rovnostranného trojúhelńıku 𝑀𝑂𝑃 ′, kde 𝑃 ′ je

bod určený rovnost́ı
−−→
𝑂𝑃 ′ = 2

−−→
𝑂𝑃 . Hledané vnitřńı úhly při vrcholech 𝑂, 𝑃 , 𝑀 jsou proto

po řadě 𝜋
3 , 𝜋

2 , 𝜋
6 .

Úloha 4.12: Necht’ 𝐴𝐵𝐶 je trojúhelńık a 𝑀 , 𝑁 jsou po řadě středy stran 𝐵𝐶, 𝐴𝐶.
Jestlǐze ortocentrum trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶 a těžǐstě trojúhelńıku 𝐴𝑀𝑁 splývaj́ı, jaké velikosti
maj́ı vnitřńı úhly trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶? 12

Řešeńı:
Necht’ 𝑂 je střed kružnice opsané trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶, zvolme jej za počátek komplexńı
roviny a měř́ıtko zvolme tak, že kružnice opsaná trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶 je jednotková kružnice.
Bod̊um 𝑀 a 𝑁 pak odpov́ıdaj́ı komplexńı č́ısla

𝑚 =
1

2
(𝑏 + 𝑐) , 𝑛 =

1

2
(𝑎 + 𝑐) .

Ortocentrum 𝑉 trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶 a těžǐstě 𝑇 trojúhelńıku 𝐴𝑀𝑁 jsou jak známo obrazy
komplexńıch č́ısel

𝑣 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 , 𝑡 =
1

3
(𝑎 + 𝑚 + 𝑛) =

1

6
(3𝑎 + 𝑏 + 2𝑐) .

Podle zadáńı plat́ı 𝑉 = 𝑇 , a tedy

3𝑎 + 𝑏 + 2𝑐 = 6𝑎 + 6𝑏 + 6𝑐 , neboli 3𝑎 + 5𝑏 + 4𝑐 = 0 .

Označme úhly při vrcholech 𝐴, 𝐵, 𝐶 trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶 postupně 𝛼, 𝛽, 𝛾 (viz obr.). Podle

věty o obvodových a středových úhlech maj́ı úhly mezi vektory
−→
𝑂𝐴,

−−→
𝑂𝐵 a

−−→
𝑂𝐶 velikosti

|^𝐴𝑂𝐵| = 2𝛾 , |^𝐵𝑂𝐶| = 2𝛼 , |^𝐴𝑂𝐶| = 2𝛽 .

12[bech–02], str. 21, úloha 3.
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Protože 𝑂 je střed kružnice opsané, plat́ı |𝑂𝐴| = |𝑂𝐵| = |𝑂𝐶| (neboli |𝑎| = |𝑏| = |𝑐|).
Vektor

−−→
𝑂𝐶 tedy dostaneme otočeńım vektoru

−→
𝑂𝐴 o úhel 2𝛽 v záporném směru, plat́ı tedy

𝑐 = 𝑎(cos 2𝛽 − i sin 2𝛽)

a tud́ıž pod́ıl 𝑐
𝑎 je komplexńı jednotka tvaru

𝑐

𝑎
= cos 2𝛽 − i sin 2𝛽 .

Podobně vektor
−−→
𝑂𝐵 je otočeńım vektoru

−→
𝑂𝐴 kolem počátku o úhel 2𝛾 v kladném směru

a vektor
−−→
𝑂𝐵 je otočeńım vektoru

−−→
𝑂𝐶 kolem počátku o úhel 2𝛼 v záporném směru, proto

plat́ı
𝑏

𝑎
= cos 2𝛾 + i sin 2𝛾 ,

𝑏

𝑐
= cos 2𝛼− i sin 2𝛼 .

Pokud tedy najdeme pod́ıly č́ısel 𝑎, 𝑏, 𝑐, zjist́ıme i hledané úhly 𝛼, 𝛽, 𝛾. Vyjdeme z odvo-
zeného vztahu mezi komplexńımi č́ısly 𝑎, 𝑏, 𝑐:

3𝑎 + 5𝑏 + 4𝑐 = 0 , odtud také 3𝑎 + 5𝑏 + 4𝑐 = 0 .

Vzhledem k tomu, že 𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 = 𝑐𝑐 = 1, můžeme druhou rovnici zapsat jako

3

𝑎
+

5

𝑏
+

4

𝑐
= 0 neboli 3𝑏𝑐 + 5𝑎𝑐 + 4𝑎𝑏 = 0 .

Z prvńı rovnice máme 𝑏 = −3
5𝑎− 4

5𝑐, po dosazeńı do upravené druhé rovnice dostaneme

3𝑐

(︂
−3

5
𝑎− 4

5
𝑐

)︂
+ 5𝑎𝑐 + 4𝑎

(︂
−3

5
𝑎− 4

5
𝑐

)︂
= 0 ,

odtud po vynásobeńı 5 a roznásobeńı plyne

−12𝑐2 − 9𝑎𝑐 + 25𝑎𝑐− 16𝑎𝑐− 12𝑎2 = 0 , neboli 𝑐2 + 𝑎2 = 0 ,

a tedy (︁ 𝑐
𝑎

)︁2
= −1 , odtud

𝑐

𝑎
= cos 2𝛽 − i sin 2𝛽 = ±i .

Vybereme-li jednu ze dvou možných hodnot 𝛽 (viz ńıže), daľśı úhel 𝛾 pak najdeme tak,
že rovnici 3𝑎 + 5𝑏 + 4𝑐 = 0 vyděĺıme č́ıslem 𝑎 a pak dosad́ıme za 𝑐

𝑎 :

3 + 5
𝑏

𝑎
+ 4

𝑐

𝑎
= 0 , odtud

𝑏

𝑎
= cos 2𝛾 + i sin 2𝛾 = −3

5
− 4

5
· 𝑐
𝑎
.

Zbývaj́ıćı úhel 𝛼 nakonec urč́ıme ze vztahu 𝛼 = 𝜋 − 𝛽 − 𝛾. Úhly 𝛼, 𝛽, 𝛾 lež́ı v intervalu
(0, 𝜋), a tedy 2𝛼, 2𝛽, 2𝛾 ∈ (0, 2𝜋).

Je-li 𝑐
𝑎 = −i, pak 2𝛽 = 𝜋

2 , odtud 𝛽 = 𝜋
4 . Po dosazeńı pak obdrž́ıme

𝑏

𝑎
= −3

5
+

4

5
i = cos 2𝛾 + i sin 2𝛾 , odtud
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2𝛾 = 𝜋 − arctg
4

3
, neboli 𝛾 =

𝜋

2
− 1

2
arctg

4

3
(
.
= 63∘) ,

Pro úhel 𝛼 tak máme 𝛼 = 𝜋 − 𝜋
4 − 𝜋

2 + 1
2arctg4

3 = 𝜋
4 + 1

2arctg4
3(

.
= 72∘).

V př́ıpadě 𝑐
𝑎 = i je 2𝛽 = 3𝜋

2 , neboli 𝛽 = 3𝜋
4 . Protože těžǐstě 𝑇 trojúhelńıku 𝐴𝑀𝑁 , které

lež́ı uvnitř tohoto trojúhelńıku, tedy i uvnitř trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶, má splývat s ortocen-
trem trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶, muśı být trojúhelńık 𝐴𝐵𝐶 ostroúhlý (ortocentrum tupoúhlého
trojúhelńıku lež́ı mimo tento trojúhelńık). Proto 𝛽 = 3𝜋

4 neńı možné.
Vnitřńı úhly trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶 jsou 𝜋

4 + 1
2arctg4

3 , 𝜋
4 , 𝜋

2 − 1
2arctg4

3 .

Úloha 4.13: Vně nad stranami libovolného trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶 sestroj́ıme rovnoramenné
trojúhelńıky 𝐶𝐵𝐴1, 𝐴𝐶𝐵1, 𝐵𝐴𝐶1 s úhly při hlavńıch vrcholech 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 po řadě 𝛼, 𝛽, 𝛾.
Dokažte, že pokud 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 2𝜋, pak tvar trojúhelńıku 𝐴1𝐵1𝐶1 nezáviśı na tvaru
p̊uvodńıho trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶 a jeho vnitřńı úhly maj́ı velikost 𝛼

2 ,
𝛽
2 ,

𝛾
2 .

13

Řešeńı:
Ze zadáńı plyne, že vektory

−−→
𝐴1𝐵,

−−→
𝐵1𝐶 a

−−→
𝐶1𝐴 jsou otočeńım vektor̊u

−−→
𝐴1𝐶,

−−→
𝐵1𝐴 a

−−→
𝐶1𝐵

o úhly 𝛼, 𝛽 a 𝛾 v kladném směru. Pro odpov́ıdaj́ıćı komplexńı č́ısla proto plat́ı

𝑏− 𝑎1 = ei𝛼(𝑐− 𝑎1) , odtud 𝑏 = 𝑎1 + ei𝛼(𝑐− 𝑎1) ,

𝑐− 𝑏1 = ei𝛽(𝑎− 𝑏1) , odtud 𝑐 = 𝑏1 + ei𝛽(𝑎− 𝑏1) ,

𝑎− 𝑐1 = ei𝛾(𝑏− 𝑐1) , odtud 𝑎 = 𝑐1 + ei𝛾(𝑏− 𝑐1) .

Dosad́ıme-li do třet́ı rovnosti za 𝑏 z prvńı rovnosti a následně za 𝑐 z druhé rovnosti (geo-
metrický význam tohoto postupu je, že nejprve otoč́ıme bod 𝐴 kolem bodu 𝐵1 o úhel 𝛽
a dostaneme bod 𝐶, ten následně otoč́ıme kolem bodu 𝐴1 o úhel 𝛼 a dostaneme bod 𝐵,
který pak otoč́ıme kolem bodu 𝐶1 o úhel 𝛾 a dostaneme opět bod 𝐴), dostaneme

𝑎 = 𝑐1−ei𝛾𝑐1+ei𝛾
(︀
𝑎1 + ei𝛼(𝑐− 𝑎1)

)︀
= 𝑐1−ei𝛾𝑐1+ei𝛾

(︁
𝑎1 + ei𝛼

(︁
𝑏1 + ei𝛽(𝑎− 𝑏1) − 𝑎1

)︁)︁
=

= 𝑐1 − ei𝛾𝑐1 + ei𝛾𝑎1 − ei(𝛼+𝛾)𝑎1 + ei(𝛼+𝛾)𝑏1 − ei(𝛼+𝛽+𝛾)𝑏1 + ei(𝛼+𝛽+𝛾)𝑎 .

13[yag–75], str. 38, úloha 22b, řešeńı vlastńı. Jedná se o zobecněńı úlohy 3.9 o Napoleonově trojúhelńıku,
kterou dostaneme volbou 𝛼 = 𝛽 = 𝛾 = 2𝜋

3
.
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Podle zadáńı je 𝛼+𝛽+𝛾 = 2𝜋, takže d́ıky e2𝜋i = 1 z posledńı rovnosti źıskáme následuj́ıćı
vztah mezi č́ısly 𝑎1, 𝑏1, 𝑐1, který rovnou ekvivalentně uprav́ıme

𝑐1 − ei𝛾𝑐1 + ei𝛾𝑎1 − ei(𝛼+𝛾)𝑎1 + ei(𝛼+𝛾)𝑏1 − 𝑏1 = 0 ⇔

(𝑐1 − 𝑏1) + ei𝛾(𝑎1 − 𝑐1) + ei(𝛼+𝛾)(𝑏1 − 𝑎1) = 0 ⇔

(𝑏1 − 𝑎1)(e
i(𝛼+𝛾) − 1) + (𝑐1 − 𝑎1)(1 − ei𝛾) = 0 ⇔

𝑐1 − 𝑎1
𝑏1 − 𝑎1

=
ei(𝛼+𝛾) − 1

ei𝛾 − 1
. (4.6)

Argument pod́ılu 𝑐1−𝑎1
𝑏1−𝑎1

udává úhel při vrcholu 𝐴1 v trojúhelńıku 𝐴1𝐵1𝐶1. Vid́ıme přitom,
že toto komplexńı č́ıslo je nezávislé na volbě trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶. Abychom ověřili, že
zmı́něný úhel při vrcholu 𝐴1 má velikost 𝛼

2 , ukážeme, že č́ıslo

𝑐1 − 𝑎1
𝑏1 − 𝑎1

· e−i𝛼
2

je reálné a kladné. Plat́ı

𝑐1 − 𝑎1
𝑏1 − 𝑎1

· e−i𝛼
2 =

ei(𝛼+𝛾) − 1

ei𝛾 − 1
· e−i𝛼

2 =
ei(

𝛼
2
+𝛾) − e−i𝛼

2

ei𝛾 − 1
· e−i 𝛾

2

e−i 𝛾
2

=
ei(

𝛼
2
+ 𝛾

2 ) − e−i(𝛼
2
+ 𝛾

2 )

ei
𝛾
2 − e−i 𝛾

2

=

=
2i sin

(︀
𝛼
2 + 𝛾

2

)︀
2i sin 𝛾

2

=
sin 𝛽

2

sin 𝛾
2

,

kde v posledńı úpravě jsme využili rovnost 𝛼
2 + 𝛽

2 + 𝛾
2 = 𝜋. Źıskaný zlomek je skutečně

kladný, nebot’ oba úhly 𝛽
2 , 𝛾

2 jsou z intervalu (0, 𝜋2 ). Analogicky se dokážou tvrzeńı o úhlech
𝛽
2 a 𝛾

2 při vrcholech 𝐵1 a 𝐶1. Dodejme ještě, že z provedeného výpočtu a jeho dvou analogíı
plyne úměra

|𝑏1 − 𝑎1| : |𝑐1 − 𝑎1| : |𝑐1 − 𝑏1| = sin
𝛾

2
: sin

𝛽

2
: sin

𝛼

2
,

která je vyjádřeńım sinové věty v trojúhelńıku 𝐴1𝐵1𝐶1.
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Kapitola 5

Pravidelné mnohoúhelńıky

V této kapitole budeme řešit užit́ım komplexńıch č́ısel 13 úloh o pravidelných mnohoúhel-
ńıćıch. Motivace k zařazeńı tohoto námětu do práce o rovinných otočeńıch je skutečnost,
že pokud bod 𝑂 je středem pravidelného 𝑛-úhelńıku 𝐴1𝐴2 . . . 𝐴𝑛, pak v cyklické skupině
vektor̊u −−→

𝑂𝐴1,
−−→
𝑂𝐴2, . . . ,

−−→
𝑂𝐴𝑛,

−−→
𝑂𝐴1

je každý následuj́ıćı vektor výsledkem otočeńı předchoźıho vektoru o úhel rovný jedné
𝑛-tině plného úhlu 2𝜋.

Zvoĺıme-li střed 𝑂 za počátek komplexńı roviny a zavedeme-li komplexńı jednotku

𝜔 = 𝜔𝑛 = ei
2𝜋
𝑛 = cos

2𝜋

𝑛
+ i sin

2𝜋

𝑛
, (5.1)

pak pro komplexńı č́ısla 𝑎𝑘 odpov́ıdaj́ıćı vrchol̊um 𝐴𝑘 bude v d̊usledku zmı́něného otočeńı
platit

𝑎2 = 𝜔𝑎1 , 𝑎3 = 𝜔𝑎2 , . . . 𝑎𝑛 = 𝜔𝑎𝑛−1 , 𝑎1 = 𝜔𝑎𝑛 .

Vybereme-li nav́ıc osy a měř́ıtko komplexńı roviny tak, aby platilo 𝑎1 = 1, budou mı́t č́ısla
𝑎𝑘 vyjádřeńı

𝑎𝑘 = 𝜔𝑘−1 = cos
2𝜋(𝑘 − 1)

𝑛
+ i sin

2𝜋(𝑘 − 1)

𝑛
, (𝑘 = 1, . . . , 𝑛) . (5.2)
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Jak je dobře známo, č́ısla 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 jsou všechny (komplexńı) hodnoty 𝑛-té odmocniny
z č́ısla 1, tedy kořeny dvojčlenu 𝑧𝑛 − 1, jehož rozklad na kořenové činitele má proto tvar

𝑧𝑛 − 1 = (𝑧 − 𝑎1)(𝑧 − 𝑎2) . . . (𝑧 − 𝑎𝑛) . (5.3)

Ve všech řešených př́ıkladech budeme předpokládat, že zkoumaný pravidelný mnohoúhelńık
má v komplexńı rovině popsané umı́stěńı, takže jeho vrchol̊um 𝐴𝑘 odpov́ıdaj́ı komplexńı
jednotky 𝑎𝑘 dané vzorci (5.2).

Úloha 5.1: Dokažte, že pro komplexńı č́ısla 𝑎, 𝑏, 𝑐 odpov́ıdaj́ıćı vrchol̊um libovolného rov-
nostranného trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶 v Gaussově rovině plat́ı 1

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎𝑏− 𝑏𝑐− 𝑐𝑎 = 0 .

Řešeńı:
Protože podle zadáńı je trojúhelńık 𝐴𝐵𝐶 rovnostranný, vrchol 𝐶 dostaneme otočeńım

vrcholu 𝐵 kolem vrcholu 𝐴 o úhel 𝜋
3 v kladném směru. Jinak řečeno, vektor

−→
𝐴𝐶 dostaneme

zmı́něným otočeńım vektoru
−−→
𝐴𝐵 (viz obr.). V komplexńı rovině odpov́ıdá tomuto otočeńı

vynásobeńı odpov́ıdaj́ıćıho komplexńıho č́ısla 𝑏− 𝑎 komplexńı jednotkou 𝜀 = ei
𝜋
3 , odtud

𝑐− 𝑎 = 𝜀(𝑏− 𝑎) .

Odtud pro č́ıslo 𝑐 užit́ım vlastnost́ı č́ısla 𝜀 dostáváme

𝑐 = 𝑎 + 𝜀𝑏− 𝜀𝑎 = (1 − 𝜀)𝑎 + 𝜀𝑏 = −𝜀2𝑎 + 𝜀𝑏 .

Dosazeńım do výrazu 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎𝑏− 𝑏𝑐− 𝑐𝑎 tak obdrž́ıme

𝑎2+𝑏2+𝑐2−𝑎𝑏−𝑏𝑐−𝑐𝑎 = 𝑎2+𝑏2+(𝜀4𝑎2−2𝜀3𝑎𝑏+𝜀2𝑏2)−𝑎𝑏−(−𝜀2𝑎𝑏+𝜀𝑏2)−(−𝜀2𝑎2+𝜀𝑎𝑏) =

= 𝑎2 + 𝑏2 − 𝜀𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝜀𝑏2 − 𝑏2 − 𝑎𝑏 + 𝜀𝑎𝑏− 𝑎𝑏− 𝜀𝑏2 + 𝜀𝑎2 − 𝑎2 − 𝜀𝑎𝑏 = 0 .

T́ım je d̊ukaz hotov.

Úloha 5.2: Dokažte, že tři navzájem r̊uzné body 𝐴, 𝐵, 𝐶 tvoř́ı rovnostranný trojúhelńık
právě tehdy, když pro komplexńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı těmto bod̊um plat́ı 2

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎𝑏− 𝑏𝑐− 𝑐𝑎 = 0 . (5.4)

1[eng–97], str. 300, úloha 28.
2Analogie úlohy z [eng–97], str. 300, úloha 28, kde jde pouze o jednu implikaci.
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Řešeńı:
Mnohočlen 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎𝑏 − 𝑏𝑐 − 𝑐𝑎 z rovnosti (5.4) ze zadáńı úlohy dostaneme, když
ve vzorci

𝑥3 + 𝑦3 = (𝑥 + 𝑦)(𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2)

polož́ıme 𝑥 = 𝑐− 𝑎 a 𝑦 = 𝑏− 𝑎:

(𝑐− 𝑎)3 + (𝑏− 𝑎)3 = (𝑐 + 𝑏− 2𝑎)(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎𝑏− 𝑏𝑐− 𝑐𝑎) . (5.5)

Nyńı řešeńı úlohy rozděĺıme na dvě části. Nejprve předpokládejme, že 𝑐+ 𝑏− 2𝑎 ̸= 0. Pak
je rovnost (5.4) ze zadáńı úlohy ekvivalentńı s rovnost́ı

(𝑐− 𝑎)3 + (𝑏− 𝑎)3 = 0

(využili jsme přitom (5.5)). To je ovšem ekvivalentńı s rovnost́ı

𝑐− 𝑎 = 𝑤(𝑏− 𝑎) ,

kde 𝑤 = 3
√
−1 (jde o jednu ze tř́ı třet́ıch odmocnin z −1), tj. 𝑤 je jedno ze tř́ı č́ısel 𝜀, 𝜀3,

𝜀5. Posledńı rovnost je tedy ekvivalentńı s

𝑐− 𝑎 = 𝜀(𝑏− 𝑎) , nebo 𝑐− 𝑎 = 𝜀3(𝑏− 𝑎) , nebo 𝑐− 𝑎 = 𝜀5(𝑏− 𝑎) .

Užit́ım vlastnost́ı č́ısla 𝜀 dostáváme, že prvńı z těchto rovnost́ı je ekvivalentńı s t́ım, že
𝐴𝐵𝐶 je rovnostranný trojúhelńık popsaný v kladném směru, druhá rovnost ekvivalentńı
s 𝑐− 𝑎 = −(𝑏− 𝑎) odporuje podmı́nce 𝑐 + 𝑏− 2𝑎 ̸= 0 a třet́ı rovnost je ekvivalentńı s t́ım,
že 𝐴𝐵𝐶 je rovnostranný trojúhelńık popsaný v záporném směru.

Nyńı předpokládejme, že 𝑐 + 𝑏− 2𝑎 = 0, neboli 𝑎 = 1
2(𝑏 + 𝑐) (bod 𝐴 je střed úsečky 𝐵𝐶).

Dosad́ıme-li do rovnosti (5.4) ze zadáńı úlohy 𝑎 = 1
2(𝑏 + 𝑐), dostaneme

1

4
(𝑏2 + 2𝑏𝑐 + 𝑐2) + 𝑏2 + 𝑐2 − 1

2
(𝑏 + 𝑐)𝑏− 𝑏𝑐− 1

2
(𝑏 + 𝑐)𝑐 = 0 ,

1

4
𝑏2 +

1

2
𝑏𝑐 +

1

4
𝑐2 + 𝑏2 + 𝑐2 − 1

2
𝑏2 − 1

2
𝑏𝑐− 𝑏𝑐− 1

2
𝑏𝑐− 1

2
𝑐2 = 0 ,
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3

4
𝑏2 − 3

2
𝑏𝑐 +

3

4
𝑐2 = 0 ,

(𝑏− 𝑐)2 = 0 , neboli 𝑏 = 𝑐 .

Protože 𝑎 = 1
2(𝑏 + 𝑐), je rovnost (5.4) v tomto př́ıpadě ekvivalentńı s rovnost́ı 𝑏 = 𝑐 = 𝑎,

což odporuje podmı́nce v zadáńı úlohy, že 𝐴, 𝐵, 𝐶 jsou tři navzájem r̊uzné body.

Dohromady tak dostáváme, že rovnost (5.4) je ekvivalentńı s t́ım, že body 𝐴, 𝐵, 𝐶 tvoř́ı
rovnostranný trojúhelńık (popsaný v kladném nebo záporném směru).

Úloha 5.3: Rozhodněte, zda uvnitř čtverce 𝐴𝐵𝐶𝐷 m̊uže existovat bod 𝑃 tak, že |𝑃𝐴| = 1,
|𝑃𝐵| = 2, |𝑃𝐶| = 3. V kladném př́ıpadě určete, jakou délku m̊uže mı́t strana takového
čtverce.3

Řešeńı:
Úlohu budeme řešit v Gaussově rovině, ve které vrchol̊um 𝐴, 𝐵, 𝐶 čtverce odpov́ıdaj́ı
po řadě komplexńı č́ısla i𝑙, 𝑙, −i𝑙, kde 𝑙 ∈ R+, jak je to znázorněno na obrázku, a bodu 𝑃
odpov́ıdá komplexńı č́ıslo 𝑝. Strana čtverce pak má délku 𝑎 =

√
2𝑙. Z podmı́nky ze zadáńı

|𝑃𝐴| = 1, |𝑃𝐵| = 2, |𝑃𝐶| = 3 pro odpov́ıdaj́ıćı komplexńı č́ısla plyne

|𝑝− i𝑙| = 1 , |𝑝− 𝑙| = 2 , |𝑝 + i𝑙| = 3 . (5.6)

Využit́ım rovnosti |𝑧|2 = 𝑧𝑧 pro libovolné 𝑧 ∈ C dostaneme z předchoźıch tř́ı rovnic
po úpravě vztahy

𝑝𝑝 + i𝑙(𝑝− 𝑝) = 1 − 𝑙2 , 𝑝𝑝− 𝑙(𝑝 + 𝑝) = 4 − 𝑙2 , 𝑝𝑝− i𝑙(𝑝− 𝑝) = 9 − 𝑙2 . (5.7)

Sečteńım prvńı a třet́ı rovnice (po vyděleńı dvěma) dostaneme 𝑝𝑝 = 5 − 𝑙2, po dosazeńı
do prvńı a druhé rovnice pak obdrž́ıme

5 − 𝑙2 + i𝑙(𝑝− 𝑝) = 1 − 𝑙2 , respektive 5 − 𝑙2 − 𝑙(𝑝 + 𝑝) = 4 − 𝑙2 ,

což po úpravě vede na

𝑝− 𝑝 =
4i

𝑙
, 𝑝 + 𝑝 =

1

𝑙
.

3[neg–05], str. 14, úloha 25.
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Sečteńım obou rovnic dostaneme

𝑝 =
1

2𝑙
+

2i

𝑙
=

1

𝑙

(︂
1

2
+ 2i

)︂
,

odtud pak

|𝑝|2 = 𝑝𝑝 =
1

𝑙2

⃒⃒⃒1
2

+ 2i
⃒⃒⃒2

=
17

4𝑙2
.

Dosazeńım do rovnice 𝑝𝑝 = 5 − 𝑙2 máme

5 − 𝑙2 =
17

4𝑙2
, (5.8)

neboli

4𝑙4 − 20𝑙2 + 17 = 0 , a odtud 2𝑙2 = 𝑎2 = 5 ± 2
√

2 , neboli 𝑎 =

√︁
5 ± 2

√
2 .

Bod 𝑃 lež́ı uvnitř čtverce, a proto je úhel ^𝐴𝑃𝐶 tupý, takže

|𝐴𝐶|2 = 4𝑙2 > 32 + 12 = 10 , neboli 𝑎 = 𝑙
√

2 >
√

5 ,

čili možná hodnota délky strany 𝑎 muśı být

𝑎 =

√︁
5 + 2

√
2 .

Z vyjádřeńı 𝑝 = 1
𝑙

(︀
1
2 + 2i

)︀
plyne nejenom 𝑝𝑝 = 17

4𝑙2
, ale také 𝑝− 𝑝 = 4

𝑙 i a 𝑝 + 𝑝 = 1
𝑙 , takže

vztahy (5.7) maj́ı tvar

17

4𝑙2
− 4 = 1 − 𝑙2 ,

17

4𝑙2
− 1 = 4 − 𝑙2 ,

17

4𝑙2
+ 4 = 9 − 𝑙2

a vedou na rovnici (5.8), které nalezené 𝑙 vyhovuje. Proto plat́ı nejen vztahy (5.7), ale i
s nimi ekvivalentńı rovnosti (5.6).
Zbývá vysvětlit, proč bod 𝑃 , jemuž odpov́ıdá komplexńı č́ıslo 𝑝 = 1

𝑙

(︀
1
2 + 2i

)︀
lež́ı uvnitř

nalezeného čtverce 𝐴𝐵𝐶𝐷. Bod 𝑃 = [𝑢, 𝑣] lež́ı v prvńım kvadrantu pod př́ımkou 𝐴𝐵
o rovnici 𝑥 + 𝑦 = 𝑙, když jeho kladné kartézské souřadnice 𝑢 = 1

2𝑙 a 𝑣 = 2
𝑙 splňuj́ı

nerovnost 𝑢 + 𝑣 < 𝑙, tedy nerovnost

1

2𝑙
+

2

𝑙
< 𝑙 neboli 5 < 2𝑙2 ,

což jsme však již dř́ıve zajistili výběrem kladného znaménka pod odmocninou ve vyjádřeńı

𝑎 =

√︁
5 + 2

√
2 .

Jediná možná délka strany čtverce 𝐴𝐵𝐶𝐷 je tedy dána posledńım vzorcem a bod 𝑃
požadovaných vlastnost́ı uvnitř takového čtverce skutečně existuje.

Úloha 5.4: Necht’ 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 je pravidelný šestiúhelńık, v němž jsou body 𝑀 , 𝑁 zvoleny
po řadě na úhlopř́ıčkách 𝐴𝐶, 𝐶𝐸 tak, že plat́ı

|𝐴𝑀 |
|𝐴𝐶|

=
|𝐶𝑁 |
|𝐶𝐸|

= 𝑝 .

Najděte hodnotu pod́ılu 𝑝 v př́ıpadě, že jsou body 𝑀 , 𝑁 , 𝐵 kolineárńı.4

4[kwo–01], str. 17, úloha 6, řešeńı vlastńı.
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Řešeńı:
Z podmı́nek v zadáńı plynou vektorové rovnosti

−−→
𝐴𝑀 = 𝑝

−→
𝐴𝐶 ,

−−→
𝐶𝑁 = 𝑝

−−→
𝐶𝐸 , (5.9)

kde 𝑝 je hledané reálné č́ıslo z intervalu ⟨0, 1⟩.
Umı́stěme šestiúhelńık v komplexńı rovině tak, aby vrchol̊um odpov́ıdaly komplexńı č́ısla
s vyjádřeńım (5.2), přičemž v př́ıpadě šestiúhelńıku 𝜔 = 𝜀 = ei

𝜋
3 a tedy

𝑎 = 1 , 𝑏 = 𝜀 , 𝑐 = 𝜀2 = (𝜀− 1) , 𝑑 = 𝜀3 = −1 , 𝑒 = 𝜀4 = −𝜀 , 𝑓 = 𝜀5 = (1 − 𝜀) .

Užit́ım vektorových rovnost́ı (5.9) pro odpov́ıdaj́ıćı komplexńı č́ısla a po dosazeńı z před-
choźıch vztah̊u dostáváme

𝑚− 𝑎 = 𝑝(𝑐− 𝑎) , odtud 𝑚 = 1 + 𝑝((𝜀− 1) − 1) = 1 + 𝜀𝑝− 2𝑝 ,

𝑛− 𝑐 = 𝑝(𝑒− 𝑐) , odtud 𝑛 = (𝜀− 1) + 𝑝(−𝜀− (𝜀− 1)) = −1 + 𝑝− 2𝜀𝑝 .

Komplexńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı vektor̊um
−−→
𝐵𝑀 a

−−→
𝐵𝑁 proto maj́ı tvar

−−→
𝐵𝑀 : 𝑚− 𝑏 = 1 − 𝜀 + 𝜀𝑝− 2𝑝 ,

−−→
𝐵𝑁 : 𝑛− 𝑏 = −1 + 𝑝− 2𝜀𝑝 .

Body 𝑀 , 𝑁 , 𝐵 jsou kolineárńı právě tehdy, když vektor
−−→
𝐵𝑀 je reálným násobkem vek-

toru
−−→
𝐵𝑁 . Jinak řečeno, existuje reálné č́ıslo 𝑘 takové, že 𝑚− 𝑏 = 𝑘(𝑛− 𝑏). Tak dostaneme

podmı́nku kolinearity bod̊u 𝑀 , 𝑁 , 𝐵 vyjádřenou rovnost́ı

1 − 𝜀 + 𝜀𝑝− 2𝑝 = 𝑘(−1 + 𝑝− 2𝜀𝑝) .

Dosazeńım za 𝜀 dostaneme rovnici s komplexńımi koeficienty o dvou reálných neznámých 𝑘
a 𝑝

1

2
−

√
3

2
i + 𝑝

(︃
1

2
+

√
3

2
i − 2

)︃
= −𝑘 − i

√
3𝑘𝑝 .

Porovnáńım reálných a ryze imaginárńıch část́ı dostáváme soustavu dvou rovnic

−1

2
+

3

2
𝑝 = 𝑘 , −

√
3

2
+

√
3

2
𝑝 = −

√
3𝑘𝑝 .

Dosad́ıme-li 𝑘 z prvńı rovnice do druhé, dostaneme po úpravě rovnici 3𝑝2 = 1. Dohromady

s podmı́nkou, že 𝑝 ∈ ⟨0, 1⟩, źıskáme výsledek 𝑝 =
√
3
3 .
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Úloha 5.5: Nad každou stranou daného trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶 je vně sestrojen pravidelný
𝑛-úhelńık. Najděte hodnotu č́ısla 𝑛, pro kterou středy takových tř́ı 𝑛-úhelńık̊u tvoř́ı vrcholy
rovnostranného trojúhelńıku.5

Řešeńı:
Označme po řadě 𝑋, 𝑌 , 𝑍 středy zkoumaných pravidelných 𝑛-úhelńık̊u po řadě nad stra-

nami 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐴. V 𝑛-úhelńıku sestrojeném nad stranou 𝐴𝐵 je vektor
−−→
𝑋𝐴 otočeńım

vektoru
−−→
𝑋𝐵 o úhel 2𝜋

𝑛 v kladném směru, takže pro odpov́ıdaj́ıćı komplexńı č́ısla plat́ı

𝑎− 𝑥 = ei
2𝜋
𝑛 (𝑏− 𝑥) , odtud 𝑥 =

ei
2𝜋
𝑛 𝑏− 𝑎

ei
2𝜋
𝑛 − 1

,

analogicky pak pro č́ısla odpov́ıdaj́ıćı bod̊um 𝑌 a 𝑍 dostáváme

𝑦 =
ei

2𝜋
𝑛 𝑐− 𝑏

ei
2𝜋
𝑛 − 1

, 𝑧 =
ei

2𝜋
𝑛 𝑎− 𝑐

ei
2𝜋
𝑛 − 1

.

Trojúhelńık 𝑋𝑌 𝑍 je rovnostranný právě tehdy, když vektor
−−→
𝑌 𝑋 je výsledkem otočeńım

vektoru
−−→
𝑌 𝑍 o úhel 𝜋

3 v kladném směru, tomuto otočeńı v komplexńı rovině odpov́ıdá

násobeńı komplexńı jednotkou 𝜀 = ei
𝜋
3 . Pro odpov́ıdaj́ıćı komplexńı č́ısla to znamená:

𝑥− 𝑦 = 𝜀(𝑧 − 𝑦) , neboli 𝑥 + (𝜀− 1)𝑦 − 𝜀𝑧 = 0 , neboli 𝑥 + 𝜀2𝑦 − 𝜀𝑧 = 0 .

Při posledńı úpravě jsme využili rovnost 𝜀2−𝜀+1 = 0 plynoućı z 𝜀3 = −1. Nyńı dosad́ıme
za 𝑥, 𝑦, 𝑧 a podmı́nku s ohledem na 𝜀3 = −1 dále ekvivalentně uprav́ıme

(ei
2𝜋
𝑛 𝑏−𝑎)+𝜀2(ei

2𝜋
𝑛 𝑐−𝑏)−𝜀(ei

2𝜋
𝑛 𝑎−𝑐) = 0 ⇔ ei

2𝜋
𝑛 (−𝜀𝑎+𝑏+𝜀2𝑐)−𝑎−𝜀2𝑏+𝜀𝑐 = 0 ⇔

⇔ ei
2𝜋
𝑛 (−𝜀𝑎 + 𝑏 + 𝜀2𝑐) + 𝜀3𝑎− 𝜀2𝑏− 𝜀4𝑐 = 0 ⇔

(︁
ei

2𝜋
𝑛 − 𝜀2

)︁
(−𝜀𝑎 + 𝑏 + 𝜀2𝑐) = 0 .

5[bech–07], str. 171, úloha G.4.
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Odtud již vid́ıme, že trojúhelńık 𝑋𝑌 𝑍 je rovnostranný právě tehdy, když −𝜀𝑎+𝑏+𝜀2𝑐 = 0
nebo ei

2𝜋
𝑛 − 𝜀2 = 0. Jak jsme výše ukázali, prvńı podmı́nka −𝜀𝑎 + 𝑏 + 𝜀2𝑐 = 0 je splněna,

když trojúhelńık 𝐴𝐵𝐶 je rovnostranný (středy připsaných pravidelných 𝑛-úhelńık̊u pak

tvoř́ı rovnostranný trojúhelńık pro libovolné 𝑛), druhá podmı́nka ei
2𝜋
𝑛 − 𝜀2 = 0 je pak

splněna, když ei
2𝜋
𝑛 = cos 2𝜋

3 + i sin 2𝜋
3 , tedy pro 𝑛 = 3. V druhé variantě (kdy výchoźı

trojúhelńık 𝐴𝐵𝐶 je jakýkoliv a 𝑛 = 3) se jedná o tzv. Napoleon̊uv trojúhelńık daného
trojúhelńıku 𝐴𝐵𝐶 (viz úloha 3.9).

Úloha 5.6: Necht’ 𝐴1𝐴2 . . . 𝐴𝑛 je pravidelný 𝑛-úhelńık vepsaný do jednotkové kružnice.
Dokažte, že 6

|𝐴1𝐴2| · |𝐴1𝐴3| · · · · · |𝐴1𝐴𝑛| = 𝑛 .

Řešeńı:
Podle (5.2) při vhodném umı́stěńı v Gaussově rovině vrchol̊um 𝐴𝑘 odpov́ıdaj́ı komplexńı
č́ısla 𝜔𝑘−1. Pak plat́ı

|𝐴1𝐴2| · |𝐴1𝐴3| . . . |𝐴1𝐴𝑛| = |(1 − 𝜔)(1 − 𝜔2) . . . (1 − 𝜔𝑛−1)| ,

přitom pro každé komplexńı č́ıslo 𝑧 ̸= 1 máme

(𝑧−𝜔)(𝑧−𝜔2) . . . (𝑧−𝜔𝑛−1) =
1

𝑧 − 1
·(𝑧−1)(𝑧−𝜔)(𝑧−𝜔2) . . . (𝑧−𝜔𝑛−1) =

1

𝑧 − 1
·(𝑧𝑛−1) =

= 𝑧𝑛−1 + 𝑧𝑛−2 + · · · + 1 .

Ze spojitosti plyne, že odvozená rovnost obou krajńıch výraz̊u muśı platit i pro 𝑧 = 1,
z čehož dostaneme

|𝐴1𝐴2| · |𝐴1𝐴3| . . . |𝐴1𝐴𝑛| = |1𝑛−1 + 1𝑛−2 + · · · + 1| = 𝑛

a d̊ukaz je hotov.

Úloha 5.7: Na kružnici opsané danému pravidelnému 𝑛-úhelńıku 𝐴1 . . . 𝐴𝑛 je zvolen
bod 𝑃 . Dokažte, že součet |𝑃𝐴1|2 + · · · + |𝑃𝐴𝑛|2 je konstanta nezávislá na volbě bodu 𝑃 .7

Řešeńı:
Předpokládejme, že daný 𝑛-úhelńık je umı́stěn v Gaussově rovině tak, že jeho vrchol̊um
odpov́ıdaj́ı komplexńı č́ısla daná vztahy (5.2). Bod 𝑃 na jednotkové kružnici je pak ob-
razem komplexńıho č́ısla 𝑝 s vlastnost́ı |𝑝| = 1. Pro zkoumaný součet 𝑆 ze zadáńı úlohy
plat́ı

𝑆 =

𝑛∑︁
𝑘=1

|𝑃𝐴𝑘|2 =

𝑛∑︁
𝑘=1

|𝑝− 𝑎𝑘|2 =

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑝− 𝑎𝑘)(𝑝− 𝑎𝑘) =
𝑛∑︁

𝑘=1

(𝑝𝑝− 𝑎𝑘𝑝− 𝑝𝑎𝑘 + 𝑎𝑘𝑎𝑘) =

=

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑝𝑝− (

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘)𝑎− 𝑝

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 +

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑎𝑘 .

6[gel–07], str. 212, úloha 603.
7[lar–90], str. 394, úloha 8.4.2.
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Přitom
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘 = 1 + 𝜔 + 𝜔2 + · · · + 𝜔𝑛−1 =
1 − 𝜔𝑛

1 − 𝜔
= 0 ,

nebot’ 𝜔𝑛 = 1 a 𝜔 ̸= 0.8 Stejně tak je i
∑︀𝑛

𝑘=1 𝑎𝑘 = 0. S ohledem na |𝑝|2 = 1 a |𝑎𝑘|2 = 1
pro každé 𝑘 tak dostáváme

𝑆 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑝𝑝 +

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑎𝑘 =

𝑛∑︁
𝑘=1

|𝑝|2 +

𝑛∑︁
𝑘=1

|𝑎𝑘|2 = 𝑛 + 𝑛 = 2𝑛 ,

přičemž tato hodnota nezáviśı na volbě bodu 𝑃 , což jsme měli dokázat.

Úloha 5.8: Na jednotkové kružnici s vepsaným pravidelným 𝑛-úhelńıkem 𝐴1𝐴2 . . . 𝐴𝑛 je
zvolen bod 𝑃 . Dokažte, že |𝑃𝐴1|4 + · · · + |𝑃𝐴𝑛|4 je konstanta nezávislá na volbě bodu 𝑃 .9

Řešeńı:
Necht’ vrchol̊um daného pravidelného 𝑛-úhelńıku odpov́ıdaj́ı komplexńı č́ısla (5.2). Bod 𝑃
na jednotkové kružnici je pak obrazem komplexńıho č́ısla 𝑝 s vlastnost́ı |𝑝| = 1. Pro
zkoumaný součet 𝑆 ze zadáńı úlohy plat́ı

𝑆 =
𝑛∑︁

𝑘=1

|𝑃𝐴𝑘|4 =
𝑛∑︁

𝑘=1

|𝑝− 𝑎𝑘|4 =
𝑛∑︁

𝑘=1

(𝑝𝑝− 𝑎𝑘𝑝− 𝑝𝑎𝑘 + 𝑎𝑘𝑎𝑘)2 ,

a využijme toho, že 𝑝𝑝 = |𝑝|2 = 1 a 𝑎𝑘𝑎𝑘 = |𝑎𝑘|2 = 1 pro každé 𝑘:

𝑆 =
𝑛∑︁

𝑘=1

(2 − 𝑎𝑘𝑝− 𝑝𝑎𝑘)2 =
𝑛∑︁

𝑘=1

(4 + 𝑎2𝑘𝑝
2 + 𝑝2𝑎2𝑘 − 4𝑎𝑘𝑝− 4𝑝𝑎𝑘 + 2𝑎𝑘𝑎𝑘𝑝𝑝) =

=
𝑛∑︁

𝑘=1

4 + 𝑝2
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎2𝑘 + 𝑝2
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎2𝑘 − 4𝑝
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘 − 4𝑝
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘 +
𝑛∑︁

𝑘=1

2 .

Protože 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 jsou kořeny rovnice 𝑧𝑛 − 1 = 0, plat́ı podle Vietových vztah̊u rovnosti

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 = 0 a
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎2𝑘 =

(︃
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘

)︃2

− 2
∑︁

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

𝑎𝑖𝑎𝑗 = 0 .

Odtud plyne, že také komplexně sdružené součty jsou nulové:
∑︀𝑛

𝑘=1 𝑎𝑘 = 0 a
∑︀𝑛

𝑘=1 𝑎
2
𝑘 = 0.

Celkově pro náš součet dostaneme

𝑆 = 4𝑛 + 2𝑛 = 6𝑛 ,

což je hodnota skutečně nezávislá na volbě bodu 𝑃 .

8Jinak lze rovnost
∑︀𝑛

𝑘=1 𝑎𝑘 = 0 vysvětlit takto: Součet
−−→
𝑂𝐴1 +

−−→
𝑂𝐴2 + · · ·+

−−→
𝑂𝐴𝑛 je vektor, který splývá

s vektorem, jenž je jeho otočeńım o úhel 2𝜋
𝑛

(protože při tomto otočeńı přejde každý ze skupiny vektor̊u
−−→
𝑂𝐴1,

−−→
𝑂𝐴2, . . . ,

−−→
𝑂𝐴𝑛,

−−→
𝑂𝐴1 ve vektor následuj́ıćı, jak jsme již uvedli výše). Jediný vektor s touto vlastnost́ı

je vektor nulový.
9[lar–90], str. 397, úloha 8.4.6.
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Úloha 5.9: Necht’ 𝐴1𝐴2 . . . 𝐴𝑛 je pravidelný 𝑛-úhelńık vepsaný do kružnice s poloměrem
𝑟 a středem 𝑂. Necht’ 𝑃 je libovolný bod na polopř́ımce 𝑂𝐴1 za bodem 𝐴1. Dokažte, že 10

𝑛∏︁
𝑘=1

|𝑃𝐴𝑘| = |𝑂𝑃 |𝑛 − 𝑟𝑛 .

Řešeńı:
Uvažujme daný pravidelný 𝑛-úhelńık v Gaussově rovině s počátkem v bodě 𝑂 a za kladnou
reálnou poloosu zvolme polopř́ımku 𝑂𝐴1. Pak komplexńı č́ısla 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 odpov́ıdaj́ıćı
vrchol̊um pravidelného 𝑛-úhelńıku 𝐴1 . . . 𝐴𝑛 jsou kořeny rovnice

𝑧𝑛 − 𝑟𝑛 = 0 ,

přičemž 𝑎1 = 𝑟, takže pro 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛 plat́ı

𝑎𝑘 = 𝑟

(︂
cos

2𝜋(𝑘 − 1)

𝑛
+ i sin

2𝜋(𝑘 − 1)

𝑛

)︂
a podle věty o rozkladu polynomu na kořenové činitele pro každé 𝑧 ∈ C máme rovnost

𝑧𝑛 − 𝑟𝑛 =

𝑛∏︁
𝑘=1

(𝑧 − 𝑎𝑘) .

Protože bod 𝑃 lež́ı na kladné reálné poloose, odpov́ıdá mu reálné č́ıslo 𝑝 = |𝑂𝑃 | > 𝑟. Pak
pro zkoumaný součin dostáváme

𝑛∏︁
𝑘=1

|𝑃𝐴𝑘| =
𝑛∏︁

𝑘=1

|𝑝− 𝑎𝑘| = |
𝑛∏︁

𝑘=1

(𝑝− 𝑎𝑘)| = |𝑝𝑛 − 𝑟𝑛| = 𝑝𝑛 − 𝑟𝑛 = |𝑂𝑃 |𝑛 − 𝑟𝑛 .

T́ım je d̊ukaz hotov.

10[lar–90], str. 393, úloha 8.4.1.
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Úloha 5.10: Pomoćı komplexńıch č́ısel vypočtěte délky stran a úhlopř́ıček pravidelného
pětiúhelńıku vepsaného do jednotkové kružnice.11

Řešeńı:
Vrcholy pravidelného pětiúhelńıku vepsaného do jednotkové kružnice jsou obrazy kořen̊u
𝑎1, . . . , 𝑎5 rovnice 𝑧5 − 1 = 0, přitom 𝑎1 = 1 (viz (5.2)). Z rozkladu

𝑧5 − 1 = (𝑧 − 1)(𝑧4 + 𝑧3 + 𝑧2 + 𝑧 + 1)

plyne, že č́ısla 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎5 jsou kořeny reciproké rovnice

𝑧4 + 𝑧3 + 𝑧2 + 𝑧 + 1 = 0 ,

kterou uprav́ıme vyděleńım 𝑧2 do tvaru

𝑧2 + 𝑧 + 1 +
1

𝑧
+

1

𝑧2
= 0 .

Užijeme substituce 𝑤 = 𝑧+ 1
𝑧 , odtud 𝑤2 = 𝑧2 + 2 + 1

𝑧2
; pro 𝑤 pak dostaneme kvadratickou

rovnici

𝑤2 + 𝑤 − 1 = 0 , odtud 𝑤1,2 =
−1 ±

√
5

2
.

Délka strany pětiúhelńıku je |1−𝑎2| a délka úhlopř́ıčky |𝑎2−𝑎4| = |𝑎2− 1
𝑎2
|, stač́ı nám tedy

naj́ıt pouze kořen 𝑎2. Dosazeńım 𝑤1 = −1+
√
5

2 do substitučńı rovnice 𝑤 = 𝑧+ 1
𝑧 dostaneme

kvadratickou rovnici:

𝑧2 +
1 −

√
5

2
𝑧 + 1 = 0 , odtud 𝑎2,3 =

−1 +
√

5 + ±
√︀

−10 − 2
√

5

4
,

a tedy

𝑎2 =

√
5 − 1

4
+ i

√︀
10 + 2

√
5

4
.

Při označeńı délky strany 𝑑 a délky úhlopř́ıčky 𝑢 dostaneme

𝑑2 = |𝑎2 − 1|2 =
5 −

√
5

2
, a tedy 𝑑 =

√︀
10 − 2

√
5

2
.

𝑢2 =
⃒⃒⃒
𝑎2 −

1

𝑎2

⃒⃒⃒2
=
⃒⃒⃒
i

√︀
10 + 2

√
5

2

⃒⃒⃒2
, a tedy 𝑢 =

√︀
10 + 2

√
5

2
,

což je hledaná délka strany a úhlopř́ıčky.

11Vlastńı úloha.
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Úloha 5.11: Necht’ body 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4, 𝐴5 v tomto pořad́ı rozděluj́ı jednotkovou kružnici
na pět stejných část́ı. Dokažte, že pro délky tětiv 𝐴1𝐴2 a 𝐴1𝐴3 plat́ı |𝐴1𝐴2|·|𝐴1𝐴3| =

√
5.12

Řešeńı:
S využit́ım výsledk̊u předchoźı úlohy, kde |𝐴1𝐴2| je délka strany a |𝐴1𝐴3| je délka úhlopř́ıčky
pravidelného pětiúhelńıku 𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4𝐴5, dostáváme:

|𝐴1𝐴2| · |𝐴1𝐴3| =

√︀
10 − 2

√
5

2
·
√︀

10 + 2
√

5

2
=

√
5 .

Úloha 5.12: Necht’ 𝐴1𝐴2 . . . 𝐴7 je pravidelný sedmiúhelńık. Dokažte, že 13

1

|𝐴1𝐴2|
=

1

|𝐴1𝐴3|
+

1

|𝐴1𝐴4|
. (5.10)

Řešeńı:
Sedmiúhelńık umı́st́ıme v Gaussově rovině tak, aby vrchol̊um odpov́ıdaly komplexńı č́ısla
dané rovnostmi (5.2). Označme 𝛼 = |^𝐴𝑖𝑂𝐴𝑖+1| = 2𝜋

7 . Dále označme 𝜙 = |^𝑂𝐴𝑖𝐴𝑖+1|,
pak zřejmě (pro součet úhl̊u v trojúhelńıku 𝑂𝐴𝑖𝐴𝑖+1) plat́ı 2𝜙 + 𝛼 = 𝜋, tedy 𝜙 = 5𝜋

14 .
Z obrázku je zřejmé, že |^𝐴𝑖−1𝐴𝑖𝐴𝑖+1| = 2𝜙 = 5𝜋

7 . Pro úhel 𝛿 = |^𝐴2𝐴1𝐴3| tedy plat́ı
𝛿 = 1

5 · 2𝜙 = 𝜋
7 . Označme nyńı komplexńı jednotku

𝜇 = cos
𝜋

7
+ i sin

𝜋

7
,

pak zřejmě 𝜔 = 𝜇2, a tedy 𝑎2 = 𝜔 = 𝜇2 , 𝑎3 = 𝜔2 = 𝜇4 , 𝑎4 = 𝜔3 = 𝜇6.

Výsledkem otočeńı vektoru
−−−→
𝐴1𝐴3 o úhel 𝛿 je vektor

−−−→
𝐴1𝐴

′
3, přitom bod 𝐴′

3 je kolineárńı
s body 𝐴1 a 𝐴4 a plat́ı |𝐴1𝐴3| = |𝐴1𝐴

′
3|. Tomuto otočeńı odpov́ıdá násobeńı komplexńı

jednotkou 𝜇, odtud
𝑎′3 − 1 = 𝜇(𝑎3 − 1) . (5.11)

12[lar–90], str. 397, úloha 8.4.5.
13[rad–07], str. 3, úloha 1.
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Analogicky výsledkem otočeńı vektoru
−−−→
𝐴1𝐴2 o úhel 2𝛿 je vektor

−−−→
𝐴1𝐴

′
2, přitom bod 𝐴′

2 je
kolineárńı s body 𝐴1 a 𝐴4 a plat́ı |𝐴1𝐴2| = |𝐴1𝐴

′
2|. Tomuto otočeńı odpov́ıdá násobeńı

komplexńı jednotkou 𝜇2, odtud

𝑎′1 − 1 = 𝜇2(𝑎1 − 1) . (5.12)

Rovnost (5.10) ze zadáńı úlohy je tedy ekvivalentńı s rovnost́ı

1

|𝐴1𝐴′
2|

=
1

|𝐴1𝐴′
3|

+
1

|𝐴1𝐴4|
,

což je ekvivalentńı s rovnost́ı

1

|𝑎′2 − 1|
− 1

|𝑎′3 − 1|
− 1

|𝑎4 − 1|
= 0 .

Protože body 𝐴′
2, 𝐴

′
3, 𝐴4 jsou kolineárńı, je předchoźı rovnost ekvivalentńı s rovnost́ı⃒⃒⃒⃒

1

𝑎′2 − 1
− 1

𝑎′3 − 1
− 1

𝑎4 − 1

⃒⃒⃒⃒
= 0 ,

odtud, s využit́ım (5.11), (5.12) a následně toho, že 𝑎2 = 𝜇2 , 𝑎3 = 𝜇4 𝑎4 = 𝜇6, dostáváme:

1

𝜇2(𝑎2 − 1)
− 1

𝜇(𝑎3 − 1)
− 1

(𝑎4 − 1)
= 0 ,

1

𝜇2(𝜇2 − 1)
− 1

𝜇(𝜇4 − 1)
− 1

(𝜇6 − 1)
= 0 .

Po vykráceńı 𝜇2 − 1 ̸= 0 a následném roznásobeńı a úpravách dostáváme

1

𝜇2
− 1

𝜇3 + 𝜇
− 1

(𝜇4 + 𝜇2 + 1)
= 0 ,

𝜇7 + 𝜇5 + 𝜇3 + 𝜇5 + 𝜇3 + 𝜇− 𝜇6 − 𝜇4 − 𝜇2 − 𝜇5 − 𝜇3 = 0 ,

𝜇7 + 𝜇5 + 𝜇3 + 𝜇− 𝜇6 − 𝜇4 − 𝜇2 = 0 .

Protože 𝜇7 = −1, je 𝜇8 = −𝜇, 𝜇10 = −𝜇3, 𝜇12 = −𝜇5, 𝜇10 = −𝜇3. S využit́ım těchto
rovnost́ı dostáváme

1 + 𝜇2 + 𝜇4 + 𝜇6 + 𝜇8 + 𝜇10 + 𝜇12 = 0 ,

𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + 𝑎4 + 𝑎5 + 𝑎6 + 𝑎7 = 0 .

Protože 𝐴1 . . . 𝐴7 je pravidelný sedmiúhelńık se středem v počátku, je posledńı rovnost
splněna a d̊ukaz je hotov.

91



Úloha 5.13: Necht’ 𝐴1𝐴2 . . . 𝐴15 je pravidelný patnáctiúhelńık. Dokažte, že 14

1

|𝐴1𝐴2|
=

1

|𝐴1𝐴3|
+

1

|𝐴1𝐴5|
+

1

|𝐴1𝐴8|
. (5.13)

Řešeńı:
Patnáctiúhelńık umı́st́ıme v Gaussově rovině tak, aby vrchol̊um odpov́ıdaly komplexńı
č́ısla dané rovnostmi (5.2). Označme úhel 𝛼 = |^𝐴𝑖𝑂𝐴𝑖+1| = 2𝜋

15 . Dále označme úhel
𝜙 = |^𝑂𝐴𝑖𝐴𝑖+1|, pak zřejmě (pro součet úhl̊u v trojúhelńıku 𝑂𝐴𝑖𝐴𝑖+1) plat́ı 2𝜙+ 𝛼 = 𝜋,
tedy 𝜙 = 13𝜋

30 . Z obrázku je zřejmé, že |^𝐴𝑖−1𝐴𝑖𝐴𝑖+1| = 2𝜙 = 13𝜋
15 . Pro úhel 𝛿 = |^𝐴2𝐴1𝐴3|

tedy plat́ı 𝛿 = 1
13 · 2𝜙 = 𝜋

15 . Označme nyńı komplexńı jednotku

𝜇 = cos
𝜋

15
+ i sin

𝜋

15
.

Pak 𝑎2 = 𝜔 = 𝜇2 , 𝑎3 = 𝜔2 = 𝜇4 , 𝑎5 = 𝜔4 = 𝜇8 , 𝑎8 = 𝜔7 = 𝜇14.

Výsledkem otočeńı vektoru
−−−→
𝐴1𝐴5 o úhel 3𝛿 je vektor

−−−→
𝐴1𝐴

′
5, přitom bod 𝐴′

5 je kolineárńı
s body 𝐴1 a 𝐴8 a plat́ı |𝐴1𝐴5| = |𝐴1𝐴

′
5|. Tomuto otočeńı odpov́ıdá násobeńı komplexńı

jednotkou 𝜇3, odtud
𝑎′5 − 1 = 𝜇3(𝑎5 − 1) . (5.14)

Analogicky výsledkem otočeńı vektor̊u
−−−→
𝐴1𝐴3, resp.

−−−→
𝐴1𝐴2 o úhel 5𝛿, resp. 6𝛿 jsou vek-

tory
−−−→
𝐴1𝐴

′
3, resp.

−−−→
𝐴1𝐴

′
2, přitom body 𝐴′

3 a 𝐴′
2 jsou kolineárńı s body 𝐴1 a 𝐴8 a plat́ı

|𝐴1𝐴3| = |𝐴1𝐴
′
3|, resp. |𝐴1𝐴2| = |𝐴1𝐴

′
2|. Tomuto otočeńı odpov́ıdá násobeńı komplexńı

jednotkou 𝜇5, resp. 𝜇6, odtud

𝑎′3 − 1 = 𝜇5(𝑎3 − 1) , 𝑎′2 − 1 = 𝜇6(𝑎2 − 1) . (5.15)

Rovnost (5.13) ze zadáńı úlohy je tedy ekvivalentńı s rovnost́ı

1

|𝐴1𝐴′
2|

=
1

|𝐴1𝐴′
3|

+
1

|𝐴1𝐴′
5|

+
1

|𝐴1𝐴8|
,

14[rad–07], str. 4, úloha 7.
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což je ekvivalentńı s rovnost́ı

1

|𝑎′2 − 1|
− 1

|𝑎′3 − 1|
− 1

|𝑎′5 − 1|
− 1

|𝑎8 − 1|
= 0 .

Protože body 𝐴′
2, 𝐴

′
3, 𝐴

′
5, 𝐴8 jsou kolineárńı, je předchoźı rovnost ekvivalentńı s rovnost́ı⃒⃒⃒⃒

1

𝑎′2 − 1
− 1

𝑎′3 − 1
− 1

𝑎′5 − 1
− 1

𝑎8 − 1

⃒⃒⃒⃒
= 0 ,

odtud, s využit́ım (5.14), (5.15) a následně toho, že 𝑎2 = 𝜇2 , 𝑎3 = 𝜇4 , 𝑎5 = 𝜇8 , 𝑎8 = 𝜇14,
dostáváme:

1

𝜇6(𝑎2 − 1)
− 1

𝜇5(𝑎3 − 1)
− 1

𝜇3(𝑎5 − 1)
− 1

(𝑎8 − 1)
= 0 ,

1

𝜇6(𝜇2 − 1)
− 1

𝜇5(𝜇4 − 1)
− 1

𝜇3(𝜇8 − 1)
− 1

(𝜇14 − 1)
= 0 .

Po roznásobeńı a úpravách dostáváme

𝜇5(𝜇4−1)𝜇3(𝜇8−1)(𝜇14−1)−𝜇6(𝜇2−1)𝜇3(𝜇8−1)(𝜇14−1)−𝜇6(𝜇2−1)𝜇5(𝜇4−1)(𝜇14−1)−

−𝜇6(𝜇2 − 1)𝜇5(𝜇4 − 1)𝜇3(𝜇8 − 1) = 0 ,

𝜇8(𝜇12−𝜇4−𝜇8+1)(𝜇14−1)−𝜇9(𝜇10−𝜇2−𝜇8+1)(𝜇14−1)−𝜇11(𝜇6−𝜇2−𝜇4+1)(𝜇14−1)−

−𝜇14(𝜇6 − 𝜇2 − 𝜇4 + 1)(𝜇8 − 1) = 0 ,

Po vykráceńı 𝜇8 ̸= 0 a daľśıch úpravách dostáváme

𝜇26 − 𝜇18 − 𝜇22 + 𝜇14 − 𝜇12 + 𝜇4 + 𝜇8 − 1− 𝜇(𝜇24 − 𝜇16 − 𝜇22 + 𝜇14 − 𝜇10 + 𝜇2 + 𝜇8 − 1)−

−𝜇3(𝜇20−𝜇16−𝜇18+𝜇14−𝜇6+𝜇2+𝜇4−1)−𝜇6(𝜇14−𝜇10−𝜇12+𝜇8−𝜇6+𝜇2+𝜇4−1) = 0 ,

𝜇26 − 𝜇18 − 𝜇22 + 𝜇14 − 𝜇12 + 𝜇4 + 𝜇8 − 1 − 𝜇25 + 𝜇17 + 𝜇23 − 𝜇15 + 𝜇11 − 𝜇3 − 𝜇9 + 𝜇)−

−𝜇23 +𝜇19 +𝜇21−𝜇17 +𝜇9−𝜇5−𝜇7 +𝜇3−𝜇20 +𝜇16 +𝜇18−𝜇14 +𝜇12−𝜇8−𝜇10 +𝜇6 = 0 ,

𝜇26 − 𝜇25 − 𝜇22 + 𝜇21 − 𝜇20 + 𝜇19 + 𝜇16 − 𝜇15 + 𝜇11 − 𝜇10 − 𝜇7 + 𝜇6 − 𝜇5 + 𝜇4 + 𝜇− 1 = 0 ,

Protože 𝜇15 = −1, dostáváme

−𝜇11 + 𝜇10 + 𝜇7 − 𝜇6 + 𝜇5 − 𝜇4 − 𝜇 + 1 + 𝜇11 − 𝜇10 − 𝜇7 + 𝜇6 − 𝜇5 + 𝜇4 + 𝜇− 1 = 0 ,

0 = 0 .

T́ım je d̊ukaz hotov.
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Závěr

Během př́ıpravy rigorózńı práce jsem musela vyhledat a zpracovat množstv́ı úloh
z r̊uzných, někdy tuzemských, většinou však zahraničńıch zdroj̊u. T́ım jsem si rozš́ı̌rila
vědomosti v oblasti komplexńıch č́ısel a vektorové algebry. Naučila jsem se účinně použ́ıvat
komplexńıch č́ısel při řešeńı geometrických úloh jako doplňkovou metodu k vektorové me-
todě (zpracované v mé dizertačńı práci), předevš́ım tam, kde by vektorová metoda nebyla
účinná nebo byla př́ılǐs zdlouhavá.

V této práci jsem se snažila ukázat, jak lze efektivně využ́ıvat geometrické inter-
pretace komplexńıch č́ısel jakožto vektor̊u v rovině při řešeńı úloh na otáčeńı. Většina
těchto řešeńı je výrazně jednodušš́ıch a úsporněǰśıch nežli řešeńı užit́ım metod synte-
tické geometrie. V zadáńı naprosté většiny uvedených geometrických úloh přitom neńı
zmı́nka ani o vektorech, ani o komplexńıch č́ıslech. Ta se tak stávaj́ı efektivńı metodickým
prostředkem geometrického výzkumu, doplňuj́ıćım vektorovou metodu. Žák̊um středńıch
škol pak může tato práce účinně ukázat jedno ze zaj́ımavých možnost́ı využit́ı komplexńıch
č́ıslech, vyučovaných na středńıch školách.

U řady převzatých úloh bylo nutné upřesnit zadáńı a mnohdy doplnit nebo zcela
přepracovat řešeńı. Některá zadáńı jsem zobecnila a některá řešeńı jsou zcela vlastńı
(odlǐsná od zdroje), na tyto př́ınosné prvky předložené práce upozorňuji v poznámkách
pod čarou. Jsem si vědoma, že jsem nemohla proj́ıt veškeré zdroje k zadanému tématu,
přesto však doufám, že předložená práce podává určitý systematický přehled úloh na za-
dané téma.

Věř́ım, že čtenáři práce, at’ už současńı učitelé matematiky nebo jejich budoućı kole-
gové, kteř́ı se na své povoláńı teprve připravuj́ı, oceńı četné ukázky využit́ı komplexńıch
č́ısel při otáčeńı v rovině, kterému je ve většině publikaćı věnována sṕı̌se jen stručná
zmı́nka. Doufám, že z námět̊u této práce budou někteř́ı čerpat inspiraci při př́ıpravě
vlastńıho vyučováńı či při práci s talentovanými žáky.
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4.-7. ř́ıjna 2000; JČMF: Olomouc, 2000.
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