MASARYKOVA
UNIVERZITA

Rﬁl’RODovéDECKA FAKULTA
USTAV MATEMATIKY A STATISTIKY

Ulohy zahraniénich
matematickych soutezi

Bakalarska prace

Anna Polomska

Vedouci prace: doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSc. Brno 2020



Obsah

Lo ' PP 1
Kapitola 1. Teoretické minimum ..............coiiiritrenenenenenn. 2
1.1 Uhly piislugné k oblouku kruznice . . ... ..................... 2

1.2 Dalsi vlastnosti kruznice . . . ... .. ... 4
1.3 Trojuhelnik . . . .. ... . 4
1.3.1 Typologie trojuhelnika . . . ...... ... ... ... .. . ... )

1.3.2 Uhly v trojthelniku . . ... ........... ... .. .. .. ... ... 6

1.3.3 Zékladni prvky v trojuhelniku . . .. ... ... ... oo oL 6

1.3.4 Shodnost a podobnost ... ..... ... ... ... ... . ... 8

1.3.5 Eukleidovy véty . . . .. .. 9

1.3.6 Pythagorova véta . . . . ... ... ... . ... 10

1.3.7 Goniometrické funkce ostrého thlu ... ........ ... ... ... .. 10

1.4 Ctyfahelniky . . . ... ... 10
Kapitola 2. Jednodussi Gllohy ......... ..ottt 12
Kapitola 3. Slozit&jSi Glohy .........ccouiiiiiiiiiiiiiniiiinnenennnn. 27
82 < 44
Seznam pouZité literatury ..........c.ciitiiiitnnenrnenenenannns 45

— Vi —



Uvod

Matematicka olympidda je u nas tradi¢ni soutézi pro zaky zakladnich a strednich
skol. Jejich tikolem je v uréitém casovém intervalu vytesit nékolik piikladi, samotny
vysledek ale nestaci, zaci musi prokéazat schopnost logického tisudku a podat cely
postup feseni slovni formou. Toto Feseni je ve své podstaté matematickym diukazem,
kde zéaci podrobné zdtvodnuji sviij myslenkovy postup. Matematické olympiady resi
zaci zakladnich a stfednich skol, pficemz obtiznost se stuptiuje v zavislosti na zna-
lostech a dovednostech, které se ocekavaji od zaka daného roc¢niku. ObtiZnost se
také zvysSuje porovname-li zadani iloh doméacich kol, ktera funguji jako kvalifika¢ni,
se zadanimi dloh okresnich, krajskych ¢i celorepublikovych.

Ve své bakalaiské praci se zaméfim pouze na feseni planimetrickych tloh ze zahra-
ni¢nich matematickych soutézi. Mym cilem je vytvorit sbirku planimetrickych tloh,
ktera bude slouzit jako cvi¢ebnice nadanych zakd v matematickych krouzcich nebo
jako studijni material pfi p¥ipravé na matematické olympiady. Reseni téchto tloh
jsou vypracovand obdobné jako vzorové texty Matematické olympiady CR na stran-
kach www.matematickaolympiada.cz.

Prace je rozdélena na dvé hlavni kapitoly, pfed kterymi je umisténa vstupni ka-
tfebné k feseni mnou vybranych tloh. V nasledujici kapitole jsou uvedeny jednodussi
ulohy, jejichz feseni nejsou prilis komplikovana a neobsahuji slozité dikazy. Ve treti
dilkkazové. Jednotlivé tlohy jsou navic v obou kapitolach fazeny podle obtiZznosti
od nejjednodussich po nejobtizné;jsi.

Ulohy jsem &erpala z anglicky psanych sbornik@t matematickych soutézi péti riiz-
nych zemi: Rakouska, Bulharska, Slovinska, Chorvatska a Nizozemska. Tyto sbor-
niky vznikly po konani matematickych soutézi a obsahuji ilohy zadavané soutézicim
v jednotlivych kolech a kategoriich. Sborniky obsahuji nejen zadani, ale také reseni
soutéznich tloh, ktera vsak ¢asto nebyla tplna ¢i dostate¢né podrobna a v nékterych
pripadech zcela chybéla. Mym tkolem tedy bylo pfelozit vybrana zadani a pfepraco-
vat ptivodni feseni tloh tak, aby byla kompletni. V nékterych pripadech tedy stacilo
prelozit a pouze poupravit feseni uvedené ve sborniku, v dalsich pripadech jsem se
rozhodla feseni zcela prepsat podle sebe a cennych rad svého vedouciho.

Préci jsem sazela v programu KTEX a obrazky vytvofila v programu GeoGebra.


www.matematickaolympiada.cz

Kapitola 1
Teoretické minimum

vvvvvv

potfeba k feSeni mnou vybranych tloh zahrani¢nich matematickych olympiad. De-
finice, véty a poznamky jsem prevzala z disertacni prace Barbory Havitové Metody
neanalytickych vipocti v eukleidovské geometrii', ve které ale nebyla obsaZena ty-
pologie trojihelnik. Tu jsem proto prevzala z ucebnice Matematika pro gymndazia:
Planimetrie? od Evy Pomykalové.

1.1 Uhly prislusné k oblouku kruznice

Definice 1.1.1. Uhel, jeho# vrcholem je stied S kruznice k a ramena prochazeji
krajnimi body oblouku AB kruZnice k, se nazyvé stfedovy tuhel prislusny k tomu
oblouku AB kruznice k, ktery v tomto thlu lezi.

Definice 1.1.2. Kazdy thel AV B, jehoz vrchol V' je bodem kruznice k£ a ramena
prochézeji krajnimi body oblouku AB kruznice k (V' # A,V # B), se nazyvéa obvo-
dovy tuhel prislusny k tomu oblouku AB, ktery v tomto thlu lezi.

Véta 1.1.1. Velikost stredového tihlu je rovna dvojndsobku velikosti obvodového dhlu
prislusneho k téemuz oblouku.

Véta 1.1.2. Vsechny obvodové uhly prislusne k danému oblouku jsou shodné.

THAVIROVA, Barbora. Metody neanalytickijch vijpocti v eukleidovské geometrii. Brno: 2011.
Disertaéni prace. Masarykova univerzita. Fakulta piirodovédeckd. Vedouci prace: Jaromir SIMSA.

2POMYKALOVA, Eva. Matematika pro gymndzia: Planimetrie. 4. upr. vyd. Praha: Prometheus,
2000 . Uc¢ebnice pro stfedni skoly. ISBN 8071961744.
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Obrazek 1.1: Stfedovy thel w a obvodové thly ¢ pfislusné oblouku AB

Pozndmka. K mensimu z obou oblouktt AB kruznice k prislusi konvexni stfedovy
uhel a ostry obvodovy thel. K vétsimu oblouku AB pfislusi nekonvexni stiedovy tihel
a tupy obvodovy thel. K pilkruznici prislusi pifimy stfedovy thel a pravy obvodovy
uhel. Soucet stfedovych thla prislusnych k obéma oblouktim AB je tihel plny, a proto
je soucet obvodovych thlu prislusnych k obéma obloukim AB thel pfimy.

Véta 1.1.3. Je ddn oblouk AB kruznice k a bod C' v opacné poloroviné s hranicni
primkou AB. Je-li velikost uhlu AC B rovna velikosti obvodového uhlu prislusného
k oblouku AB, pak bod C' lezi na kruznici k.

Véta 1.1.4 (Thaletova). KaZdy obvodovy tihel nad primeérem kruznice je pravy.

Obrazek 1.2: Pravé tihly nad primérem AB kruznice k
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1.2 Dalsi vlastnosti kruznice

Véta 1.2.1. Pata kolmice veden€ ze stiedu kruznice na secnu AB je stredem tétivy
AB.

Veéta 1.2.2. Tecna kruznice je kolma ke spojnici bodu dotyku a stredu kruznice.

Véta 1.2.3. Bodem leZicim vné kruznice prochazeji pravé dvé tecny této kruznice.

Obrazek 1.3: Te¢ny ke kruznici k z bodu C' a tétiva AB

1.3 Trojahelnik

Definice 1.3.1. Trojuhelnik ABC' je prunik polorovin ABC, BC A, C AB; ptitom
body A, B, C' (zvané vrcholy trojuhelnika ACB) nelezi v jedné piimce. Konvexni
uhly BAC, ABC, BC'A nazyvame vnitini uhly trojihelnika ABC'. Vedlejsi thly
k vnitfnim ahlim trojuhelnika ABC nazyvame vnéjsi thly trojuhelnika ABC.

Pozndamka. Strany BC, AC', AB trojuhelnika ABC' znac¢ime obvykle po radé a, b, ¢,
vnitini uhly BAC, ABC', ACB znacime «, (3, 7.

Obrazek 1.4: Oznaceni stran a thld trojihelnika ABC
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1.3.1 Typologie trojahelniku
Definice 1.3.2. Podle délek stran rozlisujeme trojuhelniky:

— ruznostranné, v nichz zadné dveé strany nejsou shodné,

— rovnoramenné, které maji dvé strany shodné, tyto dvé strany nazyvame ra-
mena a tieti stranu nazyvame zakladna rovnoramenného trojuhelnika,

— rovnostranné, které maji vSechny strany shodné.

b d f

Obrazek 1.5: Riznostranny, rovnoramenny a rovnostranny trojuhelnik

Definice 1.3.3. Podle velikosti vnitinich Ghld rozlisujeme trojihelniky:
— ostrouhlé se vSemi ostrymi thly,
— tupouhlé s jednim tupym thlem,

— pravouhlé s jednim pravym thlem; strandm, které tvoii ramena pravého thlu,
fikdme odvésny, strana lezici naproti pravému thlu se nazyvéa prepona.

TN

Obrazek 1.6: Tupouhly, ostrouhly a pravouhly trojihelnik

Pozndmka. Ruznostranné trojuhelniky, které nejsou pravouhlé, se casto nazyvaji
obecné.
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1.3.2 Uhly v trojthelniku
Véta 1.3.1. Soucet vnitrnich uhli trojuhelnika je whel primy.

Véta 1.3.2. Vnéjsi uhel trojuhelniku je roven souctu vnitrnich whld pri zbyvajicich
dvou vrcholech.

Véta 1.3.3. Proti shodnym strandm trojuhelnika leZi shodné vnitrni uhly, proti delsi
strané trojuhelnika leZi vétsi vnitrni uhel a naopak proti vétsimu vnitrnimu uhlu leZi
delsi strana.

1.3.3 Zakladni prvky v trojuhelniku

Definice 1.3.4. Stfedni pricka trojuhelnika je tsecka spojujici stfedy dvou stran
trojihelnika.

Véta 1.3.4. KazZda stredni pricka je rovnobézna s tou stranou trojuhelnika, jejiz stred
nespojuje. Jeji délka je rovna polovine délky této strany.

1L

A # S B

Obrazek 1.7: Stfedni pricky trojuhelnika

Definice 1.3.5. Vyska trojuhelnika je tsecka, jejimiz krajnimi body jsou vrchol
trojuhelnika a pata kolmice vedené timto vrcholem k pfimce urcené zbyvajicimi vr-
choly trojuhelnika.

Véta 1.3.5. Vysky trojuhelnika leZi na trech primkach, které se protinaji v jednom
bodé zvaném ortocentrum trojihelnika.

C

A

Obrazek 1.8: Vysky v ostrothlém a tupothlém trojihelniku a jejich ortocentra
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Definice 1.3.6. TéZnice trojuhelnika je tisecka, ktera spojuje vrchol trojihelnika
se stfedem jeho protéjsi strany.

Véta 1.3.6. TézZnice trojuhelnika se protinaji v jednom bode, zvaném tézisté troj-
uwhelnika. Vzddlenost tézisté od vrcholu trojuhelnika je rovna dvéma tretinam délky
prislusne téznice.

Pozndamka. Vysky trojuhelnika ABC' kolmé na strany a, b, ¢ se po fadé oznacuji v,
Uy, V.. Podobné oznacujeme téznice t,, ty, t..

C
Sac 4 Spc
A Sap

Definice 1.3.7. KruzZnice opsana trojuhelniku je kruZnice prochéazejici vSemi
vrcholy trojuhelnika. Kruznice vepsana trojihelniku je kruznice, ktera se dotyka
vSech stran trojihelnika.

B

Vv

Véta 1.3.7. Osy stran trojuhelnika se protinaji v jednom bodé, ktery je stredem
kruznice opsane tomuto trojuhelniku.

Osy vnitrnich uhli trojuhelnika se protinaji v jednom bode, ktery je stredem kruznice
vepsane tomuto trojuhelniku.

Obréazek 1.10: Kruznice opsana a kruznice vepsana trojihelniku



Kapitola 1. Teoretické minimum 8

Definice 1.3.8. KruZnice pripsana trojuhelniku je kruZnice, ktera se dotykéa
jedné strany trojuhelnika a pfimek, v nichz lezi zbyvajici dvé strany, a to v bodech,
které na téchto stranach nelezi.

Véta 1.3.8. Osa vnitrniho uhlu a osy vnéjsich uhli u zbyvajicich dvou vrcholi troj-
thelnika se protinaji v jednom bodé, ktery je stredem jedné ze tri kruznic pripsanijch
tomuto trojuhelniku.

Obrazek 1.11: Kruznice pfipsané trojuhelniku

1.3.4 Shodnost a podobnost
Shodnost trojuhelnikt
Definice 1.3.9. Dva trojthelniky jsou shodné, kdyz je lze pfemisténim ztotoznit.

Véta 1.3.9 (sss). Dva trojuhelniky, které se shoduji ve vsech tiech strandch, jsou
shodné.

Véta 1.3.10 (usu). Dva trojuhelniky, které se shoduji v jedné strané a thlech pri-
lehlych k téeto strané, jsou shodné.

Véta 1.3.11 (sus). Dva trojihelniky, které se shoduji ve dvou strandch a tihlu jimi
sevreném, jsou shodné.
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Véta 1.3.12 (Ssu). Dva trojuhelniky, které se shoduji ve dvou strandch a thlu
proti veétsi z nich, jsou shodné.

Poznamka. Pokud jsou dva trojihelniky shodné, shoduji se ve vSech stranach, thlech,
vyskach, téznicich i v poloméru kruznice opsané a vepsané.

Podobnost trojahelniku

Definice 1.3.10. Trojuhelnik A’B’C’ je podobny trojuhelniku ABC, préavé
kdyz existuje kladné ¢islo k takové, Ze pro jejich délky stran plati:
|A'B'| = k|AB|, |B'C'| =k|BC|, |A'C'|=k|AC|.
Cislo k se nazyva koeficient podobnosti danych trojahelnikii.
Véta 1.3.13 (uu). Dva trojuhelniky, které se shoduji ve dvou thlech, jsou podobné.

Véta 1.3.14 (sus). Dva trojuhelniky, které se shoduji v poméru délek dvou stran
a uhlu jimi sevieném, jsou podobné.

Véta 1.3.15 (Ssu). Dva trojuhelniky, které se shoduji v poméru délek dvou stran
a uhlu proti vétsi z nich, jsou podobneé.

Pozndamka. Pokud jsou dva trojihelniky podobné, shoduji se ve vSech thlech a je-
jich odpovidajici si strany, vysky, téZnice, polomér opsané i vepsané kruznice jsou
ve stejném pomeéru.

1.3.5 Eukleidovy véty

Definice 1.3.11. Ozna¢me Cj patu vysky z vrcholu C' na preponu AB pravothlého
trojtihelnika. Use¢ku ACy (resp. BCy) nazyvame tisek piilehly k odvésné AC
(resp. BC).

Délky téchto dvou tsekt prepony AB obvykle zna¢ime |ACy| = ¢, |BCy| = c,.

A Ca Cp B

Obrazek 1.12: Pravouhly trojuhelnik s tseky prepony

Véta 1.3.16 (Eukleidova véta o vysce). V pravouhlém trojihelniku je druhd mocnina
vysky k preponé rovna soucinu délek obou useki prepony.

Véta 1.3.17 (Eukleidova véta o odvésné). V pravouhlém trojuhelniku je druhd moc-
nina delky odvesny rovna soucinu delek prepony a jejiho useku prilehlého k této od-
VESNE.
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1.3.6 Pythagorova véta

Véta 1.3.18 (Pythagorova). V pravouhlém trojihelniku je druhd mocnina délky
prepony rovna souctu druhych mocnin délek obou odvésen.

Pozndmka. Oznacime-li ¢ pfeponu a a, b odvésny pravouhlého trojuhelnika ABC),
plati rovnost ¢ = a? + b°.

Obracené, plati-li pro délky stran trojihelnika ABC rovnost ¢ = a? + b?, je tento
trojuhelnik pravouhly.

1.3.7 Goniometrické funkce ostrého uhlu
Definice 1.3.12. V pravouhlém trojuhelniku je dan jeden jeho ostry vnitini thel a:

— sinus « je roven poméru délky odvésny protilehlé k tthlu o a délky prepony.
— kosinus « je roven poméru délky odvésny prilehlé k thlu o a délky prepony.

— tangens «a je roven poméru délky odvésny protilehlé k thlu « a délky odvésny
prilehlé k tomuto thlu.

— kotangens « je roven poméru délky odvésny prilehlé k tthlu a a délky odvésny
protilehlé k tomuto thlu.

Pozndmka. VSechny pravouhlé trojuhelniky s danym ostrym thlem « jsou podle véty
uu navzajem podobné, a tak je definice 1.3.12. korektni, tj. hodnoty ¢tyi zavedenych
funkci nezavisi na tom, jakou méa trojihelnik velikost.

1.4 Ctytihelniky

Definice 1.4.1. RuznobézZnik je ctyruhelnik, jehoz zadné dvé strany nejsou rov-
nobézné.

Definice 1.4.2. LichobézZnik je ctyfuhelnik, jehoz dvé strany jsou rovnobézné
a zbyvajici dvé strany nejsou rovnobézné. Rovnobézné strany se nazyvaji zakladny,
zbyvajici dvé ramena. Lichobéznik, jehoz ramena jsou shodnd, nazyvame rovno-
ramenny lichobéZnik. Lichobéznik, jehoZ jedno rameno je kolmé k zékladnam,
nazyvame pravouhly lichobéZnik. Stfedni pricka lichobéZniku je usecka spo-
jujici stfedy jeho ramen.

b f

Obrazek 1.13: Obecny, rovnoramenny a pravouhly lichobéznik
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Véta 1.4.1. Stredni pricka lichobézniku je rovnobézind s obéma zdkladnami. Jeji
délka je rovna aritmetickému primeru délek obou zakladen.

Definice 1.4.3. RovnobézZnik je ¢tyfthelnik, jehoZ obé dvojice protéjsich stran
jsou rovnobézné. Obdélnik je rovnobéznik, jehoZ vSechny vnitini Ghly jsou pravé
(pravouhly rovnobé&znik). Ctverec je obdélnik, jeho# vSechny strany maji stejnou
délku (je rovnostranny). Kosodélnik je rovnobéznik, jehoZ vnitini thly nejsou pravé
(kosotihly rovnobéznik). Kosoc¢tverec je kosodélnik, jehoZ vSechny strany maji stej-
nou délku (je rovnostranny).

b d e 7

Obrazek 1.14: Kosodélnik, obdélnik, ¢tverec, kosoc¢tverec

Véta 1.4.2. Protejsi strany rovnobezniku jsou shodné. Protéjsi vnitrni uhly rovno-
bezniku jsou shodné.

Véta 1.4.3. Uhlopricky rovnobézniku se navzdjem pili, jejich spolecny bod se nazyjvd
stred rovnobézniku.

v /v

Uhlopticky obdélniku jsou shodné.

Uhlop¥icky kosoctverce pili jeho vnitini ihly a jsou k sobé kolmé.
Definice 1.4.4. Ctyiahelnik, jemuz lze opsat kruznici, se nazyva tétivovy.

Véta 1.4.4. Soucet protejsich vnitrnich uhli tétivového ctyrihelnika je thel primy.
Obrdacené, kazZdy konvexnt ctyruhelnik, jehoZ soucet protéjsich vnitrnich uhli je uhel
primy, je tétivovy.



Kapitola 2

Jednodussi ulohy

ZADANI I':

Obdélnik ABC'D ma strany o délkach a a b, kde a > b. Pfimky, které prochéazi body
A a C kolmo k thlopri¢ce BD, rozdéluji tuto thlopticku na tii ¢asti o délkach 4, 5
a 4 (viz obrazek). Vypoditejte pomér a : b.

RESENT:
Trojtuhelniky ADF, BDA a AF' B jsou podobné podle véty uu, proto plati:

a |BA| |AF| |BF
b |DA|  |DF|  |AF|

Velikosti DF' a BF zname a velikost AF" je spoleénym prvkem pro oba vyse uvedené
pomeéry |AF|: |DF|a|BF|: |AF|. Vztah pro a : b tudiZ miZeme upravit nasledovné:

" |AF| |BF| |BF| 9

a

<E> " |DF| |AF|  |DF| 4

Po odmocnéni nakonec dostédvame a : b = 3 : 2.

Ve sborniku [5] str.6

—19-
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ZADANI II%
Pravidelny Sestitthelnik a rovnostranny trojihelnik maji stejny obvod. Jaky je pomér
obsahu Sestitthelnika ku obsahu trojuhelnika?

RESENT:

Obvod Sestitthelnika si oznacime Og a délku jeho strany a. Obvod trojuhelnika ozna-
¢ime O3 a délku jeho strany b. Pro Og a O3 plati: Og =6 -a,03 = 3 - b.

Ze zadani vime, ze obvod Sestitthelnika a trojihelnika je stejny, tedy Oy = O3 ne-
boli 6 - a = 3 - 0. Z toho plyne, ze 2a = b, tedy strana trojuhelnika je dvakrat
delsi nez strana Sestitthelnika. Dale si rozdélime rovnostranny trojuhelnik pomoci
stfednich pricek na ¢tyri shodné rovnostranné trojuhelniky a Sestitthelnik rozdélime
na Sest shodnych rovnostrannych trojahelniki (viz obrazek).

Protoze strany trojthelnika jsou dvakrat delsi nez strany Sestithelnika, jsou ¢tyfti
malé trojuhelniky tvorici trojuhelnik ze zadani shodné s Sesti malymi trojuhelniky
tvoricimi Sestitthelnik. Pomoci téchto malych trojuhelniki pak mtzeme vyjadiit po-
mér obsahu zadaného Sestitthelnika a trojihelnika, je to tedy 6 : 4, po upravée 3 : 2.

2Ve sborniku [5] str.5
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ZADANI III%:
Obdélnik ABCD je rozdélen na pét shodnych obdélnikt (viz obrazek). Obvod kaz-
dého z téchto malych obdélnikt je 20. Jaky je obsah obdélnika ABCD?

D C

RESENT:

7 obrazku vidime, ze dvojnasobek délky malého obdélnika je roven trojnasobku jeho
sitky. Z toho plyne, ze pomér délky a sitky malych obdélniki je 3 : 2. Vzorec pro ob-
vod obdélnika se stranami a a b je 2(a + b). Protoze obvod malého obdélnika je 20
a zname pomeér jeho stran, mizeme sestavit rovnici o jedné neznamé, ze které zjis-
time rozméry a = 3z, b = 2z malého obdélnika: 2(3x+2z) = 20. Z toho plyne: x = 2.
Délka malého obdélnika je tedy 3 -2 = 6 a sitka 2 - 2 = 4. Nasledné mtzeme vypoci-
tat obsah malého obdélnika, a to je 6 - 4 = 24, a nakonec dopocitat obsah velkého
obdélnika ABCD, tedy 5 - 24 = 120.

3Ve sborniku [5] str.4
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ZADANI IV*

Na obréazku niZe je trojuhelnik ABC. Usecka AB je umisténa horizontalné a tisecka
CD je umisténa vertikalné. Dale plati, Ze iseCka DB je trikrat delsi nez tsecka AD.
Body E a F rozdéluji tsecku C'D na tii ¢asti stejné délky. Dvé horizontalni ptimky
prochézejici body E a F' rozdéluji spole¢né s tseckou C'D trojuhelnik ABC na Sest
¢asti. Vime, ze obsah celého trojuhelniku je 1. Jaky je obsah plochy vyznacené sedou

A~
/ D
i T~

A D B

RESENI:
Nejprve ozna¢ime x = |AD|, y = |ED| a pomoci téchto délek vyjadiime obsah
trojuhelnika ABC"
4z - 3y dkud 1

5 =1, odku x-y—6.
V dalsim kroku trojuhelnik ABC umistime do sité tvorené obdélniky o rozmérech
x a y (z horizontalné a y vertikalné) tak, ze bod A bude v rozku nékterého z obdél-
nikd této sité, a doplnime oznaceni dalsich potfebnych bodu (viz obrazek).

Sapc =

/ E H \

A D B

Obsah obdélnika EHGF je x - y, obsah trojihelnika I F'C spolecné s obsahem li-

chobéznika ADFEJ je stejny jako obsah obdélnika F HGF' a obsah trojuhelnika GH K

je roven jeho poloviné.

Protoze jsme si jiz diive zjistili, Ze soucin x - y je roven %, je obsah plochy vyznacené
1_5

< 1,1, 1
Sedou barvou sts T3 =13

“Ve sborniku [5] str.38
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ZADANI V.

Na obrazku je ¢tverec ABC'D o délce strany 4. Uvniti ¢tverce jsou nakresleny dvé
pulkruznice s pruméry AB a BC' (viz obrazek). Urcete obsah plochy vyznacené Se-
dou barvou.

RESENI:

K vyfeSeni této tlohy budeme poti¥ebovat thlopticky ¢tverce ABCD. Uhlopficky
¢tverce jsou dveé shodné a navzajem kolmé tsecky, které se pili, a navic rozdéluji cely
¢tverec na ¢tyfi shodné pravoihlé rovnoramenné trojuhelniky. Proto je podle Tha-
letovy véty priisecik obou tthlopiicek zaroven priisecikem obou zadanych pilkruznic
a Ctyfi vzniklé kruhové tsede jsou shodné (v obrazku oznacené pismeny p, ¢, r, ),
takze jejich obsahy jsou také stejné.

7 toho plyne, zZe obsah plochy vyznacené Sedou barvou je roven obsahu trojihelnika
ACD, tedy poloviné obsahu celého ¢tverce ABC D, a to je % 4.4 =28.

Ve sborniku [5] str.10
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ZADANI VI¢:

Maly c¢tverec o délce strany 4 lezi c¢astecné na velkém ctverci o délce strany 5 tak, ze
jeden z vrcholi velkého ¢tverce je umistén pfimo ve stfedu malého ¢tverce (viz ob-
razek). Jaka ¢ast velkého ¢tverce je zakrytd malym ¢tvercem?

T\

RESENTI:

Nejprve maly ¢tverec K LM N rozdélime na ¢tyfi shodné ctverce pomoci dvou os
01, 02 a podle obrazku oznacime A;, Ay pruseciky os o1, 0o s témi stranami malého
¢tverce, které velky Ctverec ¢astecné zakryva. Dale oznacime By, By priseciky stran
malého a velkého ¢tverce a S stfed malého ¢tverce (vrchol velkého ¢tverce).

5Ve sborniku [5] str.36
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Trojtuhelniky A;B1S a A3B,S jsou shodné, nebot druhy z nich je obrazem prvniho
prii otoceni se stredem S o tthel 90°. Proto je obsah ¢asti velkého ¢tverce zakryté ma-
Iym ¢tvercem, kterou je ¢tyruhelnik K ByS B, rovna obsahu ¢tverce K A;SA; a ten
je roven 2 -2 = 4. Obsah velkého ¢tverce je 5-5 = 25, a proto je hledana ¢ast rovna

4
zlomku %
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ZADANI VII":

Je dan c¢tverec ABC'D a bod E na strané AB tohoto ¢tverce tak, ze plati rovnost
|AE| = 3|EB|. Déle zvolime bod F' na strané DA tak, ze plati |AF| = 5|F D|. Ozna-
¢me K priisecik tsecek DE a F'C, L prisecik tsecek DE a BF a M prusecik tisecek
FB a EC. Necht p; je souet obsahi trojuhelniki EML a DKC a py je soucet
obsaht trojuhelnikt FLK a M BC'. Zjistéte pomér p; : ps.

D C
K
F
L
M
A E B

RESENT:

Oznac¢me p obsah ¢tyruhelniku C' K LM . Potom soucet p,+p je roven obsahu trojuhel-
nika F'BC'. Délka vysky na stranu BC' trojihelnika F'BC' je rovna délce tsecky AB,
proto pro obsah tohoto trojihelnika plati:

|AB| - |BC| |ABJ?
2 2

p2+p=

|ABJ?

2
Podobné ukazeme, ze soucet p; + p je roven obsahu trojuhelnika DEC a zZe pro jeho

obsah plati:

Odtud dostavame: p, =

|CD|-|BC| |AB)?
p1+p= 5 =5

|ABJ®

2
Dohromady to znamena, Ze ps = p1, a proto hledany pomér ma hodnotu 1 : 1.

Odtud dostévame: p; =

"Ve sborniku [1] str.6
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ZADANI VIII®:

Oznaéme D stied strany AB ostrotihlého trojuhelnika ABC'. Necht A" a B’ jsou body
na stranach AC a BC' tohoto trojuhelnika takové, Ze trojuhelniky ADA" a DBB’
jsou rovnoramenné a vrchol D je jejich hlavnim vrcholem. Dokazte, ze pokud jsou
primky C'D a A’B’ navzajem kolmé, potom je trojihelnik ABC' rovnoramenny.

C

Al E “ B

RESENI:

Pro stfed D tsecky AB plati |AD| = |DB]|. Trojthelniky ADA" a DBB' jsou rov-
noramenné s hlavnim vrcholem D, proto také plati |A'D| = |AD| = |BD| = |B'D|,
a tudiz trojihelnik A’DB’ je rovnoramenny s hlavnim vrcholem D.

Ozna¢me E prisecik piimek A’B’ a CD. Z predpokladu DE 1 A’B’ plyne, 7ze E je
stied A'B’, trojthelnik A’DB’ je totiz rovnoramenny. Usedka C'E je oviem vyskou
trojuhelnika A’B’C, tudiz trojihelnik A’B’C' je rovnoramenny s hlavnim vrcholem
C.

Proto plati:

|<BAC| = |[<DA'A| = 7 — |[<DA'B'| — |<B'A'C| =

=1 — |<DB'A'| — |<A'B'C| = |«DB'B| = |<ABC|.

Trojuhelnik ABC' je tedy také rovnoramenny s hlavnim vrcholem C'.

8Ve sborniku [1] str.14
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ZADANI IX°:
Necht ABC' je ostrouhly trojuhelnik, bod M je stied strany AC a C'F je vyska
na stranu AB. Dokazte, ze plati: |AM| = |AF| pravé tehdy, kdyz |[<BAC| = 60°.

RESENT:

Dokéazeme oba smeéry ekvivalence:

1. |[AM| = |AF| = |<BAC| = 60°

Necht |[AM| = |AF|. Protoze je trojuhelnik AFC' pravouhly, plati podle naseho
pfedpokladu a Thaletovy véty |MF| = |AM| = |AF|. Trojuhelnik AF'M je tedy
rovnostranny, a proto plati |<FAM| = |<BAC| = 60°.

2. |<BAC| =60° = |AM| = |AF|

Necht |[<BAC| = 60°. Protoze je trojuhelnik AF'C' pravouhly, plati podle Thaletovy
véty |AM| = |[MF|. Trojihelnik FAM je tedy rovnoramenny se zakladnou AF,
a plati |<FAM| = |<BAC| = 60°. Uhly u zakladny kazdého rovnoramenného troj-
thelnika maji stejnou velikost, plati tedy nasledujici |[<AFM| = |<FAM| = 60°.
Z toho plyne, ze i |[<AMF| = 60°. Trojihelnik AF'M je tudiz rovnostranny, to
znamend |AM| = |FM|, a proto i |AM|=|MF)|.

9Ve sborniku [4] str.15
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ZADANI X'

Je dan trojuhelnik ABC, pro ktery plati |AB| > |BC|, a bod K € AB takovy,
ze |AK| = |BC| + |BK]|. Piimka [ prochazejici bodem K je kolma k AB. Dokazte,
ze primka [, osa strany AC' a osa vnéjsiho thlu ABC' prochéazeji jednim bodem.

oAC C

0ABC

RESENTI:

Nejprve zvolime pomocny bod C’, ktery lezi na polopfimce AB tak, ze plati |AB| <
< |AC'| a |BC| = |BC'|. Potom osa vnéjsiho tthlu ABC' je zarovei osou usecky C'C".
Tuto osu oznacime o4pc a osu tsecky AC oznacime 04¢.

oAC C

OABC

10Ve sborniku [3] str.1
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Déle protoze |AK| = |BC|+|BK| a |BC| = |BC'|, plati také |AK| = |BC'| +|BK],
odkud dostdvame |AK| = |KC’|. Bod K je tedy stfedem usecky AC’. Bodem K
(stfedem tsecky AC”) prochézi pfimka [, kterd je kolméd k AB, a tedy i k AC".
Piimka [ je tedy osou tusecky AC".

Uvazujme nyni trojuhelnik ACC’. Pfimka [ je osou strany AC’, pfimka oapc je
osou strany C'C" a pfimka o4¢ je osou strany AC' tohoto trojuhelnika. Je vSeobecné
zndmo, Ze osy stran kazdého trojthelnika se protinaji v jednom bodé (ve stiedu kru-
znice opsané danému trojthelniku). Pro trojahelnik ACC” to znamena, ze i pfimky
0ABC,0ac a [ se protinaji v jednom bodé, jak jsme méli dokazat.
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ZADANI XI':

Pravidelny Sestitthelnik je rozdélen na sedm ¢asti pomoci tfech primek, které jsou rov-
nobé&zné se stranami Sestithelniku (viz obrazek). Ctyfi tyto ¢asti jsou rovnostranné
trojuhelniky, jejichz délky stran jsou vyznaceny v obrazku. Jak dlouha je strana pra-
videlného Sestithelnika?

A
T \
9
16
5
RESENT:

Zvolime oznaceni nékterych bodi podle obrazku. Ulohu vyfesime, kdy# spocitame
soucet |AB|+|BC|+|CD|, ktery ¢ini trojnasobek hledané délky strany Sestihelnika.
Nejprve zjistime délku tsecky AB, ktera prihodné tvoii jednu ze stran rovnobéznika
ABTU. Plati |AB| = |TU| = 16 + 11 = 27. V Sestithelniku vznikl jesté dalsi rovno-
béznik, a to BCDF, to znamena |CD| = |BF|.

Protoze trojihelnik BC'E je rovnostranny, plati | BC| = | BE|. Z obrazku také vidime,
ze |BE|+|BF| = |EF|, pfitom délku EF muzeme dopoc¢itat pomoci zadanych délek
rovnostrannych trojihelnikt: |[EF| = 5+16+9 = 30. Dohromady |BE|+|BF| = 30.
Pokud zkombinujeme vsechna tato fakta, zjistime, Ze trojnasobek strany pravidel-
ného Sestithelnika je roven:

11

|AB|+ |BC| +|CD| =27+ |EB|+ |BF| =27 + 30 = 57.

Délka strany pravidelného Sestitthelnika je tudiz 57 : 3 = 19.

Ve sborniku [5] str.11
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ZADANI XII'2:

Délka odvésny AC pravouhlého trojihelnika ABC' s pravym thlem u vrcholu C' je
1dm, dale plati [<BAC| = §. Ozna¢me D bod uvnitf trojihelnika ABC' takovy, ze
|<BDC| =% a |[<ACD| = |<DBA|. Dale ozna¢me F prisecik strany AC' a piimky
BD. Urcete délku tsecky AF'.

RESENI:
Nejprve vyjadiime délku odvésny BC' pomoci délky odvésny AC":

3 BC 3
3 6 |AC] 3

Oznacme ¢ = |[<ACD| = |<DBA|. Pak zfejmé plati:

IAC).

|<DCB| = |[<ACB| — |9ACD| = g— o

a odtud plyne:

m m
[<CBD| =7 — |<BDC| — |<BOD| =7 — 5 ~ (5 - (p) _

Protoze zname velikost thlu ABC', mizeme dopocitat velikost ¢. Plati tedy:

™
3= |<ABC| = |<CBD| + |<DBA| = ¢ + ¢ = 2¢,

odkud dostavame: ¢ = .
Nyni vime, Ze |<FBC| = |<DBC| = %. Jelikoz jsou trojihelniky BFC a ABC
pravouhlé a u jednoho z vrcholii maji thel o velikosti %, plati:

6
™ |CF| |BC]

t - = - =
&6~ |BC|~ |ACT

|BC|? %|AC|2 .

|AC| |AC|

Nakonec vyjadrime délku tsecky AF' a dopocitame jeji hodnotu:

|AF| = |AC| — [OF| = |AC| — }|AC| = 2|AC| = } dm.

[CF| =

12Ve sborniku [1] str.5
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ZADANI XIII':

Je dan rovnobéznik ABCD. Necht E, F a G oznacuji postupné stiedy stran C'D,
AD a AB. Kruznice k opsana trojihelniku DFE se dotyka usecky AB v bodé G.
Dokaite, 7e |AB| = v/2|AD|.

RESENI:
Ozna¢me a = |<BAD|. Ztejmé plati a = |[<EGB| a |[<ADE| =7 — a.
Protoze je ¢tyruhelnik DEGEF tétivovy, plati:

|<FGE| =7 — |<FDE| =7 —|<ADE| =7 — (7 —a) = a.
Odtud postupné dostavame:

|<FGA| =7 — |[<FGE| - |<EGB|=71—a—a=m — 2,

|[<GFA| =7 — |<GAF| — |[<FGA| =7 —a— (7 — 2a) = a.

Dostavame tak, ze trojihelnik AGF' je rovnoramenny s hlavnim vrcholem G.

Usekovy tihel EG B sevieny tétivou EG a tecnou AB kruznice k je roven obvodovému
thlu GFE, tedy |[<GFE| = |<EGB| = a = |[<FGE|. Z toho plyne, Ze trojuhelnik
EFG je rovnoramenny s hlavnim vrcholem FE. Porovname-li ihly rovnoramennych
trojuhelnikit AGF a EFG, zjistime, ze jso|111~; ngOlec‘i podle véty uu. Pro jejich poméry

ramen a zakladen tedy plati nasledujici: [Fo| = [AF]"

Oznacime-li @ = |AB| a b = |AD|, potom plati vztahy:

= |EG o FG 2 AG —b = |AF
A jejich dosazenim dostavame:

|[EG|  |AG]

IFG| ~ [AF] =

vl o
SIS

W =d> = a=V20 =  |AB|=V2|AD|

Dokazat posledni rovnost byl nas tkol.

13Ve sborniku [5] str.16
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ZADANI I':

Je dan trojuhelnik ABC a kruznice k opsana tomuto trojihelniku. Necht M a N
jsou pruseciky os thli ACB a C'BA s kruznici k. Ozna¢me postupné F a F pri-
seCiky priimky M N se stranami AB a AC trojuhelnika ABC. Dokazte, Ze jestlize
plati |[M E| = |EF| = |FN|, potom je trojuhelnik ABC' rovnostranny.

RESENTI:

Nejprve oznac¢ime feckymi pismeny «, 3,y vnitini thly trojihelnika ABC.

Protoze body A,C, M a N lezi na jedné kruznici a plati |[<ACM| = 7, potom také
|<ANM| = 7. Podobné protoze body A, B, M a N lezi na jedné kruznici a plati
|<ABN| = g, potom také |[<NMA| = g Stejnym zpusobem odvodime i néasledujici
rovnosti:

|<CAN|=|<CBN| =5 a |<BAM|=|<BCM|=1.

Ve sborniku [1] str.7

— 97—
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7 velikosti vySe uvedenych thla plyne, Ze trojuhelniky AME, NAF a NMA jsou
navzajem podobné trojihelniky.

Z podobnosti trojuhelniki AME a N AF plyne, ze thly AFN a M EA jsou shodné,
a proto jsou shodné i k nim vedlejsi thly AFE a AEF'. Z toho plyne, Ze trojuhelnik
AFFE je rovnoramenny se zékladnou EF'. (Zduraznéme, Ze to plati v obecném troj-
thelniku ABC'. Dosud jsme totiz shodnost tse¢ek M E, EF a FN nevyuzili.)
Podobné trojiuhelniky AME a NAF se shoduji v poméru svych stran: % = %.
Odtud diky obecné dokézané rovnosti |AE| = |AF| plyne rovnéz (obecnd) rov-
nost |ME| - |NF| = |AE|*. ProtoZe obé& tisecky ME a NF jsou dle pfedpokladu
tilohy shodné s tseckou EF, plyne z posledni rovnosti vztah |[EF|*> = |AE|* neboli
|AE| = |EF)|. Zjistili jsme tak, Ze vSech pét tiseCek AE, EF, AF, ME a NF mé
stejnou délku.

Podle predchoziho je trojihelnik AEF rovnostranny, a proto a = %, zatimco troj-
uhelnik AEM je rovnoramenny s hlavnim vrcholem FE, a proto pro jeho diive vy-
jadrené uhly pti zakladné AM plati g = 7, tudiz § = 7. Dohromady dostévdme,
ze ABC' je rovnoramenny trojihelnik s tthlem % u svého hlavniho vrcholu A, tudiz
je rovnostranny.
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ZADANI II%

Je dan ¢tytthelnik, jehoz strany BC' a AD jsou rovnobézné a tihlopticky se protinaji
v bodé O. Pro tento ¢tyfthelnik plati |CD| = |AO| a |BC| = |OD| a navic thlo-
pricka AC' je osou tthlu BC'D. Urcete velikost tthlu ABC'.

RESENTI:

Nejprve dokazeme, Ze nékteré trojuhelniky na obrazku jsou rovnoramenné, pricemz
je budeme oznacovat pismeny tak, ze pismeno uprostied nazvu trojihelnika oznacuje
jeho hlavni vrchol.

Trojthelnik ADC' je rovnoramenny, protoze plati |[<DAC| = |[<ACB| = |<ACD|.
Prvni rovnost plati, protoze AD a BC' jsou rovnobézky, které protina primka AC'.
Druhé rovnost plati, protoze ze zadani vime, ze AC' je osa thlu BC'D.

Trojuhelnik DAO je rovnoramenny, protoze |AD| = |CD| = |AO|. Prvni rovnost
plati, protoze trojuhelnik ADC' je rovnoramenny, druha rovnost je dana zadanim
ulohy.

Trojahelnik BCO je rovnoramenny, protoze |<CBO| = |<ADO| = |<AOD| =
= |<BOC|. Prvni rovnost plati, protoze AD a BC jsou rovnobézky, které protina
primka BD. Druhé rovnost plyne z rovnoramenného trojihelnika DAQO. Tfeti rov-
nost plati, protoze thly AOD a C'OB jsou vrcholové.

Trojthelnik COD je rovnoramenny, protoze plati |[DO| = |BC| = |CO|. Prvni rov-
nost je dana zadanim tulohy. Druha rovnost plyne z rovnoramenného trojuhelnika
BCO.

Pro prehlednost si nyni do obrazku zaznacime velikosti thld pomoci pismen fecké
abecedy tak, ze a = |[<BCA| a = |<ADB].

2Ve sborniku [5] str.16
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Nyni vypocéteme velikosti thld a a (. Pro trojuhelniky BOC a COD vyuzijeme
poznatek o souctu vnitinich thld trojihelnika:

284+ a=180° a 2o+ (180° — ) = 180°.

7 druhé rovnosti plyne § = 2a. Dosazenim do prvni rovnosti dostaneme 5o = 180°,
odkud «a = 36°, a proto g = 72°.

Vsimnéme si, ze rovnost § = 2« znamena, ze také trojuhelnik BDC' je rovnoramenny.
Proto plati |BD| = |CD|, zaroveii vSak z rovnoramenného trojihelnika ADC' plyne
|AD| = |CD|, tudiz |BD| = |AD|, a proto i trojihelnik ADB je rovnoramenny,
pritom u hlavniho vrcholu D méa thel 8. Proto jeho vnitini thly u zakladny AB
maji velikost:

|<ABD| = |[<BAD| = 82=8 = 108 — 54°,

2
Hledana velikost ithlu ABC ma tedy hodnotu:

|<ABC| = |[<ABD| + |<CBD| = 54° + 72° = 126°.
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ZADANI III%:

Je dan trojuhelnik ABC' a stfed I kruznice vepsané tomuto trojuhelniku, ktera se
dotyké strany BC' v bodé D a strany AC' v bodé E. Bod P je prusecik pifimek Al
a DFE, bod M je stfed strany BC' a bod N je stied strany AB. Dokazte, ze body M,
N a P lezi na jedné primce.

______
-------

RESENI:

V piipadé |AB| = |AC| plati D = M = P, body M, N a P pak tedy lezi na jedné
ptimce. Dale dokazeme kolinearnost bodi P, M a N v piipadé |AB| > |AC], pro pii-
pad |AB| < |AC]| je dikaz analogicky.

Ozna¢me vnitini thly trojuhelnika ABC'": u vrcholu A thel «, u vrcholu B thel 3,
u vrcholu C' thel . Potom plati:

1. |<BDP| = |<CDE| = 90° — 3 (z rovnoramenného trojthelnika CDE).

2. |<BIA| = 180°— £ (z trojihelnika ABI), a proto |[<BIP| = *t2 = 90°— 1.

To znamena, Ze ¢tyithelniku BP DI mizeme opsat kruznici (isecku PB totiz vidime
z bodu D iz bodu I pod thlem 90° — 2). Této kruznici je vepsany pravouhly troj-
thelnik BDI s pravym thlem u vrcholu D. Z toho plyne, ze také trojihelnik BPI
je pravouhly s pravym tthlem u vrcholu P. Protoze je trojihelnik BPI pravouhly,

3Ve sborniku [4] str.9
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je také trojuhelnik ABP pravouhly. Jelikoz N je stfed tsecky AB, je zaroven stie-
dem prepony trojuhelnika ABP a podle Thaletovy véty i stfedem kruznice opsané
tomuto trojuhelniku. Z toho plyne, ze |[<BNP| = 2|<BAP| = « (podle véty o ob-
vodovém a stredovém uhlu s prihlédnutim k tomu, Ze tsecku BP vidime z bodu A
pod tthlem §). Dostévame tak, Ze piimka PN je rovnobézné s pifimkou AC, a protoze
ptimka M N je také rovnobéind s AC (tisecka M N je totiz stfedni piicka trojuhel-
nika ABC), plati, Ze pfimka uréend body P, N je touz pfimkou jako pfimka uréend
body M, N. Z toho plyne, ze body P, M, N jsou kolinearni.
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ZADANI IV

KruZnice k; a ko riiznych poloméri se protinaji v bodech A; a As. Necht ¢ je spolecné
teCna téchto kruznic takova, ze vzdalenost tecny ¢ od bodu A, je kratsi nez vzdalenost
tecny t od bodu A,. Oznaéme B; a By body dotyku piimky ¢t po fadé s kruznicemi kq
a ky. Déle necht k3 a k, jsou kruznice se spole¢nym stiedem A; a poloméry po fadé
A1 B; a A1 Bs. Kruznice k; a k3 se navic protinaji v bodé C; # B; a kruznice ks a ky
se navic protinaji v bodé Cy # Bs. Oznac¢me D prusecik ptimek B;C) a ByCy a E
prusecik piimky B;C; a kruzZnice k4, ktery lezi ve stejné poloroviné vytaté primkou
B>(C5 jako bod (. Dokazte, ze piimka A;D je kolma k pfimce CoF.

RESENT:

Uhel ByB; A; mezi te¢nou t a tétivou By A; kruznice k; je roven obvodovému thlu
B1C1Aq, a tedy i tahlu A, B1C}, protoze trojuhelnik B; A;C je rovnoramenny s hlav-
nim vrcholem A;. Takze plati |[<ByB1A;| = |<A;1B1Ch], tudiz polopiimka By A; je
osou uhlu BgBlcl, tedy uhlu BQBID.

Analogicky dostavame, ze také polopiimka polopfimka BsA; je osou thlu By BsD.
Dohromady to znamené, Ze bod A; je stfedem kruznice vepsané trojihelniku By By D
a ze poloptimka DA je osa jeho tietiho tthlu By D B,. Oznacme jesté F' prisecik pii-
mek A;D a CyF.

“Ve sborniku [1] str.25
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Z rovnosti vrcholovych thld a vlastnosti osy thlu mame

z ¢ehoz plyne:

’QCQDAl‘ =T — |<IFD02’ =T — ‘401DF| = |<IA1D01| = |<IA1DE|
Vidime, ze uhel CyDA; je tupy, protoze |<<F DCsy| = w < 3.
Trojtuhelniky CoDA; a EDA; maji oba tento tupy thel u spole¢ného vrcholu D,
spole¢nou stranu A; D, shodné strany C5A; a C;A; protilehlé jejich vrcholu D. To
znamena, Ze jsou podle véty Ssu shodné. Z toho plyne, ze |[<Cy A1 F| = |<CyA1D| =
= |<DA,E| = |<FA,E|. Dostavame tak, Ze polopfimka A;F je osa tithlu u hlavniho
vrcholu rovnoramenného trojuhelniku Cy A E, takze A1 F je zaroven vyskou na za-
kladnu toho trojihelnika. P¥imka A; D je tedy kolméa na piimku C5F, jak jsme méli
dokéazat.
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ZADANI V.

Oznaéme O stied kruznice opsané ostrothlému trojihelniku ABC'. Necht O; je bod
na ose usecky AB takovy, ze O a O lezi v opa¢nych polorovinach vytatych pfimkou
AB. Necht k je kruznice se stfedem O; a polomérem AQO,. Body A; a B; oznacuji
dalsi priseciky kruznice k s pfimkami AC' a BC'. Dokazte, ze pokud se tsecky A;B
a ABj protinaji v nékterém bodé kruznice opsané trojihelniku ABC', potom AO; BO
je tétivovy ctyithelnik.

B; B C

RESENTI:

Oznacme D prusecik piimek A;B a AB; a « velikost thlu A; AB;. Potom vedlejsi
tthel CAD ma velikost m — a.. Protoze podle predpokladu ze zadani je ¢tyfthelnik
ADBC tétivovy, plati:

|<CBD| =7 —|<CAD| =7 — (7 —a) = a.

Uhel A,BBy, ktery je vedlejsi k thlu CBD, mé tedy velikost 7 — .
Uhly A, AB; a A, BB, nad tétivou A, B; kruznice k vSak maji stejnou velikost, takze
plati:

m
'/T—Oé:’<IAlBBl‘:’<IA1ABl‘:a7 Odtud 0425

Oznac¢me v velikost thlu ACB. Potom podle véty o obvodovém a stiedovém tuhlu
plati |[<AOB| = 2. Zaroven z trojihelniku AB;C plyne:

T
[9ABIC| = 7 — [4BIAC| - |[QACBy| =7 - 5 =7 = g — .

Ve sborniku [1] str.15
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Odtud urc¢ime velikost stiedového thlu AO; B:

|<AO\B| = 2|<AB, B| = 2|<AB,C| = 2(% - 7> — 2.

Abychom ovérili, zda je ¢tyfthelnik AO, BO tétivovy, zkontrolujeme, zda soucet thld
u protilehlych vrchold O a Oy je

|STAOB| + |[<AO B| = 2y + (7 — 27) = m.

Dokéazali jsme tedy, ze ¢tyfuhelnik AO;BO je tétivovy.
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ZADANI VI¢:

Kruznice k; a ky se sttedy Op a Oy se protinaji v bodech A a B, pricemz vzdalenost
stfedi O; a O, je vétsi nez poloméry téchto kruznic. Necht C; a Cy oznacuji ta-
kové priiseciky primky 010, po fadé s kruznicemi k; a ks, které nejsou body tsecky
0105. Oznac¢me dale D; prisecik ptimky AC, s kruznici k; a D, prisecik primky
ACY s kruznici k. Pfimky DB a Dy A se protinaji v bodé E a primky D1 A a Do B
se protinaji v bodé F. Dokazte: jestlize AO,BO, je tétivovy ctyftuhelnik, potom také
AEBF je tétivovy ¢tyruhelnik.

RESENT:

Predpokladejme podle zadani, ze ¢tyruhelnik AO;BO, je tétivovy. Stfed kruznice
opsané tomuto ¢tyithelniku lezi na ose usecky AB, ktera splyva s pfimkou O;0;.
Z Thaletovy véty nyni plyne, Ze |[<O1AQ;| = |<O1BO,| = §. Trojthelniky O;0,A
a 010, B jsou tedy pravouhlé se spole¢nou preponou O;0s.

Ozna¢me o = |<<AO,0,|, potom plati |[<AO,B| = 2a. Uhel AO,B je zaroveii stie-
dovym thlem nad tétivou AB kruznice ko, coz znamena, ze je zaroven dvakrat tak
velky nez thly AD;B a ACy,B. Shriime zjisténé:

Protoze je trojuhelnik AO,0O, pravouhly, plati:
T T
’<IA0102| = 5 — ’4010214‘ = E— Q.

7 toho dale plyne:
|<IA01B| == 2|<IA0102| =TT — 204,

5Ve sborniku [1] str.16
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odkud podobné jako vyse dostavame:
7

Ctytthelnik ACyBCy je ziejmé deltoid, pro jehoz thly plati |[<AC|B| = 2 — «a

a |<ACyB| = a, takZze mizeme dopocitat velikosti shodnych ahla CoACT a CoBCh:

2 — |[<ACB| — [€<ACB|  2r— (5 —a)—a 37

2 —_— —

|<<CLAC| = |[<CoBCY| = 5 5 T

K nim shodné vedlejsi thly D, AC, a D BC, proto maji velikost 7, stejné jako dalsi
vedlejsi tthel Dy AC, a konecéné i jako thel Dy BCs, ktery s tthlem Dy AC, prislusi
v kruznici ky jako obvodové tihly témuz oblouku CoDy. Uhel FBE nyni miZeme
vyjadiit pomoci uhld CoBC,, CoBDy a D1 BC a dopocitat jeho velikost:

3 m 9w w

Nakonec ovéfime, zda je ¢tyfahelnik AEBF tétivovy diky souc¢tu velikosti ithli u jeho
protilehlych vrcholi:

3
|<EAF|+ |<FBE| =

I—F = T.

m
4

Ctyithelnik AEBF je tedy tétivovy, jak jsme méli dokazat.



Kapitola 3. Slozitéjsi ulohy 39

ZADANI VII":

Je dan trojihelnik ABC a bod P uvnitt tohoto trojtihelnika tak, ze stifedy Mp a M4
kruznic kg a k4 opsanych trojuhelnikim AC'P a BCP lezi vné trojihelnika ABC'.
Navic predpokladejme, ze body A, P a M, jsou kolinearni stejné jako body B, P
a Mp. Pfimka, kterd prochézi bodem P a je rovnobézna s AB, protina kruznici k4
v bodé D a kruznici kg v bodé E (kde D # P # F). Dokazte, ze |DE| = |AC|+|BC/|.

RESENT:

Nejprve dokazeme, ze body M4 a Mp lezi na kruznici opsané trojuhelniku ABC.
Ozna¢me ¢ = |<CBP|. Podle véty o stfedovém a obvodovém tuhlu pro oblouk PC
kruznice k4 plati rovnost |[<CM4P| = 2¢. Protoze ptimka M, Mg je osou tsecky
CP, je ¢tyruhelnik M,C'MpP deltoid soumérny podle své thlopticky M Mg, z ce-
hoz plyne |[<CMsMpg| = ¢. Protoze B, P a Mg jsou kolinearni, plati |[<CBP| =
= |<CBMpg| = ¢. Z toho plyne, ze tsecka C'Mp je vidét z bodd M4 a B pod stej-
nym thlem, tudiz body C, M4, Mg a B lezi na jedné kruznici. S ohledem na symetrii
zadani se stejné tak dokaze, ze rovnéz body C, M4, Mg a A lezi na jedné kruznici.
Dohromady dostavame, ze oba body A a B lezi na kruznici opsané trojuhelniku
CMaMpg, ktera je tudiz opsana i trojuhelniku ABC' a prochazi body My a Mp, jak
jsme tvodem slibili dokéazat.

"Ve sborniku [4] str.13
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V druhé casti feSeni dokazeme, 7ze ctyfthelniky PBDC a PCEA jsou rovnora-
menné lichobézniky. Tvrzeni dokazeme pouze pro ¢tytthelnik PBDC' pro ¢tytuhel-
nik PCFE A je dikaz analogicky.

Usecka AC' je vidét z bodu M, pod thlem 2¢. Protoze A,C, M4 a B lezi v tomto
poradi na jedné kruznici, je také |<TABC| = 2¢. Protoze |[<CBP| = |[<CBMpg| = ¢,
lezi bod P na ose uhlu ABC, takze plati i |[<ABP| = ¢. Odtud diky rovnobéznosti
PD a AB dostavame |<BPD| = ¢. Obloukim BP a PC kruznice ks tak odpo-
vida stejny obvodovy thel ¢, takze tétivy BD a C'P jsou shodné. To znamend, ze
PBDC je rovnoramenny lichobéznik, nebof v soumérnosti kruznice k4 podle jeji
tétivy BP prechazi tétiva BD ve shodnou tétivu PC, a tedy bod D v bod C'. Plati
tedy |PD|=|BC|. Analogicky se odvodi i rovnost |PE| = |AC| z rovnoramenného
lichobéznika PCEA.

Nakonec tedy dostavame |DE| = |PE| + |PD| = |BC|+ |AC].
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ZADANI VIII®:

Je dan trojuhelnik ABC, pro ktery plati |AC| < |BC| a |AC| # |AB|, a kruznice k
opsana tomuto trojihelniku. Ozna¢me F stied toho kruznicového oblouku AB, ktery
obsahuje bod C. Déle ozna¢me D bod na tsecce BC takovy, Ze plati rovnost |BD| =
= |AC|. Ptimka DF protina kruznici k také v bodé F' # E. Dokazte, ze body A, B,
C a F jsou vrcholy rovnoramenného lichobéznika.

RESENI:

Rozlisime jako na obrazcich dvé situace podle toho, zda bod F' lezi na oblouku BAC
bud mezi body A a C' (obrazek vlevo), nebo mezi body A a B (obréazek vpravo). Ze je
ptipad A = F vylouen, ndm v zavéru feSeni vyplyne z podminky |AB| # |AC.
Protoze E je stfed oblouku ACB, plati |AE| = |BE|. Podle zadani plati rovnéz
|AC| = |BD|, a tak jsou trojuhelniky AEC a BED shodné podle véty sus, nebot se
shoduji i ve vnitfnich thlech u vrcholt A, B vybarvenych na obou obrazcich, protoze
jde o dva obvodové tthly nad tétivou C'E. Z dokazané shodnosti trojuhelniki AEC
a BED plyne shodnost jejich thld u spole¢ného vrcholu | které jsme na obrazcich
vyznacili obloucky.

Ze ziskané shodnosti dvou obvodovych uhli s vrcholem E plyne shodnost odpo-
vidajicich tétiv AC a BF. V obou situacich je proto tétiva AC vidét z bodu B
pod stejnym thlem, jako je shodna tétiva BF' vidét z bodu C. Trojuhelniky ABC
a FFBC jsou proto soumérné sdruzené podle osy spolec¢né strany BC, tudiz A, B,
C a F jsou skutec¢né vrcholy rovnoramenného lichobéznika, neplati-li ovsem A = F'.
V piipadé A = F by vsak z dokdzané rovnosti |AC| = |BF| plynulo |[AC| = |BA|,
coz je zadanim tlohy vylouceno.

8Ve sborniku [1] str.24
V piivodnim zadani chybi pfedpoklad |AC| # |AB|. Pokud tento pfedpoklad v tloze chybi, body
A, B, C' a F mohou tvofit nejen vrcholy rovnoramenného lichobéznika, ale také rovnoramenného
trojuhelnika.
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ZADANI IX°

Je dan ostrothly trojuhelnik ABC' a jeho ortocentrum je oznac¢eno pismenem H.
Primka kolmé k tsecce AC, kterd prochazi bodem A, a primka kolmé k tsecce BC,
ktera prochazi bodem B, se protinaji v bodé D. Kruznice se stifedem C' a polomérem

|HC|| protina kruznici opsanou trojihelniku ABC' ve dvou bodech, které oznacime
E a F. Dokazte, ze |DE| = |DF| = |AB|.

RESENT:

Trojthelnik ABC' je ostrothly, proto je bod H jeho vnitfnim bodem. Ptedpoklé-
dejme, Ze bod FE lezi na kratsim oblouku BC a F' lezi na kratsim oblouku AC
kruznice opsané.

V nésledujici ¢asti dokazeme, Ze bod E (resp. F') je obrazem ortocentra H trojihel-
niku ABC' v osové soumérnosti podle strany BC' (resp. AC). S ohledem na symetrii
celé situace dokdzeme pouze tuto vlastnost bodu F', pro bod FE je diikaz analogicky.
Nejprve ozna¢ime H,, Hy, H, paty vySek po fadé z vrcholi A, B, C a a = |[<CAB|,
B =|<ABC|,v = |<BCA| velikosti vnitinich thld trojihelnika ABC.

Nyni si ur¢ime velikosti dalsich hli potfebnych pro dikaz. Protoze trojuhelnik
AH.C je pravouhly, plati, ze |[<ACH. = 90° — a. Z trojuhelniku AH,C plyne,
ze |[<CAH,| =90° —~.

Protoze zname velikosti <ACH. a <C AH,, mizeme také dopocitat velikost <AHC"

9Ve sborniku [5] str.7



Kapitola 3. Slozitéjsi ulohy 48

|[<AHC| = 180° — (|[<ACH,| + |<CAH,|) =
=180°— (90° —a+90° —v) = a + 7.

Déle vime, ze body A, B,C a F' v tomto poradi lezi na kruznici opsané trojuhelniku
ABC. Z toho plyne, ze tyto ¢tyti body tvoii vrcholy tétivového ¢tytthelnika ABCF,
k jehoz vlastnostem patii, ze soucet velikosti vnitinich thla protilehlych vrcholt je
roven 180°. MuZeme tedy vyjadrit velikost <AFC, |[<AFC| = 180° — 3, a protoze
soucet velikosti thla libovolného trojahelnika je 180° (tedy « + 5 + v = 180°), plati
|<AFC| =180°— 3 = a + 7.

Z téchto poznatki plyne, ze |[<AFC| = a+ v = |<AHC|, tudiz tsecka AC je vidét
z bodi F' a H pod stejnym tthlem. To jak zndmo pro body F' a H z opacnym po-
lorovin vytatych pfimkou AC' nastane, jen kdyz kruznicové oblouky AFC a AHC
jsou soumérné sdruzené podle primky AC'.

Protoze podle této primky je soumérnd i kruznice se stfedem C, na niz oba body
F a H lezi, jsou i tyto dva body (jakozto jeji pruse¢iky s obéma zminénymi ob-
louky) soumérné sdruzené. Bod F je tedy obrazem bodu H v osové soumérnosti
podle primky AC', jak jsme chtéli dokazat.

Jelikoz je bod F' obrazem bodu H v osové soumérnosti podle ptimky AC, jsou FH
a BH jedna a tataz ptimka kolmé na stranu AC. Podobné FH a AH jsou jedna
a tataz primka kolmé na stranu BC.

Podle zadani plati, ze |[<CAD| = |<CBD| = 90°, coz podle Thaletovy véty zna-
mena, ze ¢tyruhelnik ADBC' je tétivovy. Z toho dale plyne, Ze i bod D, stejné jako
bod F, lezi na kruznici opsané trojthelniku ABC. Ctyithelnik ADBF je tedy té-
tivovy a jeho protéjsi strany AD a BF, jakozto tétivy opsané kruznice, tak maji
spoleénou osu, nebot jsou obé kolmé k usecce AC, a tudiz jde o dvé rovnobézné
tétivy. Podle této osy jsou proto soumérné sdruzené také thlopticky AB a DF' (rov-
noramenného) lichobéZniku ADBF'. Tim je dokdzéna rovnost |AB| = |DF|. Druha
pozadovand rovnost |AB| = |DE| se analogicky dokaze uvahou o tétivovém ¢tyf-

thelniku ADBE.



Z.avér

Ve své bakalafské praci jsem fesila planimetrické tlohy ze zahrani¢nich matematic-
kych soutézi. Mym cilem bylo vytvorit sbirku planimetrickych tloh, ktera poslouzi
jako cvicebnice nadanych zaki v matematickych krouzcich nebo jako studijni mate-
rial pri pripravé na matematické olympiady, proto jsou feseni téchto tloh vypraco-
vana obdobné jako vzorové texty Matematické olympiddy CR. Ulohy jsem rozdélila
nosti, aby ¢tenar této prace mohl postupovat od méné naro¢nych tloh k tém kompli-
kovanéjsim. Cely text je uveden kapitolou Teoretické minimum za Gcelem seznamit
Ctenare se zakladnimi pojmy a poznatky, které jsou klicové pro feSeni uvedenych
uloh.

Ulohy jsem &erpala z anglicky psanych sbornikt zahrani¢nich matematickjch sou-
tézi, seznamila jsem se tak s anglicky psanou matematickou literaturou. Sborniky
obsahovaly nejen zadani, ale také reseni soutéznich tiloh. Tato Teseni vsak nebyla
uplna a v nékterych pripadech zcela chybéla. Béhem své prace jsem tedy prekladala
vybrana zadani a prepracovavala feseni uloh tak, aby byla kompletni. V nékterych
pripadech stacilo pouze poupravit nebo doplnit feseni uvedené ve sborniku, v dalsich
pripadech jsem celé feseni prepsala podle sebe a rad svého vedouciho, aby bylo feseni
co nejsrozumitelnéjsi a predevsim uplné.

P1i psani této prace jsem se také ucila sazet text v programu IXTEX a vytvaret
obrazky v programu GeoGebra. Neseznamila jsem se tak pouze s fesenim plani-
metrickych loh zahrani¢nich matematickych soutézi, ale také jsem obohatila své
dovednosti pii vytvareni elektronickych obrazki a pri sazeni textid v matematickém
prostiedi. Mimo to jsem oprasila své prekladatelské dovednosti a obohatila je o od-
bornou slovni zasobu matematickych textt.
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