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Uvod

Nasledujici fadky kratkého vstupniho textu ptiblizuji, jak je v souladu se zaddnim pro-
jektu cela predlozené préce sestavena. Po popisu jejich kapitol po obsahové i formélni
strance strucné nastinim, jak jsem v pribéhu piipravy postupovala.

v

V prvni, teoreticky zaméfené kapitole jsou pfehledné shrnuty nejdilezitéjsi poznatky
Skolské planimetrie a trigonometrie potfebné pro feSeni geometrickych vypoctovych
uloh. Nékteré z téchto poznatkl jsou dokdzany oddélené ve druhé casti kapitoly. Pii
rozhodovani, které dikazy do textu zafadit, jsem posuzovala, které postupy jsou po-
uéné a uzite¢né i z hlediska dalsiho uplatnéni pti feseni dloh.

Druh4 kapitola je v praci stézejni. Ze zna¢ného mnoZstvi obtiznéjsich vypoctovych
iloh, které jsem s rozmyslem vybrala po prostudovani dostupné ¢eské i zahrani¢ni li-
teratury, jsou v kapitole metodicky sdruzoviny tlohy feSitelné jednim prostfedkem bez
vétstho provazani s dalsimi tématy. Piipadni uzivatelé naseho textu tak budou mit moz-
nost osvojovat si uméni geometrickych vypocti co nejpiistupnéji — po etapéach podle
jednotlivych témat a metod.

Treti kapitola obsahuje dalsi zajimava tvrzeni a vztahy mezi zakladnimi prvky trojui-
helniki a étyitahelniki. I presto, Ze nejsou bézné zatfazovany v uc¢ebnicich pro gymnazia,
dokazeme je elementarnimi postupy. Tato ¢ast prace miZe poslouzit jako prehled méné
zndmych poznatki i jako zdroj na né navazujicich feSenych tloh.

V8echny tlohy zafazené v préci jsou vyfeSeny, nékolikrat je postup TeSeni zcela
prevzaty ze zdroje, vétsinou je vSak upraven nebo nové vytvofen — zejména u zdroja,
které obsahuji pouze zadani. Resenf témét viech tloh jsou opatfena obréazky, na které
v textu neodkazuji, neni-li to nezbytné napt. kvili upfesnéni zplisobu znaceni ¢ popisu
situace. K zadani vétsiny uloh je pripojena poznamka pod ¢arou s odkazem na pouzitou
literaturu ve formatu [zdroj, str. X/Y], kde X je ¢islo strany a Y ¢islo nebo jiné oznaceni
zadéani tlohy. Odkazy chybi u naméti a vysledki, které jsou vSeobecné znamé (a presto
jsem povaZzovala jejich zafazeni za ucelné). Na nékolika mistech préace se objevuji ptivodni
ndméty, neni v8ak vylouceno, Ze jsou jiz publikovany v literatuie, kterou jsem neméla
k dispozici.

Na pocatku pfipravy préace jsem prosla ucebnice ([Pom=93|, [Odv=94], [Pom-95])
a knihy o geometrii (|[Bra—05], [Cox—67], [Joh=60] a dalsi), abych ziskala piehled o po-
znatcich a potfebny nadhled. Dlouhou a naro¢nou etapu shromazdovéani jednotlivych
tloh jsem zah4jila studiem sbirek [Sar-86], [Eng 98|, [Pra—86a] a [Pra—S6b]. Teprve poté
jsem pristoupila k vyhledavani jednotlivych tloh, které jsou rozptyleny ve vSeobecné za-
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méfenych knihach o elementarni matematice a ro¢enkach matematickych soutézi z riiz-
nych zemi celého svéta. Konecné jsem se v omezeném rozsahu vénovala vlastni tlohové
tvorbé, abych osobnim prispévkem doplnila nékteré tematické celky tloh, zejména ve
tTeti kapitole prace.
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Kapitola 1
Zakladni pojmy a vysledky

V této tvodni kapitole shrneme nejdulezitéjsi poznatky, jejichz zvladnuti je nutné pro

vvvvvv

seznamu v8ech definic, zejména jsou vynechany pojmy znamé ze zakladni gkoly. Tvr-
zeni jsou nejprve predkladédna bez diukazu, aby byla zachovana stru¢nost a pfehlednost,
v podkapitole jsou pak nékteré poucné dikazy uvedeny samostatné.

Clenéni textu
Pro zprehlednéni textu jsou pouzivany nasledujici zvyraziujici prvky:
@ Definice pojmi ¢asto pouzivanych v talohéch.

m Informace o obvyklém znaceni nebo pouziti.
Tvrzeni potiebna pro feSeni tloh (axiomy a véty).

Definice a tvrzeni celé kapitoly jsou pfevzaty z u¢ebnic [Pom-93| a [Odv-94]. Ostatni
texty a usporadani celé kapitoly jsou ptvodni.

1.1 Zarazeni tématu v ucebnicich gymnazia

Regenf vypoctovych tloh v eukleidovské geometrii je zarazeno na nékolika mistech ucéeb-
nic pro gymnézia. Nejprve jsou v u¢ebnici Planimetrie [Pom=93] budovany a upeviiovany
zékladni pojmy geometrie v roviné a odvozeny dulezité vlastnosti a vztahy. Po probrani
tématu elementarnich funkci je geometrické ucivo rozsifeno o trigonometrii v uc¢ebnici
Goniometrie [Odv—=94] a ziskané poznatky jsou nasledné uplatnény v prostoru v u¢ebnici
Stereometrie [Pom-95].
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KAPITOLA 1. ZAKLADNI POJMY A VYSLEDKY

1.2 Uhly, kruznice
Dvojice thla

K vyfeSeni mnoha tloh postac¢i zékladni vlastnosti vyznamnych dvojic ahlu:
@ Dva konvexni tthly AV B, AV C, které maji spoletné rameno VA a ramena VB, VC
jsou navzajem opacné polopiimky, se nazyvaji ithly vedlejsi.

@ Dva konvexni thly AV B, CV D, jejichz ramena VA, VD a rovnéz tak VB, V' jsou
navzijem opacné poloprimky, se nazyvaji vrcholové thly.

Pomoci obrazku [1| pfedstavujiciho dvé piimky a, b protaté prickou p jsou zavedeny
pojmy stiidavé a souhlasné dhly:

) a
T
b B/

Obr. 1 — souhlasné a st¥idavé thly

@ Dvojice tuhli a, o; 8, 8'; v, 7'; 8, ' se nazyvaji tthly souhlasné. Nahradime-li jeden
ze dvou souhlasnych thla dhlem k nému vrcholovym, dostaneme dvojici st¥idavych
ahla. Dvojice stiidavych thli jsou tedy o, ~'; 3, 8'; v, o/; 6, 3.

Konkrétni vyuziti v tlohach pfindsi nasledujici tvrzeni:

Vrcholové thly jsou shodné.
Soucet vedlejsich thla je thel pfimy.

Jestlize jedna dvojice souhlasnych (stf¥idavych) thla vytatych prickou p pfimek a, b jsou
uhly shodné, pak pfimky a, b jsou rovnobézné.

Jsou-li pfimky a, b rovnobé&zné, pak kazda dvojice souhlasnych (stiidavych) ahla vyta-
tych pfickou p primek a, b jsou thly shodné.
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1.2. UHLY, KRUZNICE

Uhly pf¥islusné k oblouku kruznice

@ Uhel, jeho# vrcholem je stied S kruznice k a ramena prochézeji krajnimi body
oblouku AB kruZnice k, se nazyva stfedovy thel prislusny k tomu oblouku AB,
ktery v tomto thlu lezi.

@ Kazdy thel AV B, jehoz vrchol V je bodem kruZnice k a ramena prochazeji krajnimi
body oblouku AB kruZmice k (V # A,V # B), se nazyva obvodovy thel pfislusny
k tomu oblouku AB, ktery v tomto uhlu lezi.

Velikost stfedového tihlu je rovna dvojnasobku velikosti obvodového thlu piislusného
k témuz oblouku.

VsSechny obvodové thly piislusné k danému oblouku jsou shodné.

K mensimu z obou obloukti AB kruZnice piislusi konvexni stfedovy thel a ostry obvo-
dovy thel. K vétsimu oblouku AB pfislusi nekonvexni stfedovy thel a tupy obvodovy
thel. K pulkruZnici piislusi pfimy stfedovy thel a pravy obvodovy thel. Soucet stiedo-
vych uhla prislusnych k obéma obloukim AB je thel plny, a proto je soucet obvodovych
uhla prislusnych k obéma obloukim AB thel piimy.

Je dan oblouk AB kruznice k£ a bod C' v opacné poloroving s hrani¢ni pfimkou AB.
Je-li velikost thlu AC'B rovna velikosti obvodového thlu pfislusného k oblouku AB,
pak bod C' lezi na kruZnici k.

LD

A o/ B

Obr. 2 — obvodovy, stfedovy a tusekovy thel
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KAPITOLA 1. ZAKLADNI POJMY A VYSLEDKY

Thaletova véta. VSechny obvodové thly nad primérem kruznice jsou pravé.
@ Konvexni thel BAX (pfip. ABX), jehoZ jednim ramenem je polopfimka AB (popf.
BA), kde A, B jsou krajni body oblouku AB kruZnice k a druhym ramenem je po-

lopfimka AX (popf. BX), lezici v teéné ke kruznici v bodé A (popf. B), se nazyvé
usekovy tuhel prislusny k oblouku AB, ktery v tomto uhlu lezi.

Usekovy tihel pifslusny k danému oblouku je shodny s obvodovymi thly pifslusnymi
k témuz oblouku.

Situace je znazornéna na obr. 2] Plati w = 2«

Dalsi vlastnosti kruznice

Pata kolmice vedené ze stfedu kruznice na setnu AB je stfedem tétivy AB.

Tec¢na kruznice je kolma ke spojnici bodu dotyku a stredu kruznice.

@ Délka tisecky spojujici bod vné kruznice a bod dotyku teény vedené z tohoto bodu
ke kruznici se nazyva délka tec¢ny.

Bodem lezicim vné kruznice prochézeji pravé dvé tecny kruznice. Délka teény vedené
z vnéjsitho bodu ke kruznici je pro obé te¢ny shodna.

Obr. 3 — te¢ny z vnéjsiho bodu ke kruznici

Na obr.[3]jsou pravouhlé trojuhelniky SMT; a SMT5 soumérné sdruzené podle primky SM.

@ Libovolnému bodu M roviny lze prifadit skaldrni veli¢inu m, pro niz plati
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1.2. UHLY, KRUZNICE

1. |m| = |[MA|-|MBJ|, kde A, B jsou priise¢iky dané kruznice k s libovolnou jeji
seénou prochéazejici bodem M. Hodnota uvedeného soucinu na vybéru secny
nezavisi, je tedy ur¢ena danym bodem M.

2. m > 0 pro body M vné kruznice,
m = 0 pro body M € k,
m < 0 pro body M uvnitf kruznice.

Hodnota m se nazyva mocnost bodu M ke kruznici /]

Je-li v (v > 0) vzdalenost bodu M od stfedu S kruZnice k o poloméru r, pak pro

mocnost m plati m = v? — 2.

Pro délku tecny z bodu M vné kruZnice k s bodem dotyku T plati
|MT* =m,

neboli

IMT|* = [MA| - |MB],

kde body A, B jsou pruseciky kruznice k s libovolnou se¢nou prochézejici bodem M.

Spole¢né tec¢ny dvou kruzZnic

Na obr. 4] jsou zobrazeny vnit¥ni (resp. vnéjsi) spoleéné teény dvou kruznic, vyzna-
¢ené vzdalenosti bodu dotyku se nazyvaji délky spoleénych tecen.

Obr. 4 — spoletné te¢ny dvou kruznic (vlevo vnitin{ a vpravo vnéjsi)

Existuji-li dvé vnitini (resp. vnéjsi) spolecné te¢ny dvou kruznic, maji shodnou délku.

Na obr. {4 jsou v obou pripadech tsecky 17175 a 1374 soumérné sdruzené podle primky
prochézejici stfedy obou kruznic.

1Znéni definice bylo oproti uéebnici [Pom-93] upraveno.
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KAPITOLA 1. ZAKLADNI POJMY A VYSLEDKY

1.3 Trojuhelnik

@l Trojthelnik ABC' je prinik polorovin ABC, BC'A, CAB; pritom body A, B, C
(zvané vrcholy trojuhelniku ABC) nelezi v jedné piimce. Konvexni uhly BAC, ABC,
BCA nazyvame vnit¥ni thly trojihelniku ABC'. Vedlejsi thly k vnitinim thlim
trojuhelniku ABC nazyvame vné&jsi tthly trojahelniku ABC.

E Strany BC, C' A, AB trojuhelniku ABC zna¢ime obvykle a, b, c¢. Toto oznaceni casto
uzivame i pro délky uvedenych stran. Vnitini thly BAC, ABC, BC A trojuhelniku ABC

(i jejich velikosti) obvykle zna¢ime po fadé «, 3, 7.

Uhly v trojuhelniku

Soucet vnit¥nich dhla trojuhelniku je thel piimy.

V kazdém trojihelniku ABC' tedy plati o + 8 + v = 180°.

Vneéjsi thel trojahelniku je roven souctu vnitinich thla pii zbyvajicich dvou vrcholech.

Proti shodnym stranédm trojihelniku lezi shodné vnitini thly, proti delsi strané troja-
helniku lezi vétsi vnitini thel a naopak, proti vétsimu vnitfnimu thlu lezi delsi strana.

Trojahelnikova nerovnost

Soucet kazdych dvou stran trojihelniku je vétsi nez strana tieti.

Pro strany kazdého trojuhelniku ABC' tedy plati t¥i nerovnosti
a<b+c, b<a+4+c, c<a+bd
Vyjadiime-li a ze vSech t¥f nerovnosti, dojdeme k tspornéjsimu zapisu téhoz

b—c|<a<b+ec.

Usecky o délkich a, b, ¢ jsou stranami trojihelniku, pravé kdyz plati

b—c| <a<b+ec.

Zakladni prvky v trojihelniku

@l Stredni pfFicka trojihelniku je tsecka spojujici stfedy dvou stran trojihelniku.
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1.4. SHODNOST A PODOBNOST

Kazda stfedni pricka je rovnobézna s tou stranou trojihelniku, jejiz stfed nespojuje.
Jeji délka je rovna poloviné délky této strany.

@l Vyska trojahelniku je tsecka, jejimiz krajnimi body jsou vrchol trojuhelniku a
pata kolmice vedené timto vrcholem k piimce uréené zbyvajicimi vrcholy trojuhelniku.

m Paty vysek v,, vy, v, z vrcholi A, B, C' trojuhelniku ABC obvykle oznatujeme
po fadé Ag, By, Cy. Casto se pro zjednoduseni jazyka pouZziva nazvu vyska nejen pro
usecku, ale i pro jeji délku a nékdy i pro primku, jejiz ¢asti tato tsecka je.

Vysky trojihelniku se protinaji v jednom bodé, zvaném ortocentrum trojihelniku.

@ TéZnice trojuhelniku je tsecka spojujici vrchol trojihelniku se stfedem jeho
prot¢€jsi strany.

m Stredy stran AABC obvykle ozna¢ujeme Aq, B1, Cy a téZnice tq, tp, tc.

Té&Znice trojihelniku se protinaji v jednom bodé, zvaném tézisté trojahelniku. Vzda-

Yy

@ KruzZnice opsana trojtihelniku je kruznice prochazejici vSemi vrcholy trojihel-
niku. Jeji polomér zpravidla oznacujeme r. KruZnice vepsana trojahelniku je kruz-
nice, kterd se dotyka vsSech stran trojihelniku. Jeji polomér zpravidla oznacujeme p.

Osy stran trojuhelniku se protinaji v jednom bodé, ktery je stfedem kruznice trojahel-
niku opsané.

Osy vnitfnich ahla trojuhelniku se protinaji v jednom bodé, ktery je stfedem kruznice
trojuhelniku vepsané.

@ KruZnice pripsana je kruznice, ktera se dotyka jedné strany trojihelniku a piimek,
v nichz lezi zbyvajici strany, v bodech, které na téchto stranach nelezi.

Osa vnitinfho thlu a osy vnéjSich uhld u zbyvajicich dvou vrchola trojuhelniku se
protinaji v jednom bodé, ktery je stfedem jedné ze tii kruznic pfipsanych.

1.4 Shodnost a podobnost

@ Dva trojihelniky jsou shodné, kdyz je lze premisténim ztotoznit.

m Shodnost dvou trojihelnikt zapisujeme znakem = s dodrzenim pofadi odpovidaji-
cich si vrcholli obou shodnych trojihelniki.
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KAPITOLA 1. ZAKLADNI POJMY A VYSLEDKY

Véty o shodnosti trojihelniki
Véta sss: Dva trojuhelniky, které se shoduji ve vSech trech stranach, jsou shodné.

Véta usu: Dva trojihelniky, které se shoduji v jedné strané a tuhlech prilehlych k této
strané, jsou shodné.

Veéta sus: Dva trojihelniky, které se shoduji ve dvou stranich a thlu jimi sevieném,
jsou shodné.

Véta Ssu: Dva trojahelniky, které se shoduji ve dvou stranéch a thlu proti vétsi z nich,
jsou shodné.

Obracené, pokud jsou dva trojuhelniky shodné, shoduji se ve vSech stranéch a thlech,
vyskach, téznicich, poloméru kruznice opsané i vepsané.
Podobnost trojtahelniki

[D] Trojihelnik A’B'C’ je podobny trojtuhelniku ABC, pravé kdyZ existuje kladné
¢islo k tak, Ze pro jejich strany plati

|A'B'| = k|AB|, |B'C'|=k|BC|, |C'A/|=k|CAl

Cislo k se nazyvé koeficient podobnosti danych trojuhelniki.

m Podobnost dvou trojuhelnikii zapisujeme znakem ~ s dodrZenim poradi odpovida-
jicich si vrcholt podobnych trojthelniki.

Véta uu: Dva trojuhelniky, které se shoduji ve dvou thlech, jsou podobné.

Véta sus: Dva trojuhelniky, které se shoduji v poméru délek dvou stran a thlu jimi
sevieném, jsou podobné.

Véta Ssu: Dva trojihelniky, které se shoduji v poméru délek dvou stran a tthlu proti
vétsi z nich, jsou podobné.

Obréacené, pokud jsou dva trojihelniky podobné, shoduji se ve vSech tihlech a jejich

odpovidajici si strany, vysky, té€Znice, polomér opsané i vepsané kruznice jsou ve stejném
poméru (rovném koeficientu podobnosti).

1.5 Ctyftahelnik, mnohotuhelnik

@l Uzaviena lomené Cara, kterd sama sebe neprotiné, spolu s ¢asti roviny ohranic¢enou
touto lomenou ¢érou se nazyvd mnohothelnik. Mnohothelniku o n vrcholech fikdme
n-thelnik.
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1.5. CTYRUHELNIK, MNOHOUHELNIK

Soucet velikosti vSech vnitinich thld konvexniho n-thelniku se rovna

(n —2) - 180°.

Ctyithelnik
@ Riuznobéznik je ¢tyrtuhelnik, jehoz z4dné dvé strany nejsou rovnobézné.

@ Lichobéznik je ¢tyrthelnik, jehoZz dvé strany jsou rovnobézné a zbyvajici dvé strany
nejsou rovnobézné. Rovnobézné strany se nazyvaji zdkladny, zbyvajici dvé ramena.
Lichobéznik, jehoz ramena jsou shodné, nazyvame rovnoramenny lichobé&znik. Li-
chobé&znik, jehoz jedno rameno je kolmé k zakladnam, nazyvame pravotiihly lichobéz-

N4

nik. Stfedni pricka lichobézniku je tsecka spojujici stfedy jeho ramen.

Stredni pficka lichobézniku je rovnobézna s obéma zékladnami. Jeji délka je rovna
aritmetickému priaméru délek obou zakladen.

@ Rovnobéznik je ¢tyruhelnik, jehoz obé dvojice protéjsich stran jsou rovnobézné.
Obdélnik je rovnobé&znik, jehoZ v8echny vnitini thly jsou pravé (pravothly rovnobéz-
nik). Ctverec je obdélnik, jehoz vSechny strany maji stejnou délku (je rovnostranny).
Kosodélnik je rovnobéznik, jehoZ vnitini ahly nejsou pravé (kosouhly rovnobéznik).
Kosoctverec je kosodélnik, jehoz vSechny strany maji stejnou délku (je rovnostranny).

Protéjsi strany rovnobézniku jsou shodné.

Protéjsi vnit¥ni tthly rovnobézniku jsou shodné.

Uhlopiicky rovnobézniku se navzajem pili, jejich spoleény bod se nazyva stied rovno-
bézniku.

Uhlopticky obdélniku jsou shodné.

Uhlopiicky koso&tverce piili jeho vnitini thly a jsou k sobé kolmé.

@ étyfﬁhelnik, jemuz lze opsat kruznici, se nazyva tétivovy.
étyfﬁhelnik, jemuz lze vepsat kruznici, se nazyva te¢novy.

étyfﬁhelm’k, jemuz lze opsat i vepsat kruznici, se nazyva dvojstifedovy.

~v .

Soucet protéjsich vnitinich thlia tétivového ctyrihelniku je dhel pfimy.

Obréacené, kazdy konvexni ¢tyiuhelnik, jehoZ soucet protéjsich vnitinich thla je thel
primy, je tétivovy.
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Soucty délek dvojic protéjsich stran te¢nového ¢tyiuhelniku jsou si rovny.

Obracené, kazdy konvexni ¢tyituhelnik, jehoz soucty délek protéjsich stran se rovnaji, je
tecnovy.

[D| Deltoid je ¢tyithelnik, jehoz thlopiitky jsou k sob& kolmé a pravé jedna z nich
prochéazi stfedem druhé.

Deltoid je te¢novy ¢tyithelnik (obracené tvrzeni obecné neplati).

1.6 Pravouhly trojihelnik

Pravotuhly trojuhelnik méa jeden vnitini thel pravy. Strandm, které tvofi ramena pravého
ihlu, fikime odvésny, strana lezici naproti pravému thlu se nazyva prepona.

Eukleidovy véty

@ Oznacme Cy patu vysky z vrcholu C na preponu AB pravoihlého trojihelniku.
Usecku ACy (resp. BCy) nazyvame tsek pirepony pfilehly k odvésné AC (resp.
BC).

m Délky tseku piepony obvykle znacime |ACy| = ¢, |BCy| = ¢4, misto v, piseme v

(viz obr. [f).

/]
A Cq Co €6 B

Obr. 5 — oznaceni useki prepony

Eukleidova véta o vySce: V pravouhlém trojuhelniku je druha mocnina vysky k pre-
poné rovna souc¢inu délek obou tsekt prepony.

Pfi oznaceni z obr. |5 tedy plati v2 = cq - ¢
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Eukleidova véta o odvésné: V pravothlém trojuhelniku je druha mocnina délky
odvésny rovna soucinu délek prepony a jejiho tseku k odvésné prilehlého.

Pfi oznaceni z obr. 5| tedy plati a®> = c- o, b> =c- cp.
Pythagorova véta

Pythagorova véta: V pravotihlém trojuhelniku je druh& mocnina délky pfepony rovna
sou¢tu druhych mocnin délek obou odvésen.

Pii oznac¢eni z obr. |5| tedy plati ¢ = a? + b%.

Obrécené, plati-li pro délky stran trojihelniku ABC rovnost ¢ = a® + b%, je tento
trojuhelnik pravouhly.

Goniometrické funkce ostrého thlu

Pfi feSeni mnoha tloh tykajicich se pravoihlého trojihelniku jsou pouzivany goniome-
trické funkce ostrého thlu v této podobé:

V pravoihlém trojahelniku je dan jeden jeho ostry vnitini thel a.

Sinus a je pomér délky odvésny protilehlé k thlu « a délky prepony.

Kosinus a je pomér délky odvésny prilehlé k thlu a a délky prepony.

Tangens a je pomér délek odvésny protilehlé k thlu a a odvésny prilehlé.

Kotangens a je pomér délek odvésny piilehlé k tthlu « a odvésny protilehlé.

v

Nejdulezitéjsi vztahy mezi goniometrickymi funkcemi uvedeme v paragrafu Velmi
uzitecné je znat hodnoty goniometrickych funkei pro thly 30°, 45°, 60°:

[ [30° [45° [ 60° |
sin % ? §
cos § g %
tg |1 | V38
cotg V311 ?
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1.7 Obecny trojtihelnik

Zakladnimi prostfedky vypocta v geometrii obecného trojihelnika jsou zejména sinova
a kosinova véta. Tyto véty ukazuji souvislosti mezi délkami stran a velikostmi thli
v trojihelniku.

Sinova véta

Sinova véta: Pro trojuhelnik ABC, jehoz vnit¥ni thly maji velikosti «, 3, v a strany
maji délky a, b, c, plati
a b c

sina sinf  siny’

V sinové vété se porovnévaji délky stran a siny vnit¥nich thli proti nim, proto sinovou
vétu pouzivime, zname-li

e délku jedné strany a velikosti dvou uhla (zname-li velikosti dvou uhld, mizeme
automaticky dopocitat tfeti) a potfebujeme-li vypocitat délku jiné strany,

e délku dvou stran a velikost thlu proti jedné z nich a potfebujeme-li vypocitat
velikost tthlu proti druhé z nich. V tomto piipadé vychazi dvé feseni, jeden ostry a
jeden tupy thel (jediné feseni vychézi pouze v piipadé pravého thlu). Poc¢itame-li
thel proti kratsi strané, vime jisté, Ze je ostry, a proto muzeme druhé feSeni
zavrhnout.

Sinové véta existuje také v rozsifeném a velmi uzite¢ném tvaru, kde je do vzorce
zahrnut navic polomér kruznice opsané.

Sinova véta v rozSifeném tvaru: Pro trojihelnik ABC, jehoz polomér kruznice
opsané je r, vnitin{ dhly maji velikosti «, 3, v a strany maji délky a, b, ¢, plati
a b c

— = —— = —— = 2.
sinaw  sinf  sinvy

Kosinova véta

Kosinova véta: Pro trojihelnik ABC, jehoZ vnitini uhly maji velikosti a, 8, v a strany
maji délky a, b, c, plati

a? =b>+c® —2bccosa, b2 =a®+c?—2accosfB, *=a’+b>—2abcosn.

V kazdé z rovnost{ figuruji délky vSech t¥i stran a velikost jednoho vnitintho thlu, proto
kosinovou vétu pouzivame, zndme-li
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e délky vsech ti{ stran a potfebujeme-li vypocéitat velikost libovolného vnitiniho
ihlu,

e délky dvou stran a velikost Ghlu jimi sevieného a potfebujeme-li vypocitat délku

zbyvajici strany.

1.8 Obsahy rovinnych dtvari

V této kapitole jsou na jednom misté shrnuty vztahy pro obsah trojuhelniku, ¢tyiihel-
niku, kruhu a jeho ¢asti. Obsahy ostatnich utvara jsou poéitany rozdélenim na zminéné
atvary.

Obsah trojahelniku

Zékladni vztah pro obsah S obecného trojihelniku ABC je

S:%a-va:%b-vb:%c-vc.

Pro pravotihlyj trojuhelnik s odvésnami a, b odtud plyne

S=1a-b

V rovnostranném trojuhelniku plati v, = a@, a tedy
3
S = a2\4[.

Trigonometrické vyjadireni obsahu S obecného trojuhelniku ABC:

1

_ 1 . _ 1 . _ 1 .
S = jabsiny = 5bcsina = jacsin .

Herontiv vzorec (s = 3(a + b+ ¢) je polovina obvodu):

S =/s(s —a)(s —b)(s —c).

Je-li p polomér kruznice vepsané, pak

S=21(a+b+c)p=ps.

Je-li r polomér kruZznice opsané, pak
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Obsah ¢étyrahelniku
Pro obsah S ¢tverce o strané délky a plati
S =a.
Pro obsah S obdélniku o stranach délek a, b plati
S=a-b.
Pro obsah S kosodélniku o stranach délek a, b a vyskach v,, v, plati
S=a-v,=05"vp.
Pro obsah S kosoctverce o strané délky a, vySce v a thlop¥ickach e, f plati
S=a-v= %e - f.
Pro obsah S lichobézniku o zakladnach délek a, ¢ a vysce v plati
S=2La+cw.

Pro obsah S te¢nového ¢tyiahelniku (a obecné tetnového mnohothelniku), v némz s je
polovina obvodu a p polomér kruznice vepsané, plati

S = ps.

Obsah kruhu a jeho casti

Pro obsah S kruhu o poloméru r plati

S = mr2.

Pro obsah S mezikruzi o polomérech 71, ro (r1 > rg) plati
S = W(T% — 7"% ).
Pro obsah S kruhové vijsece o poloméru r a vnitinim thlu « vyjadfenym ve stupiiové

mite plati
o 2

S = 360077"/“ .

1.9 Goniometrické vzorce

V tlohach vyzadujicich béhem feSeni nebo pro zpiehlednéni vysledku tpravu vyrazu
s goniometrickymi funkcemi jsou vyuzivany zékladni goniometrické vzorce a vlastnosti
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goniometrickych funkei (definovanych pomoci kartézskych souradnic bodu na jednotkové
kruznici).

Pro vSechna x € R plati

sin’ z 4 cos® x = 1,
tgx - cotgr =1 (:U;ékg, kde k € Z),

sin 2x = 2sinx cos x,

cos 2z = cos® x — sin® T,

). a:‘ 1 —cosx

sin —| =4/ ——,
2 2

’ ‘ 1—i—cosx

COS — \| ——

Pro v8echna z, y € R plati souctové vzorce

sin(z + y) = sinz cosy + cos x siny,

sin(x — y) = sinx cosy — cos rsiny,

cos(z + y) = cosx cosy — sinxsiny,
(z—y) =

cos(x — y) = cosx cos Yy + sin x sin y.

Pro v8echna z, y # (2k + 1)3, pro kterd x +y # (2k +1)5 atgxtgy # 1, kde k € Z,

plati

tgx +tgy

tg(m—i—y):il . .
—tgrtgy

Pro vechna x, y # (2k +1)%, pro ktera x —y # (2k+1)5 atgatgy # —1, kde k € Z,
plati

e ) tgx —tgy
rT—y) =—>"".
2 & 1+tgxtgy
Pro vsechna z, y € R plati

:c+ycosx—y

sinx + siny = 2sin

2 2

. . z )
sinz — siny = 2 cos sin 5
x T —

cosx + cosy = 2cos ;rycos 2y’

. X .Y

cosT — cosy = —2sin sin 5
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Pro vSechna x € R plati

sin (% — :U) = cos T, cos (g — ac) =sinwz,
sin(m — z) = sinz, cos(m —x) = —cosz,
sin(—z) = —sinz, cos(—x) = cosz.

1.10 Dikazy vybranych vét

V uvedenych diikazech jsou pouzity obvyklé stfedoskolské postupy. Proto jsou tyto
dikazy vhodné i jako tilohy k procviceni a jsou také jako tlohy formulovany. Zakladnimi
stavebnimi kameny, ze kterych jejich feSeni vychazi, jsou vlastnosti dvojic tihla a véty
o shodnosti a podobnosti trojuhelnikii.

Trojahelnik

Uloha 1.10.1. Dokaste, Ze soucet vnitinich uhli trojihelniku je ihel primy.

RESENI:

Vrcholem C trojtihelniku ABC vedme rovnobézku p se stranou ABC' (viz obrazek). Uhel
sevieny piimkou p a stranou C'A je shodny s vnitinim dhlem p#i vrcholu A (st¥idavé

thly), analogicky je tihel sevieny piimkou p a stranou C'B shodny s vnitinim tthlem pii
vrcholu B. Z uvedeného je jiz tvrzeni ziejmé. O

p C

Obr. k tloze 1.10.1

Uloha 1.10.2. Dokazte, Ze vnéjsi ihel trojihelniku je roven souctu vnitinich whli pri
zbyvagicich vrcholech.

RESENT:
Opét vyuzijeme obrazek k tloze [I.10.1] z néhoZ je tvrzeni ulohy ocividné. O
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Uloha 1.10.3. Dokazte, Ze proti shodnym strandm trojihelniku lezi shodné vnitini ihly,
proti delsi stran€ trojuhelniku leZi vetsi vnitind whel a naopak, proti vetsimu vnitfnimu
uhlu leZi delsi strana.

RESENI:
Je-li v trojuhelniku ABC strana AC' shodné se stranou BC, pak je trojihelnik ABC
shodny s trojihelnikem BAC' (sss), a proto jsou také thly ABC a BAC shodné.

C

Obr. k tloze 1.10.3

Je-li naptiklad |AC| < |BC|, miZeme na del3i strané BC sestrojit bod D, pro ktery
je |[AC| = |CD| (viz obrazek). Pak

|KCAB| > |CAD| = |KCDA| = |KDAB| + |[<kDBA| > |<DBA]|,

nebot thel CDA je vngjsim thlem v trojihelniku ABD.
Kdyby proti vétsimu dhlu nelezela delsi strana, pak by deldi strana leZzela proti
mensimu thlu, coz je spor s pravé dokdzanym tvrzenim a cely dikaz je hotov. ([l

Uloha 1.10.4. Dokazte trojihelnikovou nerovnost.

RESENTI:

Uvazujme trojihelnik ABC' a zvolme bod D na polopiimce opa¢né k polopiimce B A tak,
ze |BC| = |BD| (viz obrazek). Trojuhelnik BC'D je rovnoramenny, proto |[JADC| =
= [XBCD| < |XACD|. Proti vétsimu uhlu lezi vétsi strana, tedy v trojihelniku ADC
je |AD| > |AC|, neboli |AB| + |BC| > |AC|, coz jsme méli dokazat. O

Uhly, kruznice

Uloha 1.10.5. Dokaste, e velikost stredového uhlu je rovna dvojndsobku velikosti ob-
vodového thlu prislusného k témuz oblouku kruznice.

RESENI:
Oznac¢me A, B krajni body oblouku kruznice k se stfedem S, V' bod kruznice k rizny

od bodua A, B, dale ozna¢me piislusny obvodovy a stiedovy thel a = |XTAVB|, w =
= |XASB|. Rozlisime tii piipady:
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C
m
a
A c B a D

Obr. k uloze 1.10.4

Obr. k tdloze 1.10.5 — obvodovy a stfedovy tihel

1. S € AV (analogicky S € BV), viz obr. (a).
AV SB je rovnoramenny (|SV| = |SB|), proto |[XSBV| =« a |[IVSB| = 180° — 2«
(soucet uhla v trojuhelniku). Konetné |TASB| = 180° — |V SB| = 2a (vedlejsi
thly).

2. S € AV B (vnitini bod), viz obr. (b), (c).
Tento postup zahrnuje i obvodovy thel pFislugny vétsimu oblouku AB. Oznaéme
X eknNVS, ag = |SAVX], oo = XV B|, w1 = [SASX |, wa = [IXSB|. V prvnim
kroku jsme dokazali, Ze w1 = 21 a wo = 2an. Celkem w = wy +w9e = 2a1 + 200 = 2a.

3. S €AV B, viz obr. (d).
Postupujeme podobné jako v pfedchozim kroku. Ozna¢me X € kN ﬁ, ap =
= [QAVX]|, as = [XVB|, w; = [FASX]|, we = [XSB|. Z prvniho kroku znovu
dostavame wy = 21 a wy = 2an. Nyni plati w = w1 — wa| = |21 — 2a| = 2a.

Timto postupem je automaticky dokazana i shodnost vSech obvodovych thla prislusnych
témuz oblouku a Thaletova véta. O

Uloha 1.10.6. Je ddn oblouk AB kruznice k a bod C' v opacné poloroviné s hranicni
primkou AB. Je-li velikost ihlu ACB rovna velikosti obvodového whlu prislusného ke
zminénému oblouku, pak bod C' lezi na kruznici k. DokaZte.
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RESENI:

Oznacme « obvodovy thel prislusny uvazovanému oblouku AB. Bod C' lezi bud na, vné
nebo uvnit¥ kruznice k. Dokazeme, Ze lezi-li bod C uvnit¥ kruznice, pak je [XACB| > «,
naopak lezi-li vné, je |[TACB| < a. Tim bude tvrzeni dokazano.

(a) (b) C ()
X
o> X
S < s

Obr. k uloze 1.10.6

a) Uvazujme nejprve piipad, kdy bod C' lezi uvnit¥ kruznice (viz obr. a). Ozna¢me X
priise¢ik piimky BC a kruznice (rtizny od B). Uhel ACB je vnéjsi tihel v trojihelniku
ACX, proto

|TACB| = [AX B| + | X AC| = a + [ X AC| > a.

b) V piipadé, Ze bod C' lezi vné kruznice a pfimka BC' neni jeji te¢nou (obr. b), postu-
pujeme obdobné. Oznac¢ime X prisecik pfimky BC' a kruznice. Plati

a = [FAX B| = [QACB| + |RCAX| > [<ACB.

Je-li pfimka BC' tefnou kruznice a pfimka AC neni teCnou, zaménime A a B a
postupujeme stejné.

¢) Jsou-li AC' i BC te¢nami kruznice (obr. ¢), ozna¢ime X pruse¢ik kruznice k s useckou
spojujici stfed S kruznice a bod C. Pak

a = |[FAXB| =2|AX S| = 2(RACX | + [ X AC|) > 2|ACX | = |[QACB|. O
Uloha 1.10.7. Dokazte, e usekovy uhel prislusng k danému oblouku je shodny s obvo-
dovyyma dhly prislusnymi k témuz oblouku.

RESENI:
Oznaéme A, B krajni body oblouku kruznice k se stfedem S, pfislusny st¥edovy thel
w = |XASB|, velikost piislusnych obvodovych thla a. Dale ozna¢me X bod tecny ke
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(a) (b)

Obr. k tloze 1.10.7 — tsekovy thel

kruznici prochézejici bodem A takovy, ze SBAX je tsekovy thel piislusny zvolenému
oblouku AB (viz obrézek).

VySetfeme nejprve situaci, kdy w < 180°. ABSA je rovnoramenny, proto
[SAB| = 3(180° — w) = 90° — sw = 90° — .
Dale AS 1 AX, proto [tBAX| = 90° — |[<tSAB| = a. Je-li naopak w > 180°, plati
[XSAB| = 1(180° — (360° — w)) = 3w — 90° = o — 90°.
Odtud jiz [ BAX| = 90° + |[XSAB| = a. O

Uloha 1.10.8. Dokazte, Ze délka tecny vedené z vnéjsiho bodu ke kruZnici je pro obé
tecny shodnd.

Ty

Obr. k tloze 1.10.8

RESENI:

Na obrazku jsou trojtuhelniky SMT, a SMT, shodné (Ssu), nebot se shoduji v pravém
thlu u vrcholu Ty resp. Ty, deli strané SM proti nému a |STi| = |STz| je polomér
kruznice. Proto jsou i zbyvajici strany shodné. O
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Uloha 1.10.9. Dokazte korektnost definice mocnosti bodu ke kruznici ze str. .
RESENI:

Uvazujme kruznici k se stfedem S a polomérem 7 a libovolny bod M, kterym vedeme
dvé libovolné seény kruznice k. Ozna¢me A, B priseciky prvni seény s kruznici k, C,
D priseciky druhé seény s kruznici k. Definice mocnosti m bude korektni, pokud bude

platit
|MA|-|MB| = |MC|-|MD|.

Diikaz rozdélime na tfi pfipady podle polohy bodu M. V prvnim a druhém piipadé
zvolime oznaceni pruseciki tak, ze |[MA| < |MB|, |MC| < |MD| (viz obrazek).

D
B D
B
A
M C
M
Obr. k uloze 1.10.9
1. M ek

Pak A=C =M a|MA| = |MC| =0, takzei|MA|-|MB| = |MC|-|MD| =0 (=m).

2. M lezi vné kruznice k
Plati AMCB = AMAD (uu: |XADM| = |X<CBM| — obvodové uhly pfislusné k ob-
louku AC, thel BM D je spole¢ny), proto

IMC|: [MA| = |MB|:|MD|, odkud |MC|-|MD|=|MA|-|MB|.

3. M lezi uvnitt kruznice k
Plati AMCB = AMAD (uu: |XADM| = |[XCBM| — obvodové thly pfislusné k ob-
louku AC, ahly CM B a DM A jsou vrcholové), proto

IMC|:|MA| = |MB|:|MD|, odkud |MC|-|MD|=|MA|-|MB|. O

Uloha 1.10.10. Je-li v (v > 0) vzddlenost bodu M od stiedu S kruznice k o poloméru
r, pak pro mocnost m bodu M ke kruznici k plati m = v?> — r?. Dokazte.

RESENI:
Oznac¢me A, B priseciky piimky M S s kruznici k. Lezi-li bod M vné kruznice k, plati
(viz obr.)

m=|MA|-[MB| = (v+r)(v—r)=0v’—r

21. Gnora 2012 31



KAPITOLA 1. ZAKLADNI POJMY A VYSLEDKY

Obr. k uloze 1.10.10

Lezi-li bod M uvnit¥ kruznice k, plati
m=—|MA| - |MB| = —(r+v)(r —v) =v?—r2
Je-li konecné M € k, plati v = r a m = 0 a rovnost plati. U

Uloha 1.10.11. Bez uZiti vysledki predchozich uloh dokazte, Ze pro délku tecny z bodu
M vné kruznice k s bodem dotyku T plati

|MT|* = |MA|-[MB],
kde body A, B jsou priseciky kruZnice k s libovolnou secnou prochdzejici bodem M.

RESENI:

Bez tijmy na obecnosti predpokladejme, Ze |[MA| < |M B|. Uhel MTA je tisekovy thel
prislusny mensimu oblouku T'A, tthel TBM je obvodovy thel p¥islusny témuz oblouku.
Trojuhelniky MT A a M BT jsou podobné (uu, spole¢ny thel u vrcholu M, viz obrézek).
Plati proto

IMA|: |MT| = |MT|:|MB|, odkud |MT|>=|MA|-|MB|. 0

Obr. k uloze 1.10.11
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Ctyfuhelnik, mnohouhelnik

Uloha 1.10.12. Dokaste, Ze soucet velikosti vsech vnitinich whli konvezniho n-ihelniku
se rovnd (n — 2) - 180°.

RESENI:
Zvolime jeden z vrcholi n-tthelnika a vedeme z néj vSech n— 3 thlop¥icek. Tim rozdélime

n-tthelnik na n — 2 trojuhelniki. Soucet velikosti vnitinich thlt v kazdém z nich je 180°,
proto je celkovy vysledek

(n—2) - 180°. O

Uloha 1.10.13. Dokaste, Ze soucet protéjsich vnitrnich uhli tétivového étyrihelniku je
uhel primy.

RESENI:
Uhly ABC a ADC jsou obvodové tihly piislugné opacnym obloukiim AC, proto je jejich
soucet thel prfimy. Analogicky pro uhly BCD a BAD nad oblouky BD. ([l

Uloha 1.10.14. Je-li v konveznim ctyiihelniku soucet protéjsich vnitinich uhli ihel
primy, pak je tento ctyriuhelnik tétivovy. Dokazte.

RESENI:

K danému ¢tyiihelniku ABC D sestrojme kruznici k opsanou trojihelniku ABC'. Veli-
kost obvodového tihlu pfislusného k oblouku AC, na némz lezi bod B, je 180° —|<XABC.

Protoze predpokladame, 7ze také |[XADC| = 180° — |[XABC)|, lezi podle tlohy [1.10.6
bod D na kruznici k a étyfahelnik ABCD je tétivovy. g

Uloha 1.10.15. Dokazte, Ze soucty délek dvojic protéjsich stran tecnového ctyiuhelniku
Js0u st rovny.

RESENI:
Ozna¢me Ty, Ty, T,, Ty body dotyku stran a, b, ¢, d ¢tyfuhelniku ABCD a vepsané
kruznice. Plat{

|AT,| = |ATy4|, |BTy| = |BTa|, |CT.|=|CTy|, |DTy|=|DT|,
nebot se jedna o délky tecen z vnéjstho bodu ke kruznici. Odtud

a+c=|AT,| + |BT,| + |CT.| + |DT,| =
= ’ATd‘ + ’BTb’ + ’CT[,| + ‘DTd‘ =b+d. ]

Uloha 1.10.16. Jsou-li si v konveznim ctyiihelniku soucty délek dvojic protéjsich stran
rovny, pak je tento ctyiuhelnik tecnovy. Dokazte.
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RESENI:

Sestrojme kruznici k dotykajici se stran AB, BC a C'D ¢&tyituhelniku ABCD. Vedme
bodem A druhou tec¢nu k této kruZnici, ktera protne pf¥imku C'D v nékterém bodé X.
Pak ¢tytahelnik ABCX je teénovy a plati

|AB| +|CX| = |BC|+ | XA|
Podle predpokladu tlohy vime, Ze

|AB| + |CD| = |BC| + |DA|.
Odectenim obou rovnosti dostavame

|CX[—|CD| = | XA - [DA],

neboli |CX| — |CD| = |XD|. Proto bod X lezi na tuseéce CD a plati X = D, tudiz
¢tytrihelnik ABCD je teénovy. g

Uloha 1.10.17. Dokazte, Ze deltoid je tecnovy ctyrihelnik.

RESENI:

Zvolme oznaceni ABC D daného deltoidu tak, aby uhlopficka BD prochazela stiedem S
(k ni kolmé) thlopticky AC. Pak |AB| = |BC| a |AD| = |DC|, nebot AABS = ACBS
(sus) a AADS = ACDS (sus). Proto |[AB|+ |CD| = |BC|+ |AD| a deltoid ABCD je
skutetné tecnovy Ctyrihelnik. U
Pravothly trojahelnik

Uloha 1.10.18. Dokazte Eukleidovu vétu o vysce.

RESENI:

Vyuzijeme obréazek. Trojuhelniky ACCy, CBCy jsou podobné (uu), proto

Cp:V =0V :c¢g, odtud primo v =cy - 0p. ]

Uloha 1.10.19. Dokazte Eukleidovu vétu o odvésné.
RESENI:
Opét vyuzijeme obréazek. Trojuhelniky ABC a CBCj jsou podobné (uu), proto
a:cqg=c:a, odtud pfimo a%=c-c,.
Analogicky pro druhou odvésnu z podobnosti trojihelnikic ABC' a ACCy (uu) plyne
b:cy,=c:b, neboli b2:c-cb. ]

Uloha 1.10.20. Dokazte Pythagorovu vétu.
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a
A Cq Co v B

Obr. k uloze 1.10.18

RESENI:
Pythagorovu vétu Ize odvodit z Eukleidové véty o odvésné, podle které

ad=c-c, a V=c-a,

kdyz obé vyjadieni seCteme
a? 4+ b = c(cq + &),
a upravime s vyuzitim rovnosti ¢, 4+ ¢, = ¢ do kone¢ného tvaru
a2+ b2 =2 O

Obracené, necht délky stran trojuhelndku ABC spliwuji rovnost a? + b = ¢2. Uvazme
pomocny pravouhly trojahelnik s odvésnami a, b, pro jehoZ preponu podle dokdzaného
plati a® + b? = c%. Je tedy ¢? = c%, neboli ¢ = ¢, takze podle véty sss jsou uvazované
trojtihelniky shodné a trojuhelnik ABC' je pravothly.

Obecny trojihelnik

Uloha 1.10.21. Dokazte sinovou vétu v roz§iveném tvaru.

RESENT:

Ozna¢me O stied kruZnice opsané trojuhelniku ABC. Dikaz nyni rozvétvime podle
velikosti thlu v.

1. Uhel v je pravy.
Pak O je sttedem AB a ¢ = 2r, sin-y = 1. Proto plati

c
- = 2r.
sin ~y

2. Uhel 7 je ostry.
Trojthelnik ABO je rovnoramenny s délkou ramene r. Uhel AOB je st¥edovy tihel
prislusny k oblouku AB, thel ACB je odpovidajici obvodovy thel. Proto plati

|XAOB| = 2|<tACB| = 2.
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Obr. k uloze 1.10.21

V trojuhelniku AOC; (Cy je stied AB, viz obr.) plati |[SAC10| = 90°, |[SLAOC]| =

— =2r.

= 1|<AOB| = 7. Proto
i, neboli —
sin ~y

siny =

< ‘Né‘!_‘
3

3. Uhel v je tupy.
Postupujeme obdobné jako v predchozim pfipadé. Plati
|XAOB| = 360° — 27.

V trojthelniku AOC; plati [AOC:| = 3|AOB| = 180° — 7, a proto opét
¢ ¢ neboli ,C .
sin~y

= —,

r

N[

=

siny = sin(180° — ) =

Analogickym postupem pro thly a a 8 dostavame celkové
b
a € _ 2r.

sina  sinf  siny

Uloha 1.10.22. Dokazte kosinovou vétu.
RESENI:

V trojihelniku ABC ozna¢me Cy patu vysky na stranu AB. Je-li ihel « ostry, plati
|CCy| = bsina,

|ACy| = beosa,
|BCy| = ¢ — |ACp| = ¢ — beos a.

36
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Je-li ihel o tupy, plati

|CCy| = bsin(180° — a) = bsinay,

|ACy| = bcos(180° — ) = —bcos a,

|BCy| = ¢+ |ACp| = ¢ — beosa.
Nyni pouzijeme Pythagorovu vétu v AACyC:

a? = (c — beosa)? + (bsina)?,

a? = — 2bccosa + b? cos® a + b? sin® a,

a® = b* 4 ¢* — 2bccos a.
Je-1i thel a pravy, plati cos @ = 0 a kosinova véta piejde ve vétu Pythagorovu.
Cyklickou zéménou dostaneme i dalsi dvé rovnosti. [l
Obsahy rovinnych ttvari

Uloha 1.10.23. Dokazte Herontiv vzorec pro obsah trojihelniku.

RESENT:
Pro obsah S trojihelniku ABC plati S = %ab sin~y. Vztah nejprve umocnime na druhou

5% = (%ab)2 sin? ~
a dosadime sin?y = 1 — cos® v
2 JRAY 2 1712 1 2
5% = (3ab)” (1 — cos®y) = (3ab)” — (3abcosy)”,
dale za abcosy dosadime z kosinové véty a upravime

%ab)2 — (3(a® + 0% - 02))2 =

tab— L@+ b =) (ab+ L(a® +b* — *)) =
A —(a-b0))1((a+b)?-¢c*) =

(c—a+bi(c+a-b)i(a+b—c)ila+b+c)=

Po odmocnéni ziskdme pozadovany vzorec
S =+/s(s—a)(s—b)(s —c). O

Uloha 1.10.24. Dokazte vzorec S = ps pro vjpocet obsahu trojihelniku pomoct polo-

meéru kruznice vepsané.
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Obr. k uloze 1.10.24

RESENI:

Obsah trojuhelniku ABC' ur¢ime jako soucet obsahtu trojuhelniki ABS, BC'S, CAS,
kde S je stfed kruznice vepsané trojuhelniku ABC. Spojnice stfedu kruznice a bodu
dotyku je vzdy kolmé na te¢nu v tomto bodé, proto mé vyska na stranu AB (resp. BC,
resp. C'A) v trojuhelniku ABS (resp. BCS, resp. ACS) velikost p (viz obrazek).
Celkem plati

S = Saps + Spcs + Scas =
= %ap—&—%bp—i—%cp:
=a+b+c)p=ps.

Analogicky se dokaze vzorec S = ps pro obsah S libovolného teénového mnohothelniku
s vepsanou kruznici o poloméru p a obvodem 2s, ktery je uveden v paragrafu. O

- b
Uloha 1.10.25. DokaZte vzorec S = % pro viypocet obsahu trojuhelniku pomoci polo-
r

meéru kruznice opsané.

RESENI:
Do vzorce S = %ab siny dosadime za sin~y z rozsifeného tvaru sinové véty Sigv =2r a
dostaneme piimo pozadovany vzorec. O
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Kapitola 2

Aplikace zakladnich poznatkt

Nésledujici podkapitoly predstavuji hlavni naplh disertacni préace. V Ceské i zahrani¢ni
liteartufe, jako jsou sbirky, ro¢enky a matematické ¢asopisy, se objevuji obtiznéjsi vypo-
¢tové ulohy, v jejichz feSeni jsou sice vyuzity elementarni prostifedky, avsak ¢asto rizné
vzajemné provazané. Cilem prace bylo vybrat a usporadat tlohy vyuzivajici pouze jednu
metodu, nebot takové tlohy 1épe poslouzi pii zdokonalovani dovednosti zaku.

Podle metody jejich feSeni jsme vytvorili osm podkapitol s nédzvy uvedenymi v ob-
sahu. Jednotlivé podkapitoly déle jesté clenime na necislované odstavce, jejichz nazvy
(vyjmenované vzdy v uvodu podkapitoly) vystihuji detailnéj$i namét zafazenych uloh,
kterym predchazi kratky metodicky komentar.

Obsahem zafazenych tloh jsou €asto jednoduché tvrzeni na vyuziti zdkladnich po-
znatkl shrnutych v prvni kapitole. Tato tvrzeni 1ze jednak pfimo vyuzit k feSeni obtiz-
néjsich dloh, jednak je mozné inspirovat se jejich dikazy a uplatnit pouzitou metodu
v obdobnych situacich.

Neni-li uvedeno jinak, je ve vSech tlohach vyuzito bézné znaceni prvki v trojihel-

niku ABC popsané v podkapitole na stranach [16] a

2.1 Trojthelnikova nerovnost

Trojuhelnikova nerovnost (viz str. je silnym néstrojem pii feSeni tloh o délkéch,
vzdélenostech a obvodech tatvarti. Na tvod dokdzeme tii souvisejici nerovnosti pro
obecny trojihelnik. Pak se budeme vénovat riznym postuptim uplatnéni trojihelni-
kovych nerovnosti v odstavcich pod nazvy:

> Prosté s¢itan{ trojahelnikovych nerovnosti

> Doplnéni vhodného trojihelniku

> S&itani nerovnosti v upraveném tvaru

> Konfigurace s minimalnim souétem vzdéalenosti
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Uloha 2.1.1. Dokaste, Ze pro libovolny bod M wvniti trojihelniku ABC platz

(CA| + |CB| > |[MA| + |MB.

C

Obr. k uloze 2.1.1

RESENI:
Ozna¢me N prusecik piimky BM a strany AC (viz obrazek). V trojuhelniku NBC
plati |INB| < |[NC| + |CB]|, v trojuhelniku AMN plati M A| < |AN|+ |[NM]|. Celkem

|CA| +|CB| = |AN|+ |NC| + |CB| > |AN|+ |[NB| =
=|AN|+ |NM|+ |[MB| > |MA| + |MB|. O

Uloha 2.1.2. Dokazte, Ze pro libovolng vnitini bod M trojuhelniku ABC platz’
IMA|+ |[MB|+|MC|<a+b+ec.

RESENI:
Trikrat pouzijeme vysledek tlohy 2:1.1] a secteme:

a+b>|MA|+|MB|, b+c>|MB|+|MC|, c+a>|MC|+|MA|,
celkem 2(a+b+c¢) > 2(|MA| + |MB|+ |MC|). O
Uloha 2.1.3. Dokaszte, Ze v libovolném trojihelniku ABC' plati

tatty+tc<3(a+b+c)

RESENT:
plati |TA| + |TB| + |TC| < a+ b+ ¢ (viz obrazek). Staci sem dosadit [T'A| = 2t,,
ITB| = 2ty, |TC| = 2t. a tvrzeni je dokézéno. O

'[And-04| str. 36/3]
?[Pra—86bl, str. 9/15.7]
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Obr. k uloze 2.1.3

Prosté sc¢itani trojihelnikovych nerovnosti

Prvnim krokem fFeSeni geometrické dlohy by mélo byt nacértnuti situace, nebot dobie
nakresleny obrézek mize napovédét, kterymi trojihelniky se zabyvat. Chceme-li dokézat
néktery odhad uzitim trojuhelnikovych nerovnosti a pripadéa-li podle zadani v Gvahu vice
trojihelniki, jednim z nejjednodussich a pfitom dobie pouzitelnych postuptu je nékolik
trojuhelnikt vhodné vybrat a jim odpovidajici nerovnosti secist.

Uloha 2.1.4. Dokaste, Ze pro libovolngj vnitini bod M trojihelniku ABC platz

a+b+c

[MA| + [MB| +[MC| > =

iiiziz trojihelnikové nerovnosti v trojihelnicich ABM, BCM, CAM:
IMA|+|MB| >¢, |MB|+|MC|>a, |MC|+|MA|>b,

celkem 2(|MA| + |MB|+ |[MC|) >a+b+c. O

Uloha 2.1.5. Dokazte, Ze v libovolném trojuhelniku platzﬁ

at+b—c

te > 5

RESENI:
Pfi oznaceni podle obr. k tloze seCteme trojihelnikové nerovnosti v trojuhelnicich
CBCy, CACh:

te+ = > a, b—
c i proto 2t.+c>a+b akonetné t.> u.
tc+§>b, 2

3[Pra—86H) str. 9/15.17]
4[Pra—86b], str. 8/15.1]
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Uloha 2.1.6. Dokaste, Ze v libovolném trojuhelniku ABC platz

1 a—+ 1ty

< <4
4 b+t,

RESENI:

Vyuzijeme obrazek k tloze V trojuhelniku AA;C plati %a < b+tg, v trojuhelniku
T B A zase %tb < %b + %ta. Prvni nerovnost vynésobime dvéma, druhou tfemi a jejich
néslednym sectenim dostaneme

a+tp <20+ 2t + 3b+2t, = Tb+4t, <4(b+t,),
coZ je prava nerovnost z tvrzeni. Zameénou stran a, b obdrzime i levou nerovnost.

Uloha 2.1.7. Dokaste, Ze soucet velikosti vysek ostroihlého trojihelniku je vétsi nes
polovina jeho obvodu.

A ¢y Cq B

Obr. k uloze 2.1.7

RESENT:
Pfi oznaceni podle obrazku pouzijeme Sestkrat trojihelnikovou nerovnost

vgtap>b, vp+by>c, v+, > a,
Vg +ac.>c, vp+b.>a, wv.+cp>Db.

Vsechny nerovnosti se¢teme a po dosazeni a = ap + ac, b = by + be, ¢ = ¢4 + ¢p ziskdme
nerovnost 2(ve + vy +ve) > a+ b+ c. O

oo

Uloha 2.1.8. Dokaste, Ze soucet délek uhlopiicek konvexniho ctyiuhelniku je mensi neZ
jeho obvod a vétsi nezZ polovina jeho obvoduﬁ

®Zjednodusené zadani tlohy [MO, 57-A-TI1-6].
6 [Kur=96), str. 42/20]
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Obr. k uloze 2.1.8

RESENT:
Pfi oznaceni podle obrazku se¢teme trojahelnikové nerovnosti:

at+b>e fiter>a
ct+d>e fi+e >0
at+d>f fote>c
b+c>f fote >d
20a+b+c+d) >2(e+ f) 20e+ f)>a+b+c+d O

Uloha 2.1.9. Rozhodnéte, zda existuje konvexni pétiihelnik, jehoZ Zddnd uhlopicka
nent del$i neZ protéjsi strana (tj. strana, jeZ nemd s danou whloprickou spolecny bod)m

7~
N\

A B

E

Obr. k uloze 2.1.9

RESENI:
Oznac¢me P prusecik thlopficek AC a BE. Sectenim dvou trojihelnikovych nerovnosti
|AP|+|PE| > |AE| a |BP|+|PC| > |BC| ziskame nerovnost |AC|+|BE| > |AE|+|BC|
zahrnujici dvé strany pétithelniku a dvé protinajici se tthlopiicky spojujici krajni body
téchto stran. Analogicky pro zbyvajici dvojice nesousednich stran

|BD| + |CA| > |BA|+ |CD|, |CE|+|DB|>|CB|+ |DE|,

|DA|+ |EC| > |DC|+ |EA|, |EB|+ |AD|> |AB|+ |ED|.

"[Aga-10, str. 65/194]
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Téchto pét nerovnosti nyni secteme:
2(|AC| + |BD| 4+ |CE|+ |DA| + |EBJ) > 2(|AB| + |BC| + |CD| + |DE| + |EA|).

Kdyby existoval pétithelnik pozadované vlastnosti, soucet délek jeho tdhlopricek by
nebyl vétsi nez soucet délek jeho stran, coZz odporuje dokdzané nerovnosti. Proto takovy
pétithelnik neexistuje. O

Doplnéni vhodného trojtihelniku

Ne ve vSech tlohéch je jiz v zadani popsan trojihelnik, ve kterém je tfeba uplatnit troja-
helnikovou nerovnost. Nésledujici tlohy ukazuji, jak se vyrovnat s riznymi situacemi, ve
kterych musime vhodny trojuhelnik vytvofit doplnénim nékterych jeho vrcholi. Vypo-
¢ty pritom vyuzivame jen sporadicky, avsak uvedené postupy jsou dulezitym zékladem
feSeni mnoha dalsich vypoctovych tuloh.

Uloha 2.1.10. Dokaste, Ze v libovolném trojihelniku ABC platz’

b b
a)tc<a"£, p) la="

< te.

2

Obr. k uloze 2.1.10

RESENI:

Dopliime trojtuhelnik ABC bodem D na rovnobéznik ADBC' (viz obrazek). V trojuhel-
niku ADC, ve kterém je |AD| = a, |CD| = 2t., uzijeme uspornéjsi zapis trojihelniko-
vych nerovnosti, jak je uveden na str. a tim dokaZeme obé tvrzeni soucasné:

||AD| — |AC|| < |CD| < |AD| + |AC|, neboli |a — b| < 2t. < a+ b. O

80bména tloh [Eng—98] str. 320/34, 35].
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Uloha 2.1.11. Dokaszte, Ze v libovolném trojuhelniku ABC platiﬂ
ta+tb+tc<a+b+c

RESENI:
Vyuzijeme opakované vysledek tlohy [2.1.10

y <b+c t<a—|—c 7§<a—|—b
a 23 b 27 c 9

Zbyva secist uvedené nerovnosti a dikaz je hotov.

S¢itani nerovnosti v upraveném tvaru

V tlohach o nerovnostech, ve kterych vystupuji pouze délky stran jednoho trojihelniku
(a pripadné velikosti jeho vnitfnich uhla), nacrtek trojuhelniku neposkytuje zadnou
napovédu. V takovém pripadé se snazime upravit dokazované tvrzeni, nebo naopak,
jako v néasledujicich dlohéch, upravit vychozi poznatek, tedy trojuhelnikovou nerovnost,
do jiného ekvivalentniho tvaru, vhodného pro dalsi tipravy nebo pocetni manipulace,
nejcéastéji séitani s jinymi nerovnostmi.

Uloha 2.1.12. Dokaste, Ze pro délky stran libovolného trojihelniku ABC' plati

a b c

+ + <3
b+c c+a a+bd

RESENI:
Jedna se o jednoduchou aplikaci trojuhelnikové nerovnosti. Protoze a < b + ¢, plati

a b c
—— < 1, analogick <1 <1
b+c 7 Yt a " a+b
a seCtenim uvedenych t¥{ nerovnosti ziskime pozadované tvrzeni. O

Uloha 2.1.13. Dokaste, Ze pro délky stran libovolného trojihelniku ABC platz’

a b c
+ + <
b+c c+a a+bd

2

RESENT:
Vyjdeme z trojtuhelnikové nerovnosti a n€kolika vhodné zvolenymi tpravami dokazeme
pomocné tvrzeni:

1 < 2 N a < 2a
b+c a+b+c b+c a+b+c

a<b+c = a+b+c<2b+c) =

°[Bot—69, str. 73/8.1], [Pra—86h, str. 8/15.2]
19[Bot=69, str. 15/1.16]
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Analogicky
b 2b c 2c

< < .
c+a a+b+c a+b a+b+c

Soucet téchto tii pomocnych nerovnosti davé pozadovany vysledek:

a b c 2(a+b+c¢)
_|_
b+c c+a a+bd a+b+c

Uloha 2.1.14. Dokaste, Ze v libovolném trojihelniku ABC platz’

a-a+b-f+c-vy
a+b+c

< 90°.

RESENT:
UvazZovanou nerovnost prepiSseme do vyhodného tvaru

a b

arbie “tagore Pt

—_— .y < 90°.
at+b+ec i

Vyjdeme z trojuhelnikové nerovnosti a < b+ ¢ a pokusime se odhadnout zastoupené
zlomky.

a 1 b+c <1 a taks a <1
=1l - akze —— < .
a+b+c a+b+c a+b+c’ a+b+c 2

1 c

1
< —. Celkem dostavame

Analogicky plati —— < -, ——
nalogic ypa1a+b+c Y atbtc 2

a . b 54 c
. a .
a+b+c a+b+c

1
Ly < = = 90°. O
atbre 1Sl tATY

Konfigurace s minimalnim souc¢tem vzdalenosti

Na zavér podkapitoly o trojuhelnikové nerovnosti jsme vybrali zajimavé tlohy, jejichz
spoleénym znakem je hledani polohy bodi, kterd minimalizuje zadany soucet vzdéle-
nosti. Hlavni ¢asti FeSeni takovych tloh je diikaz, Ze zvolena konfigurace je skutecné
optimalni. V piipadé, Ze by tyto vybrané dlohy byly zadény jako wypoctové, tj. s po-
zadavkem na urceni popsané minimalni vzdélenosti, predchézely by uvedené dikazy
vlastnimu vypoctu.

Uloha 2.1.15. Je ddna piimka p a body A, B ve stejné poloroving s hraniéni piimkou
p. Urcete polohu bodu M na primce p tak, aby soucet |AM|+ |BM]| byl mim’mdlm’PE]

1 [Cal=10]
12[Pom—93, str. 127/3]
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B

Obr. k tloze 2.1.15

RESENI:

UkéaZzeme, Ze hledany bod M je prisecikem primky p a usecky AB’, kde B’ je obrazem
bodu B v osové soumérnosti s osou p (viz obrazek). Pro libovolny jiny bod M’ na pfimce
pplati |AM'|+|BM'| = |AM'|+ |B'M'| > |AB'| = |AM|+|B'M| = |AM|+|BM|. O

Uloha 2.1.16. Je ddn ostrouhly trojuhelnik ABC. Urcete polohu bodii M, N, P po
Tadé na strandch BC, CA, AB trojihelniku tak, aby byl obvod trojihelniku M N P mi-
nimdlni[™]

Obr. k tloze 2.1.16

RESENT:
Predstavme si nejprve, ze zname polohu bodu M na strané BC' a hledame body N, P.
Zobrazme bod M v osovych soumérnostech s osami AB a AC, ziskdme tak body My a M,

13[And=04} str. 39/15]
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(viz obr. vlevo). Vysvétlime, Ze body N a P musi byt pruseciky usecky MM, se stranami
AC a AB. Obvod trojahelniku MNP je tedy roven |MyN|+ |NP|+ |PM.| = |MyM,|.
Pro jinou polohu bodi N, P (ozna¢me je N’, P’ jako na obrazku) je totiz

‘MbN/‘ + |N/P/’ + |P/Mc| > |MbP/| + ‘P/Mc’ > |Mch|'

Nyni zbyvé nalézt polohu bodu M tak, aby vzdalenost | M M,| byla nejmensi. Vzhle-
dem k uzitym soumeérnostem plati |[IMpAM,.| = [SMyAC| + |CAB| + M. AB| =
= |IMAC| + [RCAB| + |SMAB| = 2|CAB|, |AM,| = |AM| = |AM_.|. Trojihelnik
AMyM, je tedy rovnoramenny s konstantnim vnitinim thlem u vrcholu A. VSechny
takové trojihelniky jsou podobné. Zakladna My M. bude tudiz nejkratsi, pokud obé ra-
mena budou nejkratsi mozna, tedy pokud bude vzdalenost |M A| nejmensi. To nastane,
kdyz je bod M patou vysky na stranu BC. Uvaha bude stejné, at zacneme od libovol-
ného bodu, proto i hledané body N a P musi byt patami vySek na strany C'A a AB.
Trojuhelnik M N P s nejmensim obvodem je proto tzv. trojihelnik orticky k ptivodnimu
(ostrothlému) trojuhelniku ABC' (viz obr. vpravo) tedy trojihelnik, jehoz vrcholy jsou
patami vySek puvodniho trojuhelniku. O

Uloha 2.1.17. Ktery bod daného konvezniho ctyrihelniku md minimdlni soucet vzdd-
lenosti od jeho vrcholii? Tvrzend dokazte[™]

D D D

A B A B A B

Obr. k uloze 2.1.17

I%liigjl;m bodem je prise¢ik X thlopticek AC a BD daného ¢tytihelniku ABCD. Pro
libovolny jiny bod X’ totiz plati (viz obrazek)
|AX'| +|X'C| > |AC| a |BX'| 4+ |X'D| = |BD|, lezi-li X na uhlopf¥icce BD,
|AX'| +|X'C| = |AC| a |BX'| 4+ |X'D| > |BD|, lezi-li X na uhlopticce AC,
|AX'| +|X'C| > |AC| a |BX'| 4+ |X'D| > |BD|, nelezi-li X na AC ani na BD.
Sectenim ve vSech tfech pfipadech dostavame ostrou nerovnost
|AX'| +|BX'| + |CX'| + |DX'| > |AC| + |BD| = |AX| + |BX| + |CX| + |DX]|,

ktera dokazuje, ze hledanym bodem skutecné je pravé prusecik thlopricek. O

MKui=96, str. 42/18]
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2.2 Délky tecen ke kruznici

Na str. [I4] jsou shrnuty vlastnosti te¢ny kruznice, zejména je zaveden pojem délka tecny
z bodu ke kruznici (vzdalenost tohoto bodu a bodu dotyku) a zminéna shodnost délek
dvou tecen z bodu k téze kruznici (soumeérnost tsekiu tecen), ktera je stézejnim zéakladem
feSeni vétsiny tloh celé podkapitoly rozdélené do odstavci

> KruZnice vepsana

> Shodné tseky tecen

> KruZnice pfipsana

KruZnice vepsana

Pracujeme-li s kruznici vepsanou mnohotuhelniku, sta¢i si u nékterych tloh uvédomit,
ze strany mnohothelniku lezi na te¢néach z vrcholu k vepsané kruznici (z toho divodu
takovy mnohothelnik nazyvame teénovy), a proto muzeme vyuzit shodnosti délek useki
tecen. Napiiklad na obr. [f] v trojahelniku ABC plati |[AGy| = |AG.|, |BG,4| = |BG.| a
|CG,| = |CGy|, v tetnovém &tyfahelniku DEFG je situace obdobna.

Obr. 6 — tetnové mnohotihelniky

Uloha 2.2.1. Kruznice vepsand libovolnému trojuhelniku ABC' se dotykd jeho stran
v bodech, které rozdéluji jeho strany na Sest iusecek. Vyjadrete jejich délky pomoci délek
celyjch stran.

RESENT:

VyuZzijeme oznaceni z obr. [6] podle kterého

x=|AG:| = |AGy|, y=c—x=|BG. =|BGy|, z=0b—2=|CGy| =|CG,l,

celkem a = |BGq| + |CGq| = ¢ — 2 + b — =z, odkud jiz vyjadiime 2 = $(—a + b+ ¢).

Dosazenim do vztahti y = ¢ — x, 2 = b — x pii oznaceni s = %(a + b+ ¢) dostaneme
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[AG| = |AGc| = §(~a+b+c) =s—a, |BG|=|BGd=}(a—b+c)=5-",
CGal = ICGyl = S(a+b-c)=s —c -

Uloha 2.2.2. T¥i kruznice o polomérech 1, 2, 3 maji po dvou vnéjsi dotyk. Urcete
polomeér kruznice, kterd prochdzi vsemsi tremi body dotykuE

Obr. k uloze 2.2.2

RESENI:

Oznacime-li A, B, C stfedy kruznic, a R, S, T body jejich dotyku (viz obr.), zjistime,
7e trojuhelnik ABC' ma strany délek 3, 4, 5, a je tedy pravothly. Strany trojihelniku
ABC jsou rozdéleny body R, S, T tak, jako je déli body dotyku vepsané kruZnice (srov.
obr. |§|, takové rozdéleni je pravé jedno, jak je dokdzéano v tloze . KruZnice opsané
trojuhelniku RST je proto zarovenn kruznici vepsanou trojuhelniku ABC'. Ozna¢me O
jeji stfed. Zbyva uvazit, ze ¢tytuhelntk ORCS' je ¢tverec, a proto je hledany polomér
roven jedné. ]

Pfedchozi tlohu nyni zobecnime pro kruznice libovolnych polomérii.

Uloha 2.2.3. T¥i kruznice se navzdjem dotykaji vné. Pomoct jejich poloméri r, ra, 3
vyjdadiete polomer kruznice, kterd prochdzi vsemi tiemi body dotykuE

RESENT:
P1i TeSeni postupujeme stejné jako ve specialnim piipadé€ v predchozi tloze. Oznacime

15 [Pra—06), str. 296/12.86]
Navrh autorky prace
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Obr. k uloze 2.2.3

A, B, C stfedy kruznic, a R, S, T body jejich dotyku (viz obr.) a uvazime, Ze kruznice
opsand trojuhelniku RST je nutné kruznici vepsanou trojihelniku ABC.

P1i vypoctu poloméru p kruznice vepsané vyjdeme ze vztahu S = ps pro obsah
S trojihelniku RST, kde s = %(a +b+c) = %(7"2 +rs+ri+rs+r+re) =
= r1 + ro + r3. Pro vyjadfeni obsahu S trojuhelniku dale uzijeme Herontuv vzorec
S = \/s(s—a)(s—b)(s—c) = \/(r1 +r2+r3)rirars. Porovnanim, vyjadfenim p a
dpravou ziskdme vzorec pro hledany polomér ve tvaru

p= \/(7“1 + 1o+ 1r3)riTers _ 17273 0
T+ 10 + 173 T1+T2+T3.

V posledni tloze bylo vyuzito porovnani obsahu téhoz ttvaru vyjadireného dvéma
zpusoby. Dalsi priklady vyuzivajici tuto uZzitenou metodu jsou sdruzeny v samostatné
¢asti na str. [78] 'V pribéhu FeSeni tlohy jsme odvodili nasledujici tvrzeni:

Pro polomér kruznice vepsané trojuhelniku ABC' plati

. \/(s—a)(s—b)(s—c)

S

Uloha 2.2.4. Je ddin trojuhelnik ABC'. Na strané BC' je sestrojen bod D a na strané
AC bod E tak, zZe ctyrihelniku ABDE je mozZno opsat i vepsat kruznici (je tedy dvoj-
stiredovy). Vyjadiete vzddlenosti |CD|, |CE| i obvod ¢tyiihelniku ABDE pomoci délek
a, b, ¢ stran trojihelniku ABC. E]

1"[Bog=84] str. 28/81]
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Obr. k uloze 2.2.4

RESENT:

KruzZnice vepsanéa ¢tyfihelniku ABDF je i kruznici vepsanou trojihelniku ABC'. Oznag-
me S jeji stfed a Gq, Gy, Ge body jejiho dotyku se stranami BC, AC, AB. Ctyithelnik
ABDE je tétivovy, takze [EDB| = 180° — |[XBAE| = 180° — «. Protoze bod S lezi
na osach thli BAC a EDB, je |[XG.AS| = § a v pravouhlém trojihelniku DSG, je

(G, SD| = 90° — 3|XEDB| = 90° — (90° — &) = 2.

Proto jsou pravouhlé trojuhelniky SAG., DSG, podobné a pii oznaceni p = |SG,| =
2

= |SGp| = |SG,| plati p : |AG.| = |DG,| : p, neboli |DG,| = |AP7G| Z vysledku tlohy

vime, Ze |AGe| = s — a, [CGq| = s — ¢, kde s = 3(a+ b+ c), a za p* dosadime

(s—a)(s—b)(s—c)

podle vzorce pred zadédnim ulohy. Celkem

OD| = [CGa| — (DGl = (5 — ) — &= b)s(s -0 _ b(ss— 2}
|CE| = |CGy| — |[EGy| = (s — ¢) — (s — a)s(s —c) _ a(ss_ c)

Obvod ¢tyitahelniku ABDE je proto

0= |AB|+ |BGq| + |AGy| + 2|DG4| + 2|EGy| =
(s=0b)(s—c) 2c(s —c¢) 2¢(2s—c¢)
s

5289 gy = . O
S

1o

=2c+2
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Uloha 2.2.5. Dokazte ndsledugici tvrzem’

Polomér kruZnice vepsané pravothlému trojuhelniku ABC' s pfeponou AB je dén vzor-
cem

p=3ia+b—c).

A c=(a—p)+(b—p) B

Obr. k uloze 2.2.5

RESENT:

Podle obr. oznacme G, Gy, G. body dotyku kruZnice vepsané. Staci si uvédomit, ze
SG,CGy je ¢tverec, a proto |CGy| = |CG,| = p. Zbytek vyfesime postupem identickym
s FeSenim tulohy (nebo pouze aplikujeme jeji vysledek) a obdrzime dokazovany
vzorec p = 2(a+b—c).

Jiny postup: Pro obsah pravotuhlého trojihelniku ABC plati S = %ab = %(a+b+c) p.

Odtud p = - fbb+c. Rozsifenim zlomku vyrazem a + b — ¢ a aplikaci Pythagorovy véty
obdrzime vysledek, nebot (a + b+ c)(a+b—c) = (a+b)? — ¢? = 2ab. O

Uloha 2.2.6. Pravotihly trojihelnik ABC' je rozdélen vijskou CCy na dva trojihelniky
ACyC a CCyB (viz obrdzek). Dokazte, Ze soucet polomeéri kruZnic vepsanyjch trojihel-
nikim ABC, ACyC a CCyB se rovnd vysce trojihelniku ABCE

RESENI:
Oznacme p, p1, p2 poloméry kruZznic vepsanych po fadé trojuhelnikim ABC, ACyC,

CCyB. Ozna¢me dale ¢, = |BCy|, ¢, = |ACy|, v = |CCy|. Podle ulohy v (pravo-
thlych) trojuhelnicich ABC;, ACyC a CCyB plati

(a+b—c), pr=3(cp+v—">), pa=2i(catv—a).

N[ —

p:

Celkemp1+p2+p:%(cb+v—b+ca+v—a+a+b—c):v, nebot ¢ =¢, +¢. O

18|Sar-86, str. 8/16], [Pra—86al, str. 60/5a]
19[Eng 98} str. 322/63]
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¢

A cp Coy ¢q B

Obr. k uloze 2.2.6

Uloha 2.2.7. Vnitini bod D strany AB trojihelniku ABC md tu vlastnost, Ze kruz-
nice vepsané trojuhelnikim ACD o DCB maji spoleénij bod. Dokazte, Ze bod D lezi na
kruznici vepsané trojuhelniku ABC m

7 V

d
A X dDdY B

Obr. k uloze 2.2.7

RESENI:
Situace je znazornéna na obrazku, spoleény bod Z kruZnic vepsanych trojihelniktim
ADC a DCB musi byt bodem jejich dotyku se stranou DC'. Vyuzijeme shodnych délek
asekl tecen
|DX| = |DZ|=|DY|=d, |AU| = |AX| = |AD| — d,
|CV|=|CZ| =|CU|=b-|AD| +4d, |BY|=|BV|=a—-b+ |AD| —d.

Vime, ze |AD| + |DY |+ |BY| = ¢, tedy

¢c=|AD|+d+a—b+|AD|—d, odkud |AD|=3(b+c—a).

20[Pra—86h), str. 86/17.44]
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Bod D je podle vysledku tulohy bodem dotyku kruznice vepsané trojihelniku ABC
se stranou AB.

Pozndamka:

Mohli bychom také vyuZzit FeSeni tlohy k uréeni |AX| = 3(|AD|+ |AC|— |DC|)

|XD| = |YD| = %(|DB|+|DC| - |BC|), odkud jiz piimo plyne |AD| = |[AX |+ |XD|
1

=5(b+c—a).

Ol o

Uloha 2.2.8. Necht ABCD je tecnovy ctyiihelnik. Dokazte, Ze kruznice vepsané troj-
dhelnikiim ABC a CDA se dotykaji™]

C C

A B A B
Obr. k uloze 2.2.8

RESENI:

Podle obr. ozna¢me Ty, To body dotyku strany AC s kruZznicemi vepsanymi troju-
helnikim ABC a ACD. Nejprve vyfesime piipad, kdy |ATy| < |ATy|. Pak |T1T5| =
= |AC| — |ATy| — |CTy| a mizeme vyuzit vysledek tlohy R.2.1} |ATy| = L(JAC| +
+ |AD| —|CDJ), |CTy| = %(|AC| + |BC| - |AB]J). Celkem

1
T1T2| = 5 (JAB| = |BC| + |CD| — |AD)).

V piipadé |AT,| > |ATi| postupujeme analogicky a dojdeme k vysledku s opa¢nym
znaménkem. U te¢nového ¢tyfuhelniku je vsak |AB| + |CD| = |BC| + |AD|, a proto
v obou pfipadech plati |T77T5| = 0. O
Shodné aseky tecen

V feSenich tloh tohoto odstavce jsou vyuzity soumérnosti tsekii tec¢en z bodu ke kruz-
nici, v posledni tloze navic soumérnost spoleénych tecen dvou kruznic (viz str. .
Ulohy jsou feseny tuplné, tj. bez odkazti na vysledky tloh predchoziho odstavce.

Uloha 2.2.9. V tecnovém ctyiihelniku ABCD se poloprimky AB a DC' protinaji v bodé
E, poloprimky AD a BC' se protinaji v bodé F. Dokazte, Ze platz’lﬂ

a) |BE|+ |BF| = |DE| + |DF|, ©)|AE|— |AF|=|CE| - |CF|.
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A K B FE

Obr. k uloze 2.2.9

RESENT:

Podle obr. oznac¢me K, L, M, N po fadé body dotyku kruznice vepsané se stranami
AB, BC, CD, AD. S ohledem na rovnosti |BK| = |BL|, |EK| = |[EM|, |LF| = |NF|,
IND| = |MD| plati

|BE|+ |BF| = |EK|— |BK|+ |BL|+ |LF| = |[EK|+ |LF| = |EM|+ |[NF| =
=|EM|+ |ND|+ |DF| = |EM|+ |MD|+ |DF| = |DE| + |DF|.

Analogicky

|AE| — |AF| = |AK| + |EK| — |AN| — [NF| = |EK| — |NF| =
= |EM| — |LF| = |CE| +|CM| - |CL| — |CF| = |CE| - |CF|. O

Uloha 2.2.10. Tecny z bodu P vedené ke kruznici k maji body dotyku A, B. Treti tecna
proting usecky AP, BP v bodech X, Y. DokaZte, Ze obvod trojihelniku PXY mnezdvisi
na vybéru treti tecny.

Obr. k uloze 2.2.10

2 [Eng 98| str. 335/16]
22[And-04} str. 68/3]
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RESENT:
Oznacme Z bod dotyku tieti te¢ny s kruznici k (viz obrazek). Pfi uréovani obvodu
trojihelniku PXY vyuzijeme shodnosti délek tiseku tecen:

|PX|+ | XY |+ |YP|=|PX|+|XZ|+|ZY |+ |YP| =
= |PX|+ |XA|+|BY|+|YP| =
= |PA| + |PB| = 2|PA|
Délka tsecky PA na vybéru tieti teény nezavisi, dikaz je tedy hotov. O

Uloha 2.2.11. Do dhlu AV B jsou vepsdiny dvé kruznice bez spolecného bodu. Jejich
spolecnd vnitint tec¢na s body dotyku C', D protind ramena twhlu v bodech E, F. DokaZte,
e |[EC| = |FD|P

Obr. k tloze 2.2.11

RESENTI:

Situace je znazornéna na obr. (G, G', H, H' jsou body dotyku). Na pofadi oznac¢eni bodi
C, D a E, F nezélezi, nebot dokdzeme-li |EC| = |F'D|, bude platit také |F'C| = |ED|.
Vyuzijeme shodnych délek tuseki te¢en |EG| = |EC|, |[FD| = |FH|, |ED| = |EH'|,
|FC| = |FG'| arovnosti |GH'| = |G'H| plynouci opét ze shodnych délek useki tecen
z bodu V k obéma kruznicim:

|GH'| = |GE| + |EH'| = |EC| + |ED| = 2|EC| + |CD|,
|G'H| = |G'F| + |FH| = |CF| + |FD| = |CD| + 2|FD|.

Odtud 2|EC| + |CD| = |CD| + 2|FD| neboli |EC| = |FD|. O

23[Pra-86al, str. 61/3.2a], [Hon-91} str. 4/2]
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Pozndamka:
V pripadé, ze by zadani posledni tlohy pripoustélo vnéjsi dotyk kruznic nebo dokonce
shodné kruznice dotykajici se rovnobéznych piimek, plati tvrzeni také a diikaz je snadny.

Uloha 2.2.12. Uwnitf stran AB, BC, CD a DA konvezniho ctyiihelniku ABCD jsou
po Tadé zvoleny body K, L, M a N. Oznacme S prisecik primek KM a LN. Je-li
mozno vepsat kruznice ctyiuhelnikim AKSN, BLSK, CMSL a DNSM, je mozno
vepsat kruznici i ctyrihelniku ABCD. Dokazvte@

Obr. k tloze 2.2.12

RESENI:

Predpokladejme, Ze zminénym c¢tyfem c¢tyiahelnikim lze vepsat kruznice a oznacme
body dotyku téchto kruznic podle obrazku. Ctyrthelniku ABCD lze vepsat kruznici,
pravé kdyz pro délky jeho stran plati |AB| + |CD| = |BC| + |DA|. Diky soumérnosti
teCen |AP,| = |AP]|, |BP;| = |BPj|, |CPs| = |CP;|, |DP,| = |DPj| mizeme uvedenou
rovnost, kterou potfebujeme dokézat, prepsat nejprve do tvaru

|PLPy| + | PsPy| = |P2Ps| + | Py Py

a nasledné — na zakladé soumérnosti spole¢nych vnéjsich te¢en dvou kruznic |PyPj| =
= [@Q1Q2|, |P2P3] = 1Q3Qs], [PsPy| = |Q3Qu4l, [PaPi| = |Q)Q1] — do tvaru

|Q1Q2| + |Q5Q4] = 1Q2Q3] + Q4 Q1 ],

MOl 51-B-11-3]
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ktery snadno dokdZzeme pomoci soumeérnosti te¢en z bodu S k jednotlivym kruznicim:

Q1 Q2] + 1Q3Qu4| = |Q1S| +15Q2| + Q35| + [SQ4| =
= |Q1S| + [SQ5] + Q38| + [SQ)| = 1Q5Qs3| + |Q4Qx|-

O

Poznamka:
Za povsimnuti stoji, ze za predpokladu tlohy plati také rovnost |K M| = |NL|, kterou
je mozné dokézat Gpravou vysSe popsaného postupu.

Nasledujici ¢ast shrnuje vlastnosti, které byly postupné objevovéiny v pfedchozich
tlohéch, pii vykladu o kruznicich, kterym fikdme p7ipsané strandm daného trojahel-
niku.

Kruznice pripsana

Kruznice pripsand trojihelniku se dotyka jedné jeho strany a p¥imek, v nichz lezi zbyva-
jict dvé strany, v bodech, které na téchto stranach nelezi. Pro kazdy trojahelnik existuji
tii kruznice pripsané, kazda jedné jeho strané, zobrazeny jsou na obrazku k tloze
Pii feSeni tloh s tématikou téchto kruznic je velmi ¢asto vyuzivana shodnost délek tseki
jejich tecen z vrcholid trojihelniku.

Uloha 2.2.13. Dokazte, Ze polomér kruZnice pFipsané pravouhlému trojihelniku ABC,
kterd se dotgkd prepony AB a prodlouZeni odvésen, je ddn vzorce

pe=3(a+b+c).

RESENI:
Vyjdeme z obréazku. Ctyiuhelnik A.S.B.C' je &tverec, proto p, = |C'Ac| = |CB.|. Vyu-
zijeme shodnych délek useku tecen |AA.| = |AN;| a |BB.| = |BN,|:

a+b+c=a+b+|AN.| + |BN;| =a+ |AA| +b+ |BN,.| =|CA.| + |CB.| = 2p..
g

Uloha 2.2.14. Kruznice piipsané libovolnému trojihelniku ABC' se dotykaji jeho stran
v bodech, které rozdeluji jeho strany na Sest usecek. Vyjddiete jejich délky pomoct délek
celijch stran.

RESENI:

Body dotyku pripsanych kruznic s prodlouzenymi stranami ozna¢me jako na obrizku a
vyuzijme nejprve shodnosti délek tseku tecen |AA.| = |AN.|, |BB.| = | BN|. Dojdeme
k tomu, ze

|CA:| + |CB.| =b+ |AA:|+a+ |BB.|=b+|AN;|+a+|BN.|]=a+b+c.

25 [Pra—86al, str. 60/5b]
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Pe
AC Pec

Pc

SC

Obr. k tloze 2.2.13

Obr. k uloze 2.2.14

Odtud s uvazenim rovnosti [CAc| = |[CBc| plyne [CA.| = |CB.| = 3(a+b+¢) = s.
Analogicky zjistime, ze také |AC,| = |AC,| = |BAy| = |ACy| = 3(a+ b+ c) = s. Nyni
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jiz mazeme ur¢it délku |BN;| = |BB.| = |CB.| — a = s — a, podobny vysledek vyjde
u ostatnich dsek:

|IBN.| = |CNy| =s—a=3(—a+b+c),
|AN| = |[CNy| =s—b=2%(a—b+c),
|ANy| = [BN,| =s—c=3(a+b—c).

O

Poznamenejme, ze hledané délky tseki tecen v feSeni obou tloh [2.2.1] a 2:2.14] maji
stejné vyjadieni, z ¢ehoz plyne zajimavy poznatek o poloze bodi dotyku vepsané a
piipsané kruznice. Na obr. [7] vlevo jsou v trojuhelniku ABC vyznaceny body Gg, Gb,
G dotyku kruznice vepsané, na stejném obrazku vpravo pak v tomtéz trojuhelniku body
Ng, Ny, N, dotyku kruznic pfipsanych, shodné dseky jsou vyznaceny v obou obrézcich
stejnou barvou. Je patrné, ze body dotyku kruznice vepsané a pripsané se zvolenou
stranou trojihelniku (napf. body G, a N, na strané AB) jsou soumérné sdruzené podle
stfedu této strany.

A z CcyB

Obr. 7 — body dotyku kruZnice vepsané a kruznic pripsanych

2.3 Obsah trojihelniku

Protoze obsah je vedle obvodu nejvyznamnéjsi skalarni veli¢ina, jiz rovinnym tGtvarim
obecné prifazujeme, tvori vypoCty obsahi jedno z hlavnich témat pocetni planimetrie.
Pfi urcéovani obsahu slozitéjstho ttvaru nejprve ttvar rozdélime na jednodussi, coz jsou —
kromé nékterych specialnich ¢tyfihelniki a ¢asti kruht — predevsim trojuhelniky. Jejich
obsahtim proto vénujeme celou tuto podkapitolu, tvofenou odstavci

> Urcovani obsaht

> Poméry obsaht

> Podobnost

> Nerovnosti
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> Metoda porovnani obsahii
Pro zjednoduSeni zapist budeme pouzivat symbol S4pc pro obsah trojihelniku ABC,
analogicky pro ¢tyrihelnik a dalsi atvary.

Urcdovani obsahi

V tlohéch, jejichz cilem je vyjadrit obsah zadaného tvaru pomoci obsahu jiného dtvaru,
casto porovnavame obsahy ruznych trojihelnikt, abychom tak nasli souvislost mezi
zadanym a hledanym obsahem. Piimo ze zékladntho vzorce pro obsah trojihelniku
(S = Zav,) plyne:

Maji-li dva trojihelniky shodnou jednu stranu a vysku na tuto stranu, maji stejny
obsah.

Napiiklad na obrazku [§ vlevo predpokladame, ze usecky AB a C'D jsou shodné a
leZi na jedné piimce. ProtoZe vygka z vrcholu E je spoletné, maji trojuhelniky ABE,
CDE stejny obsah.

A B C D F G

Obr. 8 — trojihelniky se stejnymi obsahy

Také trojihelniky FGH a FGJ na obrazku vpravo maji stejny obsah, pokud jsou
usecky F'G a HJ rovnobé&zné.

Vime-li jiz, ze dva prekryvajici se utvary maji stejny obsah, pak i jejich nepte-
kryvajici se ¢asti musi mit stejny obsah. Napiiklad typicky pro lichobéznik rozdéleny
thloptickami jako na obr. je Srrg = Sarj, nebot plati Sprg = Srary — Srgr =
= Srayg — Srar = Sqgrj. Naopak z rovnosti Sprg = Sgrs plyne rovnobéznost tisecek
FGa HJ.

N

Uloha 2.3.1. Vicholy trojihelniku ABC' prochdzeji tii rovnobézky. Primka prochdzejici
vrcholem A protind primku BC' v bodé X, pfimka prochdzejici bodem B protind primku
AC v bodé Y a pFimka prochdzejici bodem C' protind piimku AB v bodé Z. Vyjddrete
obsah trojuhelniku XY Z pomoct obsahu S trojihelniku ABC @

26[Bra—03}, str. 67/7]
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Obr. k uloze 2.3.1

RESENI:
Predpokladejme nejprve, ze bod Z je vnitinim bodem strany AB a body X, Y lezi vné
trojuhelniku (viz obréazek). Opakované nalezneme trojthelniky se stejnym obsahem:

Spyx = Spya, proto Scyx =09,

Szcx = Szca, Szcy = Szes-

Celkem Sxyz = Scyx +Szex +Szcy = S+Szc4+ Sz = 25. Tento zavér plati, at
jsou body X, Y, Z umistény na prislusnych piimkéach jakkoliv, nebot uvedeny postup
vzdy vede ke stejnému vysledku. O

Uloha 2.3.2. Pomoci obsahu S trojuhelniku ABC vyjddiete obsah trojihelniku A’ B'C’,
jsou-li body A, B, C po Tad¢ stredy tisecek CC', AA', BB'P|

RESENI:
Spojime-li vhodnymi tseckami vrcholy obou trojuhelnikii (viz obrazek), zjistime, Ze
trojuhelnik A’B’C" je rozdélen na sedm ¢asti se stejnym obsahem. Plat{ totiz

Sapc =S, Sapc = Sapcr (nebot |AB| =|BA’| avysky z C a C' jsou stejné),
SAB/C = S, SA/B’C = SA’BC (analogicky),
SABC’ = S, SAB’C/ = SABC” (analogicky).

Celkem tedy Sapcr = 78. O]

Uloha 2.3.3. Pomoci obsahu S daného konvezniho ctyrihelniku ABC D vyjddiete obsah
ctyrihelniku A'B'C'D’, jsou-li body A, B, C, D po Fadé stredy isecek DD', AA’, BB,
co' B

*7[Eng-98| str. 320,38]
28[Pra-86al, str. 76,/4.5]
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B/

Obr. k uloze 2.3.2

Obr. k uloze 2.3.3

RESENI:
Spojime vrcholy obou ¢tyfihelnikt tiseckami jako na obrazku a najdeme trojihelniky
se stejnym obsahem. Zjistime, Ze

Sapcr = Sapcr = Sapc, Scprar = Scpar = ScBa,
Sparpr = Spap’ = SBAD Spc'p = Spcp’ = SpeB-
Obsah ¢tyriahelniku A’B'C'D’ je proto roven

S+ Sapct +Sapc + Scprar + Scar + Sparpr + Spap + Spcr + Spep =
=S +2Sapc +2ScBa +2SBap + 2SpcE = 5S. ]

Uloha 2.3.4. Sestiihelnik ABCDEF je vepsdn do kruznice tak, Ze wuhlopticky AD,
BE, CF jsou jejimi priméry. Dokazle, Ze obsah S Sestithelniku je roven dvojndsobku

obsahu trojiuhelniku ACE@

29[Pra-86al, str. 76,/4.6]
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Obr. k tloze 2.3.4

RESENT:
Oznacme S stfed opsané kruznice. Z obrazku vidime, Ze

Saps = Sags = Sprs, Spcs = Scrs = Sers, Scps = Sacs = SArs.
Vysledek dostaneme seCtenim obsahti jednotlivych trojuhelnikii:

S = 8aBs + Spes + Scs + Sers + Scps + Sars =
=2S4Es +2ScEs + 2Sacs = 2SacE- ]

Uloha 2.3.5. Vnitini bod P trojihelniku ABC md tu vlastnost, Ze trojihelniky ABP,
BCP a ACP maji stejné obsahy. Dokazte, Ze P je téZisté trojuhelniku ABC.@

C

Obr. k uloze 2.3.5

RESENT:
Ozna¢me X prusecik piimky AP se stranou BC. Obsahy trojuhelniki APC a APB

30[Pra—86al, str. 76,/4.2]
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jsou shodné, maji tedy shodné vysky na stranu AP. Stejnou velikost v8ak maji i vysky
na stranu PX v trojuhelnicich PXC a PX B, proto maji trojuhelntky PXC a PXB
stejné obsahy. Proto je bod X stfedem strany BC. Analogickou tivahu provedeme pro
ostatni strany a zjistime, ze bod P je prusefikem té&Zznic a tedy tézisté. O

Uloha 2.3.6. Dokazte, e obsah trojihelniku se stranami shodnymi s téznicemi daného

trojuhelniku ABC' je roven % obsahu trojihelniku ABC. @

Obr. k uloze 2.3.6

RESENI:
Stredy stran trojuhelniku ABC oznacme Ap, By, Cq jako na obr. a sestrojme bod D
tak, aby ¢tyrtuhelnik C1 BDC' byl rovnobéznik. Dalsimi rovnobézniky na obrazku jsou

— AC1DC, nebot CD || C1B a |ACy| = |C1B| = |CD|,

— AA1 DBy, nebot C1D || AC, |C1D| = |AC| a bod A; je jako prusecik uhlopti¢ek
rovnobé&zniku C1BDC stfedem strany C1D,

— (C1BA1 By, nebot dvé jeho strany jsou stfednimi piickami trojuhelniku ABC,

Strany trojuhelniku BD B; jsou tedy shodné s té&Znicemi trojuhelniku ABC. Oznacme
E prusecik uhlopticek BB; a C1 Ay rovnobé&Zniku C1BA;1B;. Bod FE je stiedem BBj a
2|EA,| = |A1D|, takZe bod A; je t&zistém trojuhelniku BDBy. Nyni jiz staci uvazit, ze
SBpB, = 35BA,B, & Sapc = 25pcB, = 45BA,B,, a tvrzeni je dokazéno. O

Pomeéry obsahi

Zobecnénim tdvodniho poznatku o rovnosti obsahti dvou trojuhelniki jsou dvé jednodu-
ché a pfitom velmi uziteéna tvrzeni o poméru jejich obsahtu, ktera plynou také primo
ze zékladniho vzorce pro obsah trojihelniku.

Maji-li dva trojihelniky shodnou jednu stranu, pak jejich vysky na tuto stranu jsou ve
stejném poméru jako obsahy obou trojuhelniki.

3 [And—03| str. 87/2]
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Maji-li dva trojihelniky shodnou jednu vysku, pak jejich strany, na které tato vyska
smeéfuje, jsou ve stejném poméru jako obsahy obou trojuhelniki.

Uloha 2.3.7. Pouze pomoci iivah o obsazich trojuhelniki dokazte, Ze téznice libovolného
trojuhelniku prochdzeji jednim bodem a rozdéluji trojuhelnik na Sest cédsti o stejném ob-
sahu

C
B,y ! A
T
B

Obr. k tloze 2.3.7

A

RESENT:

Ozna¢me T prisecik t&znic AA; a BBj, déile oznaéme S shodné obsahy trojuhelniki
ATB; a CT By a Sy shodné obsahy trojuhelniktt BT'A; a CT Ay (viz obrazek). Obsah
trojihelniku AA;C je roven obsahu trojihelniku BB;C, nebot jsou oba rovny poloviné
obsahu trojihelniku ABC'. Plati tedy

257 + Sy =255 + 5.

Odtud plyne S; = So (trojtihelniky AA;C a BB1C se piekryvaji, muzeme tedy alterna-
tivné pfimo z obrazku uréit, Ze obsahy trojtuhelniki AT By a BT A; jsou shodné). Usecka
CT proto déli obsah trojuhelniku AA;C v poméru 2 : 1, takze i |AT|: |[A1T| =2: 1.
Pokud bychom na pocatku zvolili misto BBy téznici C'Cy, dosli bychom k témuz po-
méru. Bod T je tedy prisecikem vSech t¥i téZnic a déli je vzdy v poméru 2 : 1. O

Uloha 2.3.8. Uhlopricky konvezniho ctyiuhelniku ABCD se protinaji v bodé P. Pomoci
obsahii trojihelniki ABP, BCP, CDP vyjddrete obsah trojuhelniku ADPE

RESENI:
Trojuhelniky ABP a BCP maji spole¢nou vysku z vrcholu B, stejné tak trojuhelniky
CDP a ADP maji spoleénou vysku z vrcholu D, proto

SABP _ |AP| _ Sapp odtud  Sapp — Sapp - Scpp
Spcp  |CP|  Scpp’ Spep

32 [Kur—90, str. 69)
33[Pra—86al, str. 79,/4.26]
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A B
Obr. k uloze 2.3.8

Uloha 2.3.9. Obsahy trojihelniki tvorenych prisecikem thlopricek a zdikladnami li-
chobézniku jsou S1 a Sy. Urcete obsah S celého lichobéinz’ku,lﬂ

D C
S
X
Sy
A B

Obr. k uloze 2.3.9

RESENI:

Zvolme oznaceni Sl = SCDX) SQ = SABX; So = SADX = SBCX jako na obrazku.
(Obsahy trojahelniku ADX a BCX jsou stejné, nebot se jedna o neptekryvajici se
¢asti trojuhelniki ABC a ABD se shodnym obsahem.) Stejné jako v tuloze pro
poméry zkoumanych obsahii plati

So |AX| S
_— = — = — t kv - .
S, OX| 3, akze Sp=1/5152

Nyni jiz mizeme uréit vysledek:
5251+SQ+2\/8152:(\/Sl+\/52)2. O

Uloha 2.3.10. Je ddn trojihelnik ABC a body K, L po Fadé uvniti stran AB a BC
tak, Ze plati |AK|:|KB|=2:1, |BL|:|LC| =3:1. Vyjddrete obsahy vsech tii éasti,
na néz je trojuhelnik ABC' rozdélen tuseckami KC a KL pomoci obsahu S trojihelniku
ABC P
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3v

A 2u K u B

Obr. k uloze 2.3.10

RESENI:

Trojihelniky AKC a ABC maji shodnou vysku z vrcholu C'| proto jsou jejich obsahy
v poméru |[AK| : |AB|, tedy Sagc = %S. Nyni se zaméfime na trojthelnik KBL,
jehoz obsah je z téhoz duvodu roven Sk pr = %SKBC = %%S = %S. Koneéné Skrc =
= iSKBC = %S. O

Uloha 2.3.11. Na strané AB trojihelniku ABC' lezi bod M, na strané AC bod N,
pricemz |AM| = 3|M B| a 2|AN| = |NC|. Vyjddrete obsah ctyrihelniku M BCN pomoct
obsahu S trojihelniku ABC P

A 3u Mu B

Obr. k tloze 2.3.11

RESENT:
Nejprve uréime obsah trojuhelniku AM N (viz obréazek). Trojuhelniky AMN a AMC
maji shodnou vysku z vrcholu M, proto Sapyn = %SAMC. Stejnou tvahou uréime

Samvc = %S, takze celkem Sapyn = %.%S = iS. Hledany obsah ¢tyrahelniku M BCN
je

SuBoN = Sapc — Samn = 38. 0

34|Sar-86, str. 10,/45]
35 [Lei—xx, str. 31/8], upraveno.
36|Sar—86l str. 15/104]
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Uloha 2.3.12. Body P, Q, R lezi po Fadé na strandch BC, CA, AB trojihelniku ABC,
tak, Ze |BP| : |PC| = |CQ| : |QA| = |AR| : |RB| = m : n, kde m, n jsou dand pFirozend
¢isla. Vyjadrete obsah trojihelniku PQR pomoci obsahu S trojihelniku ABCE

A mw R nw B

Obr. k tloze 2.3.12

RESENI:
Postupujme podobné jako v predchozi tloze:

m m n mn
S = S = . S =
BB BB T i m+n (m+mn)?

Vypocet obsahii trojihelnikit PCQ a QAR déava stejny vysledek. Celkem

mn m2 — mn + n?

SPQR:S—3(m+n)QS: (m+ )2 S. O

Uloha 2.3.13. Body D, E, F lezi po fadé na strandch BC, CA, AB trojihelniku ABC,
tak, Ze |BD|: |DC| = |CE|: |EA| = |AF|: |FB| =1:2. Vyjidrete obsah trojihelniku
ohraniceného primkami AD, BE, CF pomoci obsahu S trojuhelniku ABCE

RESENI:

Oznac¢me G, H, K vrcholy popsaného trojthelniku jako na obrézku. Vyuzijeme-li tii
dvojice trojihelnikti se shodnou vyskou a pomérem piislusnych stran 1 : 2, ziskame
vztahy Sapc = 2SaBp, SHpc = 2Sgpp a konetné Spyr = 2Sapm, které uplatnime
pri vypoctu:

Scan = Sapc — Supc = 2(Sapp — Supp) = 254y = 2(Saru + SpuF) =
= 2(Sara + 2Sarn) = 6SarmH.

Dale (opét pomoci poméru stran) zjistime, ze Scap = %S, aviak také Scar = Scam +
+ Sapr = Scag + %SCAH = %SCAH. Odtud Scag = %S. Analogickym postupem
dostaneme Sapx = Spog = %S’. Zbyva dopocditat hledany obsah

37[Bra—05, str. 67/12]
38Tato tloha je spojovana se jménem znamého fyzika R. Feynmana, ktery ji vyfesil.
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Obr. k tloze 2.3.13

Za pozornost stoji srovnani s tilohou Blizsim rozborem zjistime, Ze tam pocitame
stejny pomér obsahti, nebot lze ukazat, Ze napiiklad prisecik piimky BB’ a strany A'C’
déli tuto stranu v poméru 1 : 2. O

Uloha 2.3.14. Body D, E, F lezi po fadé na strandch BC, CA, AB trojuhelniku ABC,
tak, Ze |BD| : |DC| =r, |CE|: |[EA| = s, |AF| : |FB| = t. Vyjddiete obsah trojihelniku
ohraniceného primkami AD, BE, CF pomoci obsahu S trojuhelniku ABC@
RESENI:
Budeme postupovat stejné jako v predchozi tloze a také vyuzijeme piislusny obrazek.
Nejprve uplatnime vztahy Sapc = %SABD, Supc = %SHBD aSpur = %SAFH:

Sapp — Supp _ Sapu _ Sarw + SpHF _

Scan = Sapc — Supc = =
T T T

_ Sarg+ $Sarg  t+1
T tr

SaAFH.
Déle Scar = 1555, a také Scar = Scam + Sanr = Scan + #5Scan = S5+ Soan.
Odtud

t r s
S, =8 logicky S =9 S =&
CAH = v 1™ ANALOBICKY  CABK rs+r—+1 & »wBoG st+s+1

Zbyva dopocditat hledany obsah

Saux =S — Scam — SaBx — Spca =

_ (1 t r S g

- tr+t+1 rs+r+1 st+s+1 -

_ (rst—1)2 5 0
(tr+t+1)(rs+r+1)(st+s+1)

39Toto zobecnéni predchozi tlohy se nékdy nazyva Routhova véta (Routh’s theorem), [Ros—92)
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Podobnost

Vyskytuji-li se v tloze o obsazich podobné trojihelniky, mtZzeme vyuzit nésledujici
tvrzeni.

Je-li trojahelnik DEF podobny trojuhelniku ABC' s koeficientem podobnosti k, pak

Sprr = k*Sapc-

DUKAZ:
Plati |[DE| = k|AB| a také velikost vysky v; na stranu DE je k-nasobkem vysky v, na
stranu AB, proto Spgr = %|DE|Uf = kQ%‘ABh)C = k2S4gc. O

Dokézané tvrzeni plati nejen pro trojtuhelniky, ale pro libovolné dva podobné rovinné
atvary.

Uloha 2.3.15. Na strané AB trojihelniku ABC' lei body M, N tak, Ze
|AM|:|MN|:|NB|=1:2:3.
Body M, N wvedeme rovnobézky se stranou AC. Pomoci obsahu S trojihelniku ABC

vyjddiete obsah jeho cdsti omezené témito rovnobézkamsi E]

C
X

Au M2u N 3u B

Obr. k dloze 2.3.15

gfj:g;e X, Y priseciky strany BC' s rovnobézkami prochézejicimi body M, N (viz
obrazek). Trojtuhelniky ABC, M BX, NBY jsou podobné (uu) v poméru
|AB|: |MB|:|NB|=6:5:3.
Proto
Sunyx = SuBx — SNBy = (%)2 S — (%)2 S§=108=235. O

40[Sar-86), str. 11/55]
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Uloha 2.3.16. Urcete obsahy ctyr trojihelniki, na které deli lichobéznik o obsahu S
jeho dhlopticky, je-li dan pomér k délek jeho zdkladen.
RESENI:
VyuZijeme oznaceni z obrazku k uloze Trojihelniky ABX a CDX jsou podobné
(uu) s koeficientem podobnosti % = k. Proto pro jejich obsahy plati Sy = k2S;. Podle
tlohy [2:329] také vime, Ze pro stejny obsah Sy obou trojuhelniki ADX a BCX plati
So = /5152 = kS7. Celkem S = S + S9 + 255 = 51 + /{251 + 2kS; = (1 + k‘)zsl, a
proto

1 k? k
—S, So=—"-=35, So=-—"=85. O
A+&27 72T @+k2T 70T (T4 k)2
Uloha 2.3.17. Je ddin rovnobéznik ABCD a stied E jeho strany AB. Usecky CE a
BD rozdéluji dany ctyiihelnik na étyri édsti. Vyjdadrete jejich obsahy pomoci obsahu S
rovnobéiniku ABCD ]

S1 =

A E B

Obr. k uloze 2.3.17

RESENI:
Ziejmé S = 25pcop = 254apc = 4Sgpc. Obsah trojihelniku BC' X, kde X je prusecik
useCek CE a BD, oznacme Sy a vyjadfeme pomoci néj obsahy trojuhelniki CDX a
EBX (viz obrazek):

Sepx = Spep — Spex = 55 — So,

Sesx = Sgsc — Spex = 1S — So.

Trojihelniky CDX a EBX jsou podobné s koeficientem podobnosti % = 2, proto je

obsah trojuhelniku C DX roven ¢tyinésobku obsahu trojihelniku EBX:
%8—80:4(%8—80),
takze Sp = %S . Dosazenim

Sopx =35 —§9=13S, Sepx=15—§5= 15
Sapxp=5— (3S+ 35+ 55) = 35

MLeixxl str. 32/15]
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Obsah ¢tyttuhelniku AEX D bychom mohli urcit také jako soucet obsahu trojuhelniku
AED (1) a obsahu trojihelniku EXD (Sp). O

Uloha 2.3.18. Jakou st obsahu S c¢tverce ABC'D tvoii obsah Sy ctyiihelniku ome-
zeného primkami AM, BN, CK a DL, kde K, L, M, N jsou po Tadé stfedy stran AB,
BC, CD, DA?[7

D M C D M C
S S 35
1
35, s,
N| SO L N| SO Y L
S1
39,
35
1 S,
A K B A K B

Obr. k tloze 2.3.18

RESENI:

Ozna¢me jako na obr. X, Y pruseciky pifimky DL s pfimkami AM a CK a S; obsah
trojihelniku DX M. Obsah pravoihlého trojihelniku DCL je roven iS . Trojuhelniky
DYC a DXM jsou podobné (uu) s koeficientem 2, nebot maji jeden thel spoleény a
AM || CK, proto je obsah trojihelniku DY C' roven ¢tyinasobku obsahu trojihelniku
DX M. Celkem je obsah trojuhelniku DCL roven 557, tedy 551 = iS, aproto S1 = 2—105.

Nyni jiz mizeme podle obrizku vpravo urcit hledany obsah:
5025—163125—%52%5.

O

Poznamka:

Za povSimnuti stoji, ze vymezeny ctyfihelnik je ¢tverec, coz plyne ze symetrie ce-
lého problému (obrazek se pii otoceni o 90° kolem stiedu ¢tverce ABC'D nezméni).
Kolmost pfimek (napf. CK a DL) mizeme také dokazat vypoctem thla: DY C| =
= 180° — (|ULDC| + | KCD|) = 180° — (|LDC| + [«LDAJ|) = 180° — 90° = 90°.
Ze zjisténého obsahu muzeme snadno ur¢it délku strany ¢tverce. Zajimavé je také, ze
trojihelnik DCL je podobny trojuhelniku DXM (uu) s koeficientem /5. Nasleduje
zobecnéni tlohy.

Uloha 2.3.19. Urcete, jakou cdst obsahu S rovnobéiniku ABCD tvoii obsah Sy ctyr-
dhelniku omezeného piimkami AM, BN, CK a DL, kde K, L, M, N jsou po Fadé

*?[Pra—86al, str. 75/5]
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vniting body stran AB, BC, CD, DA takové, Ze

[AB| _ |BC| _ |CD| _ |DA] _

_ _ _ k> 1.
KB| _ |LC| _ |MD| _ |NA| "7

Obr. k uloze 2.3.19

RESENTI:

Oznaceni bodi (stejné jako v predchozi tiloze) a obsaht nékterych utvaru je zakresleno
na obrazku. Obsah trojuhelniku DCL je stejné jako obsah trojuhelniku AM D roven
ﬁS , proto se rovnaji také obsahy ¢tyfuhelniki NZXD a M XY C. Trojtahelniky DY C
a DX M jsou podobné (uu) s koeficientem k, proto je obsah trojihelniku DY C roven
k%S, analogicky je obsah trojihelniku AXD roven k2S5. Nyni snadno odvodime, Ze
Snzxp = (K2=1)S1 a Syxyc = (k2 —1)Ss. Celkem S; = S5 a dal miizeme postupovat
stejné jako v uloze Obsah trojihelniku DC'L bude mit dvoji vyjadient

Si(1+ k%) = ﬁS, a proto S = S.

1
2k(1+k2)

Nyni jiz miZeme urcit hledany obsah:

—_1)2
So =5 — 4281 = 5 — o5 = 5 (1- 125 ) = sS4k
Dosazenim k = 2 nam skutecné vyjde Sy = %S jako v tloze |2.3.18 O

Uloha 2.3.20. Bod O lezi uoniti konvezniho ctyiuhelniku ABCD, jehoZ obsah je S.
Urcete obsah ctyrihelniku s vrcholy v tézistich trojuhelniki ABO, BCO, CDO, DAO@

RESENI:
Oznacme E, F, G, H po tadé stfedy stran AB, BC, CD, DA, dale ozna¢me T}, T5,

“3[Eng 98| str. 322/69]
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Obr. k uloze 2.3.20

T3, Ty t67i5té trojuhelnikit ABO, BCO, CDO, DAO (viz obrazek). Pro obsahy plati
Sapn = 548D 1
1 = SAepH + Scrc = ZS
Sarc = ~SpBc 1
4
1 = SEFGH = 55.
Sepr = [ Sac 1
1 = Sgpr + Sucp = 15
Suep = ZSACD

7

étyfﬁhelm’k T1T5T5Ty je stejnolehly se ¢tyfuhelnikem EFGH podle stfedu O s koefici-
entem %, proto pro jeho obsah plati

4
STToTsTy = §SEFGH = 55-

Pozndmka:
Rovnobéznik EFGH se nazyva Varignoniiv mvnobéz“m’/@ ¢tyruhelniku ABCD. O

Nerovnosti

Nékteré tlohy jsou zaméreny na hledani nerovnosti, nejde v nich tedy o nalezeni presné
hodnoty zkoumaného obsahu, ale o jeji omezeni shora nebo zdola. V takovych pfipadech
je Casto uziteéna néasledujici jednoduchéa elegantni nerovnost.

Pro obsah S trojihelniku ABC' plati

44V roce 1731 byly publikovany prednasky [6] francouzského matematika Pierra Varignona (1654—
1722), ve kterych je rovnob&znik — dnes znamy jako Varignoniv — popsén.
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DUKAZ:

Toto tvrzeni plyne piimo ze vztahu S = %ab sin 7y pro obsah trojuhelniku ABC, p¥ipadné
ze zékladniho vztahu S = %ava, kde jisté v, < b. Rovnost nastava jediné u pravoihlého
trojihelniku ABC' s pravym thlem u vrcholu C. g

Dtsledkem je obdobné tvrzeni pro ¢tyrihelnik.

Pro obsah S &étyruhelniku ABC D plati

<ab+cd 3 <ad+bc. )

5_2’ -2

DUKAZ:

Pro obsahy trojuhelnikit ABC a AC'D plati Sppo < %b, Sacp < %, celkem tedy

ab+ cd

S =Sapc+ Sacp < 5

Odvozeny vztah plati i pro nekonvexni ¢tyfiuhelnik, nebot je-li nekonvexni vnitini thel
u bodu C nebo A, lze popsany postup pouZit, je-li nekonvexni thel u bodu B, plati
piimo S < Syep < ‘32—‘1, a kone¢né je-li nekonvexni thel u bodu D, plati § < Sapc < %b
Druhou nerovnost obdrzime z prvni cyklickou zdménou vrcholi ¢tyfahelniku. O

Uloha 2.3.21. Dokaste, Ze pro obsah S ctyrihelniku ABC D platz’

Obr. k tloze 2.3.21

RESENI:

étyfﬁhelnik ABC D rozfizneme podél uhlopticky BD a kolem jeji osy pieklopime troj-
thelnik BC'D (viz obréazek). Tim vznikne ¢tyfuhelnik ABC’D se stranami v pofadi a,
¢, b, d a stejnym obsahem S. Pro néj podle odhadu (E]) plati

ac + bd
< .
S < 2

*5[Eng-98] str. 319/9b]
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Uloha 2.3.22. Dokaszte, Ze pro obsah S étyrihelniku ABCD plat@’@

a—i—c_b—i—d’ S<a+b_c+d'
2 2 - 2 2

S <

RESENI:
Pozadované nerovnosti ziskdme tpravou pravych stran a uzitim odhadu @ a vysledku

ulohy [2.3.21}

a+c.b+d:1 ab+cd ad+ be 21‘2323’
2 2 2 2 2 2
a+b c¢c+d 1 [fac+bd ad+ be 1
) . >_-.99=4.
2 2 2( 2 + 2 )‘225 S -

Odhady z ptedchozich tloh miizeme vyuzit i v illohach o nerovnostech, v jejichz zadanich
obsah vibec nevystupuje.

Uloha 2.3.23. Dokazte, Ze polomér kruZnice vepsané (tecnovému) ctyiuhelniku nepre-
vysuje osminu jeho obvoduﬂ

RESENI:

Podle tlohy [2.3.22| pro obsah S ¢tyfihelniku ABCD plati S < ‘%"C . # Navic v te¢no-
vém ¢tyrahelniku jea+c=b+d = %0 (polovina obvodu), proto S < 1—1602. Na druhou
stranu vime, Zze S = ps = %po. Celkem

1 1,

Z0 < —
9/?

1
_160, odkudpggo. O

Metoda porovnani obsahii

Radu tloh lze népadité Fesit vyjadienim obsahu téhoz tutvaru dvéma zpisoby a jejich
néslednym porovnanim. Tuto metodu jsme uplatnili jiz dfive pfi feSeni zajimavé tlohy
2:2.3| o tiech dotykajicich se kruznicich na strané [50}

Uloha 2.3.24. Vyjddrete velikost vyjsky na preponu pravoihlého trojihelniku pomoct
délek odvésen.

RESENI:

Obsah trojihelniku ABC s pravym thlem pii vrcholu C' vyjadiime jednak pomoci
délky prepony a vysky na ni jako S = %cv, jednak pomoci délek odvésen jako S = %ab.
Porovnanim a uzitim Pythagorovy véty uréime

ab ab
¢ Va?+b?

v =

46[Eng 98| str. 319/9c¢|, [Ars—04] str. 329]
4T[Eng-98| str. 321/54], pFeformulovano na navrh gkolitele.
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Uloha 2.3.25. Vyjddiete velikost visky vy na rameno rovnoramenného trojihelniku
pomoct délky a zdkladny a délky b obou ramen.

RESENI:

2

Velikost vysky v, na zakladnu uréime pomoci Pythagorovy véty jako v, = /0% — 4-.

Porovname rizna vyjadieni obsahu %ava = %bvb a ziskdme vysledek

Ub:aZ“Z%\/b2—%f:a\/1—(%)2. 0

Uloha 2.3.26. Uuvniti rovnostranného trojihelniku je ddn bod M. Dokazte, Ze soucet
jeho vzddlenosti od stran trojihelniku je konstantni a je roven vyjsce trojuhelniku.

Obr. k uloze 2.3.26

RESENT:

Ozna¢me (jako na obr.) My, My, M. po fadé paty kolmic z bodu M na strany BC,
AC, AB daného rovnostranného trojtihelniku ABC o strané a a vysce v. Jeho obsah
muzeme uréit jako soucet obsahii trojuhelniki ABM, BCM, CAM

S = YBC|- |MM,| + 3|CA|-|MM,| + L|AB|-|MM,| =
= %CL(’MMQ‘ + ‘MMa| + ‘MMCD

Protoze také S = %av, porovnanim ziskdme |MM,| + |MM,| + |MM,| = v, coz jsme
chteli dokazat. O

Uloha 2.3.27. Dokaste, e konvexni ctyrihelnik ABCD md shodné uhlopricky, jsou-
li v§echny ctyri kruZnice vepsané trojihelnikim ABC, BCD, ACD, ABC navzdjem
shodné [

RESENI:

Oznacme p polomér shodnych kruZznic vepsanych trojuhelnikim ABC, BCD, ACD,
ABC. Pro obsah S celého ¢tyruhelniku ABC D plati

S = Sapc+Scpa = 3p(|AB|+|BO| +]AC|) + 5p(ICD| + |DA| + |AC|) = ps + p|AC],

48[Aga-10} str. 63/174]
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Obr. k tloze 2.3.27

kde s je polovina jeho obvodu. Analogicky
S = Spcp+Spap = 5p(|BO|+|CD|+|BD)|) + 5p(| DA|+|AB|+|BD|) = ps+p|BD.
Porovnanim obou vyjadfeni pfimo dostavame |AC| = |BD)|. O

Uloha 2.3.28. Oznacme U prisecik osy ihlu vy trojihelniku ABC' se stranou c. Dokazte
vzorect]
2ab cos %

CU| = 2,
| | a+b

Obr. k tloze 2.3.28

RESENI:
Ozna¢me x = |CU| hledanou délku. Obsah trojihelniku ABC ur¢ime dvéma zpusoby.
Nejprve jako soucet obsahti trojuhelniki BCU a ACU, poté pifimo s vyuZitim vzorce

4Doob-93] str. 2/5], o jiném vyjadieni téchto tseklt os pojednavame v tloze na strané m
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pro sinus dvojnasobného tuhlu:

S=1larsin + lbasind =L(a+b)zsing,
-1 i — in X X
S = 5absiny = absin 3 cos 5.
Hledany vztah ziskdAme porovnanim obou vyjadieni:
1 inl = in X X
5(a+b)zsin 4 = absin 3 cos 3
2ab cos 3
r=—">=. O
a+b

2.4 Vypocty thla v trojuhelniku

V této podkapitole se pfesvédcime, ze i tak zakladni prostfedky, jakymi jsou poucky
o uhlech v trojihelniku a o dvojicich thli (vedlejsich, vrcholovych, souhlasnych ¢ stii-
davych), postacuji k vyfeseni rozmanitych tuloh. Jsou zde zafazeny také ulohy vyuZziva-
jict Thaletovu vétu k nalezeni vhodnych rovnoramennych trojihelniki. Podkapitola je
¢lenéna na odstavce s vymluvnymi nazvy:

> Uhly v trojahelniku a Thaletova kruznice

> Goniometrické funkce v pravothlém trojihelniku
Pozdéji v samostatné podkapitole ukazeme, jaké uplatnéni poskytuji tthly v kruznici.

Vnit¥ni a vnéjsi thly trojahelniku, dvojice ahlia

Nejprve uvedeme nékolik tdloh, pii jejichz feSeni pouzijeme pouze nésledujici dvé vlast-
nosti thli v trojuhelniku:

Soucet vnitfnich dhla trojuhelniku je thel piimy.
Vnéjsi uhel trojihelniku je roven souc¢tu vnitinich ahla pii zbyvajicich dvou vrcholech.

Uloha 2.4.1. Dokazte, Ze soucet uhli pii vrcholech libovolné péticipé hvézdy (uzavrené
lomené éary z péti usecek, viz obr.) je 1800.@

RESENI:

Oznaé¢me A, B, C, D, E vrcholy hvézdy, «, 5, v, §, € vnitini thly u téchto vrcholi,
F, GG pruseciky tusecky BE po fadé s tseckami AD a AC jako na obrazku. Pro vnéjsi
tthel u vrcholu F' trojuhelniku BDF plati |[XAFB| =  + ¢, pro vnéjsi thel u vrcholu
G trojihelniku CEG déle |[XEGA| = v + €. Kone¢né v trojthelniku AFG je

180° = [XGAF | + [SFGA| + [SAFG| = a + (y+¢) + (B + 9),

coz jsme chtéli dokézat. O

50[Pra—86h)| str. 88/17.55]
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Obr. k uloze 2.4.1

Uloha 2.4.2. Osa vnitiniho ihlu ACB protne stranu AB trojihelniku ABC' v bodé D.
Stred kruznice vepsané trojuhelniku BC D spljvd se stredem kruznice opsané trojuhelniku
ABC. Vypoctéte jeho vnitini dhly@

Obr. k uloze 2.4.2

RESENI:

Podle zadani je stfed O kruznice opsané trojihelniku ABC' vnitinim bodem trojtuhel-
niku BC D, polopiimka BO je osou vnitintho thlu ABC, polopifimka C'O je osou vniti-
niho thlu DCB. Trojahelniky ABO, BCO, C AO jsou rovnoramenné, nebot |AO| =
= |BO| = |CO|. Pii oznaceni a = |XBAO| tak postupné dostavame

a = [SBAO| = |SOBA| = |4CBO| = |SOCB| = |«DCO),
LACD| = [SDCB| = 20, |KOAC| = [SACO| = 3a.

1[Aga-10} str. 47/24]
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Soucet velikost{ vnitinich thli v trojihelniku ABC je 10«, takze o = 18°, z ¢ehoZ plyne
vysledek |[ABAC| = |TACB| = 4a = 72°, |[<CBA| = 2a = 36°. O

Uloha 2.4.3. Je ddn c¢tverec ABCD o strané 1. Na strandch BC, CD jsou po Fadé
zvoleny body M, N tak, Ze obvod trojithelniku MCN je 2. Urcete velikost ihlu MANE

N C
Dy""

\“\}\kB

K
Obr. k uloze 2.4.3

RESENT:

Ozna¢me K bod na polopiimce C'B za bodem B takovy, 7e | BK| = |DN|. Podle zadani
je IMN|+ |[NC| + |CM| = 2, aviak také 2 = |DC| + |CB| = |[DN| + |NC| + |CM| +
+|MB| = |BK|+ |[NC|+ |CM| + |MB| = |[MK|+ |[NC| + |CM|, z ¢ehoz plyne, Ze
IMK| = |MN]|. Trojuhelniky ADN a ABK jsou shodné (sus), proto |AN| = |AK]|
a také trojuhelniky AMN a AMK jsou shodné (sss), odkud dostavame |[AKAM| =
= |IMAN| = %]<IKAN\. Ze shodnosti trojuhelniki ADN, ABK plyne shodnost thli
KAB, NAD. Celkem

K AN| = [9K AB| + |KBAN| = [N AD| + [« BAN| = |«BAD| = 90°,

a proto [IMAN| = J|<IKAN| = 45°. O
K vlastnostem vnitinich a vnéjSich thla trojuhelniku pfiddme v nasledujicich tlo-

héch poucky o dvojicich uhli (podrobnéji na str. [12)):

Vrcholové uhly jsou shodné.  Soucet vedlejsich whli je thel primy.

Jestlize jedna dvojice souhlasnych (stfidavych) uhla vytatych prickou p pfimek a, b jsou
thly shodné, pak pfimky a, b jsou rovnobézné.

Jsou-li pfimky a, b rovnobézné, pak kazda dvojice souhlasnych (stf¥idavych) uhli vyta-
tych prickou p piimek a, b jsou thly shodné.

P2[Gro—02| str. 153/8.2]
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Uloha 2.4.4. Ke konvezxnimu ctyiuhelniku ABCD s vnitinim whlem BAD velikosti
60° sestrojme body A1, Ao soumérné sdruzené s vrcholem A podle primek BC, resp.
CD. Lezi-li body A1, As, B, D v jedné piimce, md ihel BCD velikost 60°. Dokazvteﬂ

AQ. C

Obr. k uloze 2.4.4

RESENI:

Oznacme K, M priseciky primek AA; a BC, resp. AAy a CD, dale oznatme [ =
= [XABD|, § = |RKBDA| Z trojahelniku ABD méame S+¢§ = 120°. Trojtuhelnik AA; B je
rovnoramenny (|AB| = |A; B|) a z pfimého Ghlu A1 BD plyne |[<TK BA;| = §|<XABA;| =
= %(1800—5). Analogicky z primého tthlu As DB vyplyva [<XAs DM | = %(1800—5). Nyni
vyuzijeme dvojice vrcholovych uhla CBD, KBA;, resp. BDC, AsDM a dopocitame
velikost thlu BC'D:

[XBCD| = 180° — [<CBD| — |<BDC| = 180° — $(180° — 8) — $(180° — §) =
=1(B+0) = 3 -120° = 60°. 0

Uloha 2.4.5. V rovnobéiniku ABCD protind osa thlu BAD stranu BC v bodé M
a osa thlu AMC' prochdzi bodem D. Vypoctéte ihly rovnobézniku ABCD, ma-li thel
MDC velikost 45° P4

RESENI:

Oznaéme o = [IBAM| = |XM AD)|, takze |<DCB| = |l BAD| = 2a. Uhly MAD a
AM B jsou stiidavé, proto |[XAM B| = a. S vyuzitim dvojice vedlejsich thli s vrcho-
lem M dopoéitame [XCM D| = £(180°—|XAM B|) = 90°—%. Soucet thli v trojihelniku
MCD je 180° = 45° +2a+90° — § = 135° + %a, takze a = 30°. Vnitini thly u vrcholi

3[Aga-10} str. 49/47]
2 [Aga-10} str. 52/74]
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D

Obr. k uloze 2.4.5

A, C rovnobé&Zzniku ABCD proto maji velikost 2ac = 60°, vnitini uhly u vrchold B, D
maji velikost 180° — 2a = 120°. O

Uloha 2.4.6. Osy vnitinich uhli BAC, CBA protnou protéjsi strany BC, AC' troji-
helniku ABC po tadé v bodech A1, By. Jsou-li kruznice vepsané trojihelnikim AA1B a
BB1 A shodné, je trojihelnik ABC' rovnoramenny, dokaiteﬂ

Obr. k uloze 2.4.6

RESENT:
Stifedy S1, S kruznic vepsanych trojuhelnikim ABB;, ABA; maji od pfimky AB
stejnou vzdalenost (rovnou poloméru obou kruznic), takze AB||S1S2 (neboli ABSyS

%5 [Aga-10} str. 56/113]
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je lichobéznik). Bod S; leZi na ose AA; thlu BAC' a polopiimka ASs je osou thlu BAA;,
takze |9S2AS1| = |SXBAS,| = 1|<CAB|. Uhly BAS; a S1524 jsou st¥idavé, proto také
|<1S152A| = |[XBASs| a trojihelnik AS3S; je tudiZ rovnoramenny, |ASi| = |S152|.
Analogicky |BSa| = |S1.52] a lichobé&znik ABS,S; je proto rovnoramenny se shodnymi
vnitinimi thly BAS7, ABSs. Proto jsou také ihly BAC, ABC shodné a trojuhelnik
ABC je rovnoramenny. O

Uloha 2.4.7. Necht O je stied kruznice k nad primérem CD a E jeji bod, pro ktery
|KDOE| = «. Prodluzme primeér CD za bod C do bodu A tak, aby poloptimka AE
protala kruznici v bodé B s vlastnosti |AB| = |OD|. Vypoctéte velikost ihlu EAOE

Obr. k uloze 2.4.7

RESENT:
Ozna¢me [ velikost hledaného uhlu. Podle zadani je |AB| = |OD)|, protoze body B a
E lezi na kruznici k, plati navic |OD| = |OB| = |OE].

Na obrazku jsou znazornény tii mozné situace. Mezni pfipad (na obr. vpravo) na-
stava, pokud je pfimka AE tecnou ke kruznici k, potom body E a B splyvaji, v rovno-
ramenném trojuhelniku AFO je [XAEO| = 90°, proto 8 = |[XFAO| = |[SAOE| = 45°
a a=180° — 5 = 135°.

V piipadé, ze a < 135° (na obr. vlevo), vyuZijeme rovnoramennych trojihelnikii
ABO a BOE a vlastnosti vedlejsich thla k uréeni

[XBOA| = B, |XBEO| = |XEBO| = |KEAO| + |XBOA| = 28.

Kone¢né z trojihelniku AOE mame o = [EAO| + |SXBEO| = 30.
V posledni situaci (na obr. uprosted), kdy a > 135°, postupujeme podobné&, opé&t
vyuZzijeme rovnostranné trojihelniky ABO a BOE:

[XBOA| = 8, |XBEO| = |<XABO| = 180° — 23, |<XAEO| = 180° — |XBEO| = 28.

Celkem o = [QEFAO| + [XAEO| = 38.

Ve vsech trech pfipadech tedy vychazi g = %a. Na prvni pohled se zda, ze by
vysledek mohl byt vyuzit k feSeni slavného problému trisekce daného thlu «, bod A ze
zadani tlohy vSak neni eukleidovsky sestrojitelny. ]

®$Inspirovano [Pra—86bl str. 83/17.13], pro zjednodudeni je mozné zadat o < 135°, stejny namét je
také v [Gar=02| str. 40/15].
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Uhly v trojuhelniku a Thaletova kruznice

Vypocty uhla se zjednodusi, kdyZ pfi rozboru situace nalezneme rovnoramenny nebo
pravouhly trojahelnik. V piipadé, Ze napiiklad v trojthelniku ABC' je |AC| = |BC], a
tedy i @ = B, vyuzivame pro dopocitani neznamého thlu rovnosti 2a+~ = 180°. Pokud
je trojuhelnik ABC pravouhly s pravym thlem u vrcholu C, je a+ 8 = 90° a opét staci
znalost velikosti jednoho ostrého vnitiniho dhlu k vypocétu druhého.

Na dva rovnoramenné trojthelniky mutzeme rozdélit kazdy pravothly trojthelnik,
a to diky tomu, Ze téZnice na preponu mé délku rovnu poloviné délky piepony, nebot
vrchol, u néhoz je pravy thel, lezi na Thaletové kruznici nad pfeponou (Thaletova
véta). Na obrézku@je tedy |CC1| = |AC| = |BC1| = 3|AB]| a oba trojihelniky AC;C
i BC{C jsou skute¢né rovnoramenné. Jejich thly u vrcholu C znovu potvrzuji, pro¢
plati o + 8 = 90°.

C

Obr. 9

Uloha 2.4.8. Dokaste, Ze osa pravého uhlu riznostranného pravoihlého trojuhelniku
puli uhel, ktery sviraji t€zZnice a vyska na preponu,

RESENT:

Predpokladejme bez tijmy na obecnosti, ze v trojuhelniku ABC je v = 90° a 8 < «a.
Na pieponé AB vyzna¢me Cj patu vysky z vrcholu C, C jeji stied a Cy jeji prisecik
s osou pravého thlu ACB. Trojuhelnik CCy B je rovnoramenny, tudiz |[XBCC)| = (.
Trojahelnik AC)C' je pravouhly, a proto |[XCoCA| = 90° — a = 3. Protoze [QCoC Al +
+ [<C1CB| = 28 < 90° = |[QXACB], lezi bod Cy mezi body Cy, Cy a plati [<lCoCCs| =
= [AC,CCy| = 45° — B. O

Uloha 2.4.9. V ostroihlém trojuhelniku ABC' s nejmensim vnitinim ihlem BAC veli-
kosti 30° oznacme By, Cy paty vysek po fadé z vrcholi B, C a By, Cy stfedy stran AC),

57[Sar-86, str. 10/35]
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Obr. k uloze 2.4.8

resp. AB. Dokazte, Ze usecky BoCh1 a CoBy jsou navzdjem kolmé@

A

Obr. k uloze 2.4.9

RESENI:

Ozna¢me X prusecik usecek ByCh, CoBi. Trojuhelnik ABBj je pravouhly, bod C; je
stfedem jeho pfepony AB, tudiz je podle Thaletovy véty trojihelnik AByC7 rovnora-
menny, a proto podle zadaného thlu BAC' plati

’{ZAB()CH = |@:ClABO| =30° a |<[BC&BQ| = |@:AB001| + |<[01AB0| = 60°.

Trojuhelnik AC()B; je také rovnoramenny, tedy |[XACyB1| = [QiCyAB1| = 30°. Celkem
v trojahelniku Co X Cy je |XCo X C1| = 180° — (|XBC1 By| + |[XACy B1|) = 90°. O

Pozndmka:
Pro uvedeny vypocet byla podstatné potadi bodi A, Ci, Cy a A, By, B, ktera jsou

%8 [Fom—94} str. 16,20]
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zaruCena, kdyz je strana BC v trojuhelniku ABC' nejkratsi, coz bylo zaddnim tlohy
splnéno. V obecném piipadé (ne nutné ostrothlého) trojihelniku ABC' s tthlem « u vr-
cholu A a nejkratsi stranou BC' umozZiuje uvedeny postup ziskat zéavislost thlu mezi
useckami ByC; a B1(Cy ve tvaru ‘@:BlXCﬂ = 3a.

Uloha 2.4.10. Oznacme A, stied strany BC' trojihelniku ABC, o kterém vime, Ze
|AKCAB| = 45° a |[XABC| = 30°. Urcete velikost ihlu AAlC@

C

A Co B

Obr. k uloze 2.4.10

RESENI:

P1i feSeni dlohy vyuZijeme patu Cy vysky z bodu C' na stranu AB. Velikost thlu ACCy
je rovna 90° —|[XCAB| = 45°, trojuhelnik ACyHC je tedy rovnoramenny a |ACy| = |C'Cy|.
Velikost thlu BC'Cy je rovna 90° — |[XABC| = 60°, navic podle Thaletovy véty |CoA;| =
= |C'Aq], a trojahelnik CCpA; je tedy rovnostranny’@ Celkem |ACy| = |CpAi|, takze
v rovnoramenném trojuhelniku ACyA; miZeme urcit

[tAA1Co| = 5(180° — [XACHA1]) = 5(180° — (90° + 60°)) = 15°.

Konecné |[JAAC| = [CpA1C| — [AA1Ch| = 60° — 15° = 45°. O

Goniometrické funkce v pravotihlém trojihelniku

V posledni ¢asti podkapitoly spojime vypocty thld s uzitim hodnot goniometrickych
funkci jako poméra délek stran pravothlych trojuhelniki. Hlavni roli tyto funkce hraji
aZ pii vypoctech v obecnych trojthelnicich — t&m vénujeme celé podkapitoly a

Uloha 2.4.11. V trojuhelniku ABC' je vjska AAqg shodnd s téinici BBy. Vypoctéte
velikost ihlu B BC [1]

»[Gro-02| str. 87/8.2a]
%9Jin4 tvaha vedouci k témuz zavéru: [CCo| = |CB|sin30° = 3|CB].
5! [Pra—86h), str. 84/17.15]
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A

A B

Obr. k tloze 2.4.11

RESENT:
Oznac¢me P patu kolmice z bodu B; na prfimku BC'. Trojihelnik B PC je podobny
trojthelniku AA4oC (uu), |B1C| = 3|AC|, proto |B1P| = 3|AA¢| = 1|BBi|. V pravo-

thlém trojahelniku BPB; je sin [<iB1 BC| = ;gig; = 1, a proto [9B1 BC| = 30°. O

Uloha 2.4.12. V trojuhelniku ABC' plati 2v. = c. Vypoctéte 3, je-li o = 75°

Obr. k tloze 2.4.12

RESENI:

Ozna¢me D prisecik osy strany AC's ptimkou AB (viz obr. vlevo, pro dalsi postup neni
podstatné, zda bod D padne na tsecku AB nebo na prodlouZeni tisecky AB za vrchol B).
Trojthelnik ADC je rovnoramenny se zakladnou AC, proto |[XADC| = 180° —2a = 30°.
V pravotihlém trojthelniku CCyD je proto v, = |CD|sin|ADC| = |CD|, odkud
|AD| = |CD| = 2v,. Podle zadani je také ¢ = 2v., takze B = D (viz obr. vpravo) a
B8 = 30°. O

52[Pra—86h), str. 84/17.17]
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Uloha 2.4.13. V pravouhlém trojihelniku déli téznice na preponu pravy thel sevieny
odvésnami v poméru 1 : 2. Vyjddrete obsah trojihelniku pomoci délky t zminéné téz-

m‘ce@

Obr. k tloze 2.4.13

RESENI:

V kazdém pravoithlém trojuhelniku ABC s preponou AB délky c a t&Znici C'Cy délky
t podle Thaletovy véty plati ¢ = 5. Téznice CCy déli podle zadani pravy thel ACB
v poméru 1 : 2, proto napiiklad |[SACC;| = 30° a |[XC1CB| = 60°. Protoze vsak
|BC1| = |CCh|, je také f = |[XC1BC| = 60°. Nyni jiz sta¢i vyjadiit délky a, b obou
odvésen pomoci délky prfepony a dosadit do vztahu pro obsah:

a =1 (nebot trojahelnik CCyB je rovnostranny),

b=csinfg = \ggc_t\/g,

@tQ

1
S—iab— 9

O

Uloha 2.4.14. Urcete ostry thel kosoctverce, ve kterém je velikost jeho strany rovna
geometrickému prameéru délek obou u’hlopv‘z’cvek.lﬂ

RESENI:

Oznac¢me jako obvykle a délku strany kosoctverce, e, f délky jeho thlopricek. Ze zadéani
vime, Ze a = v/ef, neboli a®> = ef. Dale ozna¢me S prisecik thlopiicek. UhlopFicky
koso¢tverce se vzajemné puli a jsou na sebe kolmé, proto v trojihelniku ABS plati

63|Sar-86), str. 9/24]
54|Sar-86, str. 9/31]
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D C

/2
A a B

Obr. k uloze 2.4.14

Obé rovnosti mezi sebou vynasobime, dosadime ef = a? a upravime
L« « 1 .
a? = 4a”sin — cos 5 odkud 3= sin .

Uhel a je ostry, a proto z posledni rovnosti plyne a = 30°. ]

Uloha 2.4.15. T¥i body kruznice o poloméru r ji rozdéluji na tii oblouky, jejichz délky
jgsou v pomeru 3 : 4 : 5. Urcete obsah trojuhelniku omezeného tecnami kruznice v téchto
bodech[F]

C G A
/’Y o
T
F T”S
T
FE
B

Obr. k tloze 2.4.15

RESENT:

Jsou-li délky obloukt v poméru 3:4:5, pak jsou i velikosti pfislusnych stfedovych thla
v tomto poméru, jsou proto rovny 90°, 120° a 150°. Ozna¢me E, F', G zadané body na
kruznici, S jeji stied tak, ze |[XGSF| = 90°, |F' SE| = 120° a |[IXESG| = 150°. Ozna¢me
dale A, B, C vrcholy hledaného trojuhelnika (E € AB, F € BC, G € C'A). Soucet thli

55 [Sar-86), str. 10/36]
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ve ¢tyfahelniku je thel plny a teény sviraji se spojnicemi stfedu a bodi dotyku pravé
thly, proto mizeme dopocitat velikosti vnitinich ahli v trojihelniku ABC"

a = 360° — (90° + 90° 4 150°) = 30°
B =360° — (90° + 90° 4+ 120°) = 60°
v = 360° — (90° +90° + 90°) = 90°
CtyFahelnik CGSF je ¢tverec, proto |CF| = |CG| = r. Piimka BS je osou ahlu 3, a
tudiz [SBF| = g = 30°. V pravouhlém trojuhelniku F'SB plati
|FB| = |FS|cotg30° = rv/3, takze
|BC| = |CF|+ |FB|=r+rV3=r(1+V3).
Dale v pravotuhlém trojuhelniku ABC plati
|AC| = |BC|tg60° = |[BC|V3 = r(v3 +3),

a tak jiz muZzeme urcit hledany obsah

S:%]BCHAC] = %r2(1+\/§)(\/§+3):r2(2\/§+3). O

2.5 Vypocty ahli v kruznici

Uhly mezi riznymi poloméry, tétivami a teénami téze kruznice, souhrnné zvané ihly
v kruznici jsou vdéénym namétem pro dlouhou fadu tloh, proto je jim v préci vyclenéna
samostatna podkapitola, rozdélena do téchto odstavci:

> Obvodové, stfedové a tisekové tihly

> Tétivovy ¢tyitahelnik

> Uhly ve tiech kruznicich se spole¢nym bodem

Obvodové, stredové a tsekové thly

V nésledujicich tlohéach si pfipomeneme diilezité vlastnosti ihla piislusnych oblouktim
kruZnice, které jsme prehledné uvedli na strané zejména:

Velikost stfedového thlu je rovna dvojnasobku velikosti obvodového thlu pfislusného
k témuz oblouku. VSechny obvodové thly pfislusné k danému oblouku jsou shodné.

Usekovy tihel pifslusny k danému oblouku je shodny s obvodovymi thly pifslusnymi
k témuz oblouku.

Nezapomenme, Ze obvodové thly piislusné shodnym obloukim (tj. obloukiim o stejném
poloméru a délce, at jiz na stejné kruznici nebo na rtznych kruznicich) jsou také shodné.

Uloha 2.5.1. Dokaste, Ze v libovolném trojihelniku, ktery neni rovnoramennyj, osa libo-
volné strany protne osu protéjsiho vnitiniho dhlu v bodé kruznice trojuhelniku opsané@

66 [Kui=90, str. 146/57]
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// B

°
|
|
|
1
|
|
4

/

S P
Obr. k uloze 2.5.1

RESENI:

Oznacme P prise¢ik kruznice opsané trojihelniku ABC s osou uhlu ACB (P # C).
Oblouky AP a PB jsou shodné, nebot jsou shodné pfislugné obvodové uhly ACP a
PCB. Ze soumérnosti kruznice podle osy tétivy AB vyplyva, Ze tato primka rozdéluje
oblouk APB na dvé shodné &asti, takZze prochazi bodem P. O

Uloha 2.5.2. C’tyﬁ body A, B, C, D lezi v tomto potadi na kruznici, takZe ji rozdéluji
na étyri oblouky AB, BC, CD, DA bez spolecnijch vnitinich bodi. Stredy téchto oblouki
oznacéme po Tadé P, Q, R, S. Dokazte, Ze PR 1 QSE

Obr. k uloze 2.5.2

RESENI:
Ozna¢me O st¥ed zadané kruznice, T prusecik tétiv PR, QS (viz obrazek). V trojihel-

57[Doob-93, str. 77/5].
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niku PT'S je

[PTS| = 180° — (|XPSQ| + [*XSPR|) = 180° — 1 (|XPOQ| + |[XSOR|) =
= 180° — § - 180° = 90°,
protoze pfislusné oblouky PBQ a RDS spoletné tvoii polovinu kruznice. U

Uloha 2.5.3. Uhlopiicky AD, BH pravidelného osmitihelniku ABCDEFGH se proti-
naji v bodé X . Urcete velikost 1ihlu BXD.@

Obr. k tloze 2.5.3

RESENT:
Pravidelny osmithelnik ma kruZznici opsanou (jeji stfed ozna¢me S), vyuZijeme tedy
vlastnosti obvodovych a stfedovych ahli:

[XABH| = J|<SASH| = § - § - 360° = 22,5°,
[KBAD| = 1|«BSD| = § - 2 - 360° = 45°.

Uhel BX D je vnéjsim tihlem v trojuhelniku AX B, je tedy
|XBXD| = [XABH| + [ BAD| = 67,5°. O
Uloha 2.5.4. Do kruznice je vepsdin Sestiihelnik ABCDEF takovy, ze |AB| = |BC|,

|CD| = |DE|, |EF| = |FA|. Dokazte, Ze plati AD | BF (stejné jako BE L DF a
CF 1 BD)[|

58[Gar—02] str. 43/12]
59Pieformulovano podle [Tao—06} str. 50/4.1]
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Obr. k tloze 2.5.4

RESENI:
Nejdrive ukazeme, ze uhlopticky AD, BE, C'F prochazeji jednim bodem. Ze shodnosti
tétiv, a tedy i oblouki AB a BC, plyne shodnost obvodovych uhli ¢ = |[JAEB| =
= |XBEC], proto je polopfimka EB osou uhlu AEC. Analogicky v = |[XECF| =
= |F'CA| a polopiimka C'F je osou thlu ECA. Konetné a = |[SXFAD| = |[DAC]| a
polopiimka AD je osou thlu EAC. Uhlopticky AD, BE, C'F tedy lezi na osach vnitinich
uhla trojuhelniku ACE a proto pochazeji jednim bodem — stfedem S kruznice vepsané
tomuto trojihelniku.

Ozna¢me M prusecik ahlopficek AD a BF'. Zaméiime se na vypocet velikosti vniti-
nich thlu trojihelniku FFM S. Obvodovy tthel BFC ma velikost €, thel F.'SM je vnéjsim
tthlem trojihelniku ASC a jeho velikost tedy je a + . Dopocitame thel u vrcholu M:

|[XSMF| =180° — |XFSM| — |[IM F'S| = 180° — (v + v + €).

Zbyva uvazit, ze v trojuhelniku ACE je 2a+ 2y + 2e = 180°, takze |[LSMF| = 90°, coz
jsme méli dokézat.

Vztahy BE | DF a CF 1 BD lze dostat ze vztahu AD | BF cyklickym posunutim
pismen u vrcholu Sestitthelniku vzdy o dvé mista. O

Uloha 2.5.5. Je ddna kruznice k se stredem S a jeji tétiva AB, kterd nend primérem.
Na teéné kruznice k v bodé A sestrogme bod C' tak, aby platilo |AC| = |AB| a ihel BAC
byl ostry. DokaZte, Ze pro prisecik D primek AS, BC plati |XASB| = 4|<IADB|m

"0 [Kui=96, str. 117/43]
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Obr. k uloze 2.5.5

RESENI:

Ozna¢me « velikost thlu ADB. Trojihelnik ACD je pravothly s pravym thlem u vr-
cholu A, proto |[XACD| = 90° — . Trojuhelnik AC'B je podle zadéni rovnoramenny se
zékladnou BC, a proto |[XCAB| = 180° —2|<XACD| = 2a. Tento thel C AB je tsekovym
thlem pfislusnym k oblouku AB, odpovidajici stfedovy thel ASB méa dvojnasobnou
velikost, tedy [XASB| =2 - 2a = 4a. O

Uloha 2.5.6. V ostrotihlém trojihelniku ABC' je |AC| > |BC| a |AB| = 2|AoBy|, kde
Ag, Bo jsou paty vysek z bodi A, B. Oznacme O resp. S stied kruZnice opsané resp.
vepsané trojuhelniku ABC'. Urcete velikost ihlu ASOE

Obr. k uloze 2.5.6

RESENI:
Ozna¢me Cj stied strany AB. Body Ag, By lezi na Thaletové kruznici nad pramé-
rem AB, proto |C1Ao| = |C1By| = 3|AB| = |AgBy| a trojthelnik C1 4By je tudiz

" Gro—02] str. 188/8.2]
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rovnostranny. Trojihelniky AC1 By, BC1Ag jsou ze stejného diivodu rovnoramenné, a
proto

60° = ]<£A00130| = 180° — (|<[A01B0‘ + ’{[BClA()D =
= 180° — (180° — 2ar + 180° — 2/3) = 2(B + o) — 180° = 180° — 27,

takze v = 60°. Uhel v je obvodovym tihlem piisluinym oblouku AB kruznice opsané,
takze pro pfisludny stfedovy uhel plati [SAOB| = 2y = 120°. Déle

[XASB| = 180° — (|&XBAS| + [QABS|) = 180° — 4 (a + B8) = 90° + 1y = 120°,

Z bodu O i S je use¢ku AB vidét pod shodnym thlem, takze body A, B, S, O lezi na
kruznici. Podle zadani je |AC| > |BC|, takze 5 > «, a tedy i |[XABS| > |[<<BAS|. Nyni
jiz mizeme vyuzit shodnosti obvodovych dhli piislusnych témuz oblouku AO k uréeni
[XASO| = [XABO| = £(180° — |[<XAOB|) = 30°. O

Uloha 2.5.7. Pro priisecik vijsek V ostrotihlého trojiihelniku ABC' plati |CV| = |AB|.
Vypoctéte velikost ihlu ACB. Rozeberte rovnéz pripad tupoiuhlého trojdhelm’k;um

Obr. k uloze 2.5.7

RESENI:

Sestrojme pomocny trojiuhelnik Ay B1C; tak, aby usecky AB, BC', AC' byly jeho stied-
nimi prickami. Bod V je prise¢ikem os stran pomocného trojtuhelniku, a tedy stfedem
kruznice jemu opsané (viz obrézek)ﬁ Uhel A1V By je pravy, nebot |CA;| = |CB;| =
= |AB| = |CV] (viz zadani ulohy), a tudiz bod V lezi na Thaletové kruznici nad

"2[Pra—86b} str. 83/17.14]

Uzt pomocného trojuhelniku A1 B1Cy je tak prostfedkem k dikazu véty o existenci priseciku
vysek trojuhelniku, nebot tvrzeni o existenci priise¢iku os stran je trivialni. Tento dikaz pFisuzovany
L. Eulerovi velice obdivoval A. Einstein, viz [Kur=90} str. 72].
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primérem A; B;. Uhel A;C1 B je obvodovym thlem piislusnym k oblouku Ay By, proto
[LA1C1 By | = 1|41V By| = 45°. Trojthelnik ABC je podobny trojihelniku A3 BiCy,
velikost thlu ACB je tedy rovnéz 45°. Ke stejnému vysledku dojdeme i v pripadé tupého
uhlu u vrcholu A nebo B.

V pripadé, Ze u vrcholu C je tupy thel, dojdeme analogickou avahou k vysledku
[LACB| = £(360° — 90°) = 135°.

Z uvedeného postupu je rovnéz patrné i platnost obraceného tvrzeni: je-li u vrcholu C
trojahelniku ABC' thel 45° nebo 135°, splije jeho ortocentrum V rovnost |CV|] =
= |AB|. O

Tétivovy ctyruhelnik

Cela fada uloh vyuziva zakladni vlastnosti vnitinich ahla tétivovych ¢tyitahelnikia (&tyi-
thelnikt vepsanych do kruznice, viz str. [19|a .

Soucet protéjsich vnit¥nich thld tétivového ¢tyithelniku je dhel piimy. Obracené, kazdy
konvexni ¢tyriahelnik, jehoz soucet protéjsich vnitfnich thli je thel pfimy, je tétivovy.

O dalsich obecnych vlastnostech téchto ¢tyfihelniki pojedname pozdéji v podkapi-
tole [3.3

Uloha 2.5.8. Je ddn konvezni étyrihelnik ABCD. Osy jeho vnéjsich ihli se protinaji
v bodech K1, Ko, K3, K4 (viz obrdzek). Dokazte, Ze ctyiihelnik K1 Ko K3 Ky je tétivovgm

Obr. k uloze 2.5.8

RESENT:
Ve vzniklém ¢tyriahelniku K7 Ko K3 Ky nejprve uréime velikost thlu u vrcholu Kj:
[XAK 1 B| = 180° — (|BAK: | + [XABK;|) =
= 180° — ($(180° — ) + 3(180° — B)) = 3(ar + B).

" [Hon-96 str. 63]
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Stejnym postupem uréime [ICK3D| = (7 + 6). Celkem
[XAK1B| + |KCK3D| = 3(a+ B+~ + ) = 180°,

a Ctyftahelnik K7 KoK3Ky je proto tétivovy. O

Pouzijeme-li v tétivovém ¢tyrihelntku ABCD poznatek o shodnosti obvodovych
thli nad obloukem opsané kruZznice, zjistime, Ze napiiklad [XADB| = |[XACB| (viz
obr. [10)). Obecné plati:

Uhel mezi stranou a thlopiickou tétivového ¢tyfthelniku je shodny s thlem mezi jeho
druhou thloprickou a protéjsi stranou.

Obr. 10 — shodné thly v tétivovém ¢tyithelniku

Na obrazku vpravo je pfitom rovnost [XBAD|+ [XDCB| = p+ A+ v+ k = 180° ihned
vidét jako vlastnost souc¢tu vnitinich ahla ¢tyt trojuhelniki ABC, ABD, ACD, BCD.

Uloha 2.5.9. Na strandch BC, AC ostrotihlého trojihelniku ABC' jsou zvoleny po Fadé
body D, E tak, Ze |BD| = |DE| = |EA|. Velikost vnitiniho ihlu u vrcholu C je 60°.
Dokazte, Ze prisecik P tsecek AD, BE je stfedem kruZnice opsané trojuhelniku ABC’@

RESENI:
Trojihelniky ABP a DEP se shoduji ve vnitinim thlu u vrcholu P, takZze maji shodné
i sou¢ty dalsich dvou vnit¥nich ahli:

|XBAP| + |[<ABP| = |[XPED| + |[<PDE| = [KBED| + |<ADE|.

Ze shodnosti tsecek BD, DE, EA plyne, Ze trojuhelniky ADE, BDFE jsou rovnora-
menng¢, proto |[XDAE| = [SXADE|, |<DBE| = |XBED|. Dohromady

a+ =|IBAC| + [QABC| = |[lDAE| + |[<BAP| + |[<SABP| + |XEBD| =
= [XADE| + |IBED| + [SADE| + |[<BED| = 2(|XBED| + |<ADE)),

5 [Hon=01], str. 64,/19]
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Obr. k uloze 2.5.9

odkud plyne rovnost [XBED|+|<ADE| = 3(a+ f3), kterou spolu se zadanou hodnotou
v = 60° vyuzijeme k vypoctu

KD PE| = 180° — (|XBED| + |XADE|) = 180° — 1 (a + ) = 180° — 1 (180° — ) = 120°

a vidime, ze ¢tyfuhelnik DCEP je tétivovy. Nyni jiz staci uvazit shodnost thli PCFE,
PDE, PAFE a zjistime, Ze trojuhelnik APC je rovnoramenny a |AP| = |PC/, analogicky
|BP| = |CP| a bod P je tak stfedem kruZznice trojihelniku ABC opsané. O

Pii feSeni dloh je dulezité vSimat si zejména thld, které jsou pravé, nebot ty mo-
hou napomoci pfi objevim Thaletovych kruznic a potazmo i tétivovych ¢tyfahelnikia.
étyfﬁhelm’k, jehoz dva proté&jsi vnitini thly jsou pravé, je totiz tétivovy. Stifed kruz-
nice opsané takovému c¢tyitahelniku je navic stfedem jeho thlopricky, jez oddéluje oba
vrcholy pravych thli (viz obr. . Tétivové ¢tyrahelniky, jejichZ opsana kruznice méa
stfed v pruse¢iku thlopficek, jsou pravé obdélniky a ¢tverce.

D

b

Obr. 11 — tétivové ctyfihelniky s pravymi vnitinimi dhly
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Uloha 2.5.10. Oznacme D, E paty kolmic z vrcholu C po Fadé na osy dhli o a B
trojuhelniku ABC'. Dokazte, Ze pifimka DE je rovnobéZnd se stranou ABE

Obr. k uloze 2.5.10

RESENT:

Osy vnitinich dhli trojuhelniku se protinaji ve stfedu S kruZnice vepsané, proto je
polopfimka C'S osou thlu 7y (viz obréazek). Protoze thly ASC a BSC jsou tupé, padnou
body D, E na osach AS, BS a7 za bod S, takze jsou pifmkou CS oddgleny. Ctyithelnik
SDCE je tétivovy, nebot protéjsi ahly SDC a CES jsou pravé, proto |[ASDE| =
= [XSCE]|. V pravotuhlém trojuhelniku BEC je [XBCE| = 90° — g, miZeme tedy urcit
[KSCE| = |[XBCE|-% = 90°~2 -7 = ¢ nebot v trojihelniku ABC je a3+ = 180°.

PR
Celkem [XBAD| = [IEDA| = §, tyto tihly jsou stiidavé, a proto AB || DE. O

Uloha 2.5.11. Dokaste, Ze ctyri paty kolmic z vrcholu C trojihelniku ABC na osy
vnitinich a vnéjsich dhli pri vrcholech A a B leZi na jedné pﬁmcem

RESENT:

Paty zminénych kolmic ozna¢me D, E, F, G v poradi podle obrazku. Osy vnitiniho a
vngjsiho thlu u téhoz vrcholu sviraji pravy thel (pili oba vedlejsi thly, jejichZ soucet
je thel pifmy), proto je ADCF obdélnik. Uhly CDF a CAF jsou tudiz shodné a
jejich velikost je rovna #, nebot thel CAF je polovinou vnéjsiho thlu u vrcholu A
trojuhelniku ABC'. Ozna¢me S prusecik os AD, BE vnitifnich ahla trojahelniku ABC
(stied vepsané kruznice). CtyFahelnik CESD je tétivovy, protoze |<SDC| = |XSEC| =
= 90°. Odtud |[KCDE| = |XCSE| = 7 + 2 (XCSE je vngjsi thel v trojihelniku CSB).
Celkem |<CDF| = |[CDE|, a proto body D, E, F lezi na jedné piimce. Analogickym
postupem dokazeme, Ze také body E, D, G lezi na jedné piimce. ]

"6[Hon—01], str. 6/5]
""[And=00, str. 8/4]
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Obr. k tloze 2.5.11

Pozndamka:
Regenf jsme mohli zacit povSimnutim, Ze podle tlohy |2.5.10] je pfimka DFE rovnobézna
se stranou AB, v celém naSem postupu jsme vS8ak tento poznatek nepotiebovali.

Uloha 2.5.12. Je ddn konvexni ctyrihelnik ABCD s navzdjem kolmgmi ihloprickami.
Dokazte, Ze paty kolmic z jejich priseciku na strany ctyiihelniku leZi na jedné kruémcim

Obr. k tloze 2.5.12

RESENT:
Oznacme U prusecik ahlopiicek a K, L, M, N paty kolmic z bodu U po fadé na strany
AB, BC, CD, AD (viz obrazek). Ctyituhelniky AKUN, BLUK, CMUL, DNUM jsou

0oC—84l str. , lAnd—00} str. upraveno
78[B 84 28/78], [And=00 9/5] (up )
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tétivové, nebot vzdy jejich dva protéjsi vnitini dhly jsou pravé. Proto

IINKU| = KNAU| = o, |QUKL| = |QUBL| = 8,
[XLMU| = |SLCU| =~, |SUMN|=|UDN| = 4.

V pravoihlém trojihelniku AUD je a+ 6§ = 90°, v pravotuhlém trojuhelniku CUB pak
B+ ~v =90°. Celkem

IKINKL| + |SlLMN| = a+ 4+ v+ 6 = 90° + 90° = 180°,
a Ctyftahelnik K LM N je proto tétivovy. O

Uloha 2.5.13. Je ddn ostroihly trojihelnik ABC a jeho vnitind bod T takovy, Ze
IXIATB| = [BTC| = [CTA| (= 120°). Oznacme M, N, P paty kolmic z bodu T
po tadé na strany BC, CA, AB. KruZnice opsand trojuhelniku MNP protindg pfimky
BC, CA, AB podruhé po Tadé v bodech M', N', P'. Dokazte, Ze trojuihelnik M'N'P’ je
rovnostmnny’m

Obr. k tloze 2.5.13

RESENT:

Body P, N’, N, P’ lezi na kruZnici, proto |[XAN'P’| = [NN'P’| = 180° — |INPP'| =
= |[XAPN|, piipadné piimo [XAN'P'| = |INPP’'| = |[XAPN| pii jiném poradi bodu
na kruznici. Ctyfihelntk APTN je tétivovy, protoze dva jeho protéjsi vnitini thly
jsou praveé, je tedy |[XAPN| = [XATN]|. Celkem |[AN'P’| = |XATN|. Analogicky
IKCN'M'| = |CT N|. Odtud plyne, Ze

|<P'N'M’'| = 180° — (JQAN'P'| + [lCN'M']) = 180° — (|[QATN| + |XCTN|) =
= 180° — [LATC| = 180° — 120° = 60°.

"[And=00} str. 9/11], takovému bodu T se ¥ikd dopravni stfed (ostrothlého) trojihelniku ABC
(téz jeho Fermativ ¢ Torricellidv bod). Je to totiz ten bod X roviny ABC, pro ktery mé soudet
|AX|+ |BX|+ |CX| nejmensi hodnotu.
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Stejnymi Gvahami obdrzime také |[IN'P'M'| = |IN'M'P'| = 60°, tudiz trojuhelnik
M'N’'P’ je vskutku rovnostranny. O

Uloha 2.5.14. Dvé kruznice ki, ko se protinaji v bodech A, B a jejich tecny v kazdém
z téchto bodi jsou navzdjem kolmé@ Na kruznici ko je zvolen bod M tak, aby leZel ve
vniting oblasti kruznice ky. Priseciky primek AM, BM s kruznici ky (rizné od A, B)
jsou po Fadé oznaceny X, Y. Dokazte Ze isecka XY je primérem kruZnice kzlg

Obr. k tloze 2.5.14

RESENI:

Kolmice k te¢né vedend bodem dotyku prochézi stfedem kruznice, a proto teény v bo-
dech A, B ke kruznici k1 prochazeji stfedem O kruznice ko, stejné jako teény v bodech
A a B ke kruznici ko prochéazeji stfedem O; kruZnice ky (viz obrazek). K dikazu, ze
thel XO1Y je pfimy, opakované vyuZzijeme vlastnosti obvodovych a stfedovych thli a
faktu, Ze dva z vnitfnich dhla ve ¢tyfihelniku AOyBO; jsou pravé, takze zbylé dva thly
u vrcholi Op, Oz se doplhuji do 180°:

M AB| + |M BA| = 3|SIM O A| + 1M O, B| = 3|<1BO- A|,
[EXO1Y| = [<XO1B| + |[<XAO1 B| + |QY 01 A| =
= 2]XX AB| + 2|4Y BA| + [<AO: B| =
= 2(|IM AB| + |&XM BA|) + 180° — |<tBO A| =
= [XBO2A| + 180° — |XBO2 A| = 180°.

Tim jsme dokazali, Ze body X, O1, Y lezi na jedné piimce a tseCka XY je tedy primérem
kruznice k. ]

80Prave takove dve kruznice se nazyvaji k sobé kolmé, viz [Boc=95}, str. 34].
81 [Fom—94. str. 7,/26]
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Uhly ve t¥ech kruznicich se spole¢nym bodem

Ulohy v této ¢asti jsou vzajemné provazané a maji spoledny namét — tii kruznice pro-
tinajici se v jednom bodé. Uzitymi prostfedky vsak pifimo navazuji na predchozi ¢ast,
nebot jsou pfi jejich feSeni vyuZivany vlastnosti thla pfislusnych oblouku kruZnice.

Uplna feseni téchto tloh jsou pomérné zdlouhavé, protoze vyzaduji diskusi o viech
moznych vzajemnych polohach (konfiguracich) zadanych kruznic. Pfi rozboru takové
situace zalezi na tom, jakou vzajemnou polohu maji ¢tyfi body — prusec¢ik P v8ech
t¥i kruznic a jejich tii dalsi (rtzné) pruseciky A, B, C' po dvou z nich. Jejich mozné
vzéajemné polohy (ziskané zafixovanim dvou kruznic a zménou polohy tfeti) ilustrujeme
souborem obréazkt na nasledujici strané. Z dtivodu rozsahu prace k feseni ¢asto vybirame
jen jednu z poloh, znédzornénou konkrétnim obrazkem. Takové omezeni nijak neubira na
instruktivnosti, nebot zbylé situace vedou k obdobnym postuptim feSeni, a jsou proto
vhodné jako naméty k procviceni tématiky.

Uloha 2.5.15. Sestrojme trojihelniky CBP, ACQ, BAR vné nad stranami trojihelniku
ABC tak, Ze soucet jejich vnitinich whli pvi vrcholech P, @, R je ihel primij. DokaZle,
Ze kruznice opsané trojuhelnikim CBP, ACQ, BAR prochdzeji jednim bodemlg_?]
RESENI:

Ozna¢me X (X # C) prusecik kruznic opsanych trojihelnikim CBP a ACQ. Bod X
muze mit riznou polohu vzhledem k trojuhelniku ABC, dvé zakladni jsou zakresleny
na obrazku, dale mohou oba priiseciky splyvat (X = C) a ostatni situace se lisi pouze
oznaCenim bodi. Postup je vzdy podobny, cilem je dokézat, ze bod X lezi také na
kruZnici opsané trojuhelniku BAR, Ze tedy |[XAX B| = 180° — |[XARB]|. VyuZijme nyni
vlastnosti obvodovych thli nejprve na obrazku vlevo:

|XBXC|=180° — |9k BPC|, [|SCXA|=180°— |CQA]|,
a proto diky podmince ze zadani
|TAX B| = 360° — (|[BXC| + [CX A|) = |[IBPC| + [CQA| = 180° — |<XARB|.
Podobné na obrazku vpravo
SBXC| = [9BPC], [4CXA| = [4CQA
a proto rovnéz nyni
|KAX B| = |[BPC| + |[RCQA| = 180° — |<XARB|.
Nastane-li pripad, kdy se kruZnice opsané trojuhelnikim CBP, ACQ dotykaji, tedy

X = (), zakreslime jejich spole¢nou teénu a vyuzitim vlastnosti tisekovych thli opét
dojdeme k poZzadovanému vysledku. O

82[Cox—67] str. 61/3.31
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Obr. 12: Vzajemnéa poloha t¥{ kruznic se spoleénym bodem
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Obr. k tloze 2.5.15

Uloha 2.5.16. Lezi-li vrcholy A, B, C' trojihelniku ABC' po fadé na strandch QR, RP,
PQ trojuhelniku PQR, pak kruznice opsané trojihelnikim CBP, ACQ, BAR prochdzeji
jednim bodem. Dokazte[|

Obr. k tloze 2.5.16

RESENI:
Jedna se o piimy disledek tvrzeni z predchozi tlohy 2.5.15] nebot soucet vnitinich thli
v trojihelniku PQR je thel piimy. U

Uloha 2.5.17. Sestrojme vné nad stranami trojuhelniku ABC' tFi navzdjem podobné
trojuhelniky PCB, CQA, BAR (vrcholy jsou zapsiny v odpovidajicim si potadi). Do-
kazte, Ze kruznice opsané témto trojuhelnikim prochdzeji jednim bodem@

83[Cox—67] str. 61/3.32, zobecnénim piipoustsjicim body A, B, C na pfimkach QR, RP, PQ je tzv.
Miquelova véta.
84[Cox—67] str. 62/3.33
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R
Obr. k uloze 2.5.17

RESENT:
Ukazeme, Ze se opét jednéa o dusledek vysledku tlohy [2.5.15] Diky zadané podobnosti
trojuhelnika (vrcholy P, @, R si neodpovidaji) je soucet thli u vrchola P, @, R roven

[XBPC| + |[XCQA| + |<ARB| = |<BPC| + |<PCB| + |<CBP| = 180°. [

Uloha 2.5.18. Sestrojme vné nad stranami trojihelniku ABC' tFi navzdjem podobné
trojihelniky PCB, CQA, BAR (v odpovidajicim si poiadi vrcholii). Dokazte, Ze troj-
uhelnik, jehoZ vrcholy jsou stiFedy kruzZnic opsangch témto podobnim trojihelnikim, je
Jim také podobny’.lﬁ

RESENI:

Ozna¢me Op, Og, O po Fadé stiedy kruznic opsanych trojihelnikim PCB, CQA,
BAR, déle ozna¢me X spoleény bod téchto kruznic, ktery jisté existuje podle tlohy
(viz obrézek). Spojnice stifedt kruZnic je vzdy kolmé na spolec¢nou tétivu, proto

OpOg L XC, O@gOr L XA, OprOp L XB.

Ve ¢tytthelniku s vrcholy Ogq, stfed C X, X, stfed AX jsou dva vnitini thly pravé, proto
pro zbyvajici thly plati [OpOgOR| = 180° — [ICX A| = |XAQC), nebot se jedna o ob-
vodové thly pfislusné obéma obloukim AC téze kruznice. Analogicky [SOrOpOg| =
= |KBPC|, |KOgORrOp| = |XARB), coz jsme chtéli dokazat. O

Uloha 2.5.19. Sestrojme vné nad stranami trojihelniku ABC' rovnostranné trojihel-

v

stmnny’E

85 [Cox=67] str. 63/3.35
86[Cox—67, str. 63/3.36], tato vlastnost je znama jako Napoleonova véta a popsany trojuhelnik s vr-

podle [Cox=67] je uvedené tvrzeni po ném pravdépodobné pouze pojmenovano, aniz by je sim Napoleon
znal nebo dokonce dokazal.
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Obr. k tloze 2.5.18

A \/ B

Obr. k tuloze 2.5.19

RESENT:

niku a vSechny rovnostranné trojuhelniky jsou si podobné, proto se jedna o specialni
piipad jiz vyfesené ulohy [2.5.18] O

Uloha 2.5.20. Kruznice k1, ko, ks prochdzeji jednim bodem P. Druhy prisecik ki a ko
je oznacen A, druhy prisecik ko a k3 je oznacen B a konecné druhy prisecik ks a ki je

21. tinora 2012 110



2.5. VYPOCTY UHLU V KRUZNICI

oznacen C. Na kruznici k1 je zvolen libovolnyg bod X, primka X A protind kruznici ks
vbodeY (Y # A), primka XC protind kruznici ks v bodé Z (Z # C'). Dokazte, Ze body
Y, B, Z lezi v jedné pﬁmce@

Obr. k dloze 2.5.20

RESENI:

Dva rizné body na kruznici vymezuji dva jeji oblouky, jimZ prislusi obvodové thly
o souctu 180°. Stejny soucet davaji také kazdé dva vedlejsi uhly, proto v situaci znazor-
néné na obrézku postupné dostavame:

XY BP| = 180° — |&Y AP| = |[X AP| = 180° — |<XCP| = |<ZCP| = 180° — |<ZBP|

Z rovnosti krajnich hodnot plyne |<xY BP| + [ZBP| = 180°, a proto body Y, B, Z
lezi na jedné primce. Ke stejnému zavéru lze obdobnymi postupy dospét i pro jiné
konfigurace kruznic ki1, ko, ks3; nékteré z nich ukazuje obrazek [I3| na str. O

Uloha 2.5.21. Je-li P libovolny bod kruznice opsané trojihelniku ABC, lezi paty kolmic
sestrojené z bodu P na primky AB, AC, BC v primce. Dokazﬁfe@

RESENT:

Oznac¢me P,, P,, P. paty kolmic vedenych z bodu P po radé na pfimky BC, AC, AB
jako na obrazku. Body P,, P. lezi na Thaletové kruznici 7, nad primérem PB a body
P,, P, lezi na Thaletové kruznici 7, nad pramérem PC. Uhly P,PC a P,P,C jsou tudiz
shodné, stejné jako uhly P.PB a P.P,B. Diky tomu, Ze bod P lezi na kruznici opsané
trojihelniku ABC, je v nasi konfiguraci

[P, PP,| = 180° — |<CAB| = |<CPB|,

87 [Hon=96, str. 49/8], také viz [Eng 98, str. 319/8].
88[Kur—96, str. 82|, takova pifmka se nazyva Simsonova piimka (bodu P vzhledem k trojuhelniku
ABC).
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2.5. VYPOCTY UHLU V KRUZNICI

k

A\WB

Obr. k tloze 2.5.21

a tedy také uhly P,PC a P.PB jsou shodné. Bod P, leZi na pfimce BC, ze shodnosti
uhla P,P,C, P.P,B plyne, ze bod P, také lezi na pfimce P, P, (zminéné thly musi byt
vrcholové), coz jsme méli dokézat. Podobné se postupuje i pii jinych pofadich ¢tveric
uvazovanych bodu na kruznicich k, 1, 7. ]

Pozndamka:

K dikazu lze vyuzit i postup z Feseni predchozi ulohy [2.5.20] nebot bod P je spole¢nym
bodem kruZnice k opsané trojuhelniku ABC' a kruznic 1, a 7., dalsimi priseciky dvojic
kruznic jsou body B, C a P,.

Uloha 2.5.22. T¥i rizné kruznice se stejngm polomérem prochdzeji bodem P. Jejich
dalst priseciky po dvou jsou oznaceny A, B, C. Dokazte, Ze bod P je prisecikem vijsek
trojiuhelniku ABC, jehoZ kruZnice opsand md stejny polomeér, jako dané tii kruinice@

OLIMPIADA INTERNATIONALA DE MATEMATICA
BUCURESTI, ROMANIA, 1999

4&5IMO

BUCHAREST, ROMANIA, 1999
INTERNATIONAL MATHEMATICAL OLYMPIAD

Obr. 14 — logo 40. mezinarodni matematické olympiady

RESENI:

Protoze zadné tii body téZe kruznice nejsou kolinearni, nelezi bod P na pfimkach AB,
AC, BC a ma tak vii€i nim jednu z poloh zobrazenych na obrazku [I5 Tyto situace
postupné rozebereme. (UkaZe se, Ze tieti poloha je vyloucena.)

89Podle str. 43] je autorem této tlohy zndmé z mnoha rumunskych ucebnic Gheorghe
Titeica. Obréazek &tvefice kruznic, které se po tfech protinaji ve ¢tyfech bodech, se stal namé&tem loga
40. mezinidrodni matematické olympiady konané v Rumunsku roku 1999, viz obr. @
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Obr. 15 - k tloze

Obr. 16 — situace a) v tloze [2.5.22

a) Prvni moznost je podrobné rozkreslena na obrazku Ze soumérné sdruzenosti
dvojice shodnych kruznic ki, ks, resp. k1, ks, resp. ko, k3 podle piimek AP, resp.
BP, resp. C'P plyne shodnost obvodovych thlt

§ = |QACP| = |[9ABP|, &= |«BCP|=|4BAP|, ¢ =|<CAP|=|xCBP)|.

Oznaéime-li standardné o, 3, v vnitini thly trojuhelniku ABC, ze soustavy tii rovnic
e+po=a,d+¢=0,e+06=r urtime

S=3(vy+B—a)=90°—a, €=90°—8, ¢=090°—1.
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Protoze bod P je v naSem piipadé a) vnitinim bodem trojihelniku ABC, maji uhly
d, €, ¢ kladnou velikost a z vypocitanych vztaht vyplyva, Ze trojihelnik ABC' je
ostrothly (vnitini ahly a, 5, v jsou mensi nez 90°).

Z téchto vysledka dale plyne, z2e AP 1 BC, BP L AC, CP L AB (naptiklad
v trojuhelniku AP, B je |XAP,B| = 180° — ¢ — = 90°, analogicky v ostatnich
piipadech), takze bod P je ortocentrum trojuhelniku ABC. Protoze |[JAPB| =
= 180°—(e+d) = 180°—~, je kruznice opsana trojihelniku ABC obrazem kruZnice k;

v osové soumeérnosti podle piimky AB, takze ma stejny polomér jako zadané kruznice
kla k27 k3'

ko

Obr. 17 — situace b) v tloze [2.5.22

b) Druha situace je podrobné rozkreslena na obrazku Opét vyuzijeme soumeérné
sdruzenosti dvojic shodnych kruznic, abychom nalezli dvojice shodnych thla. Zjis-
time, Ze

d =180° — |XACP| = |ABP|,
e =180° — |<tBCP| = |[XBAP|,
¢ = |QCAP| = |CBP|.
Po vyfeseni soustavy rovnic € — ¢ = o, § — ¢ = 3, € + § = -y ziskdime vztahy

=30y +B—a)=90°—a, £=90°—5, ¢=7—90°.
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Uhly 6, €, ¢ jsou opét kladné, takze trojuhelnik ABC je tupothly s tupym thlem
u vrcholu C a plati AP 1 BC, BP L AC, CP 1 AB, takze bod P je ortocen-
trem trojuhelniku ABC. MuZeme také fici, Ze bod C' je ortocentrem ostrothlého
trojuhelniku ABP. Dalsi postup je stejny jako v ¢asti a).

180° - ¢

A P

Obr. 18 - situace c) v tloze [2.5.22

c¢) Pripustme, Ze bod P ma polohu zakreslenou na obrazku . Oznacme ki, ko, ks
shodné kruznice opsané po radé trojihelnikt, ABP, ACP a BCP. Uvedené kruznice

jsou podle zadani razné, tudiz musi byt opét po dvou soumérné sdruzené podle
primek AP, BP, CP. Pro obvodové tuhly tedy plati

e = [XBAP| = 180° — |XBCP|,
¢ = |[CAP| = |<CBP|.

V trojuhelniku BCP je |[XBPC| = 180° — (¢ + 180° — €) = € — ¢, soucasné je ale
¢ = |[KCAP| > | BAP| = ¢, ¢imZ dochazime ke sporu a danou polohu bodu P
mizeme vyloucit.

O

2.6 Pythagorova véta

Pythagorova véta je zakladnim, dobfe zndmym a pfitom velmi silnym prostifedkem
feSeni vypoctovych tloh v geometrii. V analytické geometrii se jeji zdsadni metrické role
projevuje pii vypoctu vzdalenosti dvou bodu z jednotlivych rozdilt jejich soufadnic.
I v mnoha neanalytickych feSenich vyjadiujeme délku tsecky pomoci jejich pruméta
do dvou navzajem kolmych sméri a tim vlastné vhodné pravodhlé souradnice skryté
zavadime. Ulohy FeSené Pythagorovou vétou jsme rozdélili do téchto odstavei:

> Uhlopiicka Gtverce

> Pfimé pouziti Pythagorovy véty
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> Spoleéné te¢ny kruznic
> Rovnice sestavené pomoci Pythagorovy véty
> Dtkazové tlohy

Uhlopriicka ¢tverce

V dvodnich dlohéch je pouziti Pythagorovy véty skryto v podobé diikazu nésledujiciho
jednoduchého tvrzeni.

Pro délku u uhlopficky ¢tverce o strané a (resp. pro délku u prepony rovnoramenného
pravotithlého trojihelniku o odvésnach délky a) plati u = av/2.

D C

A a B

Obr. 19 — uhlopricka ¢tverce

Skutecné, uzijeme-li Pythagorovu vétu v rovnoramenném pravotthlém trojihelniku
ABC na obr. dostavame u = Va2 + a2 = aV/2.

Jiz na téchto tivodnich tlohach se také projevi diilezita metoda feseni spocivajici ve
vyjadieni téze vzdalenosti dvéma riznymi zplsoby, nésledném porovnani a vyjadreni
nezndmé z takto vzniklé rovnice.

Uloha 2.6.1. Kazdd ze dvou kruznic se dotykd obou ramen téhoZ pravého uhlu, vétsi
z nich prochdzi stiedem menst kruznice. Najdéte pomer polomeéri téchto dvou kruinicﬂ

RESENT:
Pii oznadeni podle obrazku je |V S| = r2v/2, ale také |V So| = [V.S1| +[S152| = r1v/2+

+ r9. Porovnanim a tpravou ziskdme hledany pomér

7“1_\@—1_2—\/5
o V2 2

Uloha 2.6.2. Ze étverce papiru o strané 1 magi byt vyiiznuty dva shodné kruhy. Urcete
jejich nejuétsi moznij polomér@

O

90 [Pra—86b), str. 87/17.50]
M [Gar—02] str. 55/16]
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Sa
k
2 kl TQ
)
1
m
174 ™ Tl T2
Obr. k uloze 2.6.1
D C
g T
T T T
Sy
A 1 B

Obr. k uloze 2.6.2

RESENI:

Ziejma optiméalni konfigurace obou kruhi je zakreslena na obrézku, jejich hrani¢éni kruz-
nice se navzajem dotykaji ve stfedu S ¢tverce. Dvéma zptsoby vyjadiime délku tsecky
SC. Nejprve jako polovinu thlopiicky ¢tverce o strané 1, tedy |SC| = v/2/2, dale jako
soucet |SC| = |SS1| 4 |S1C| = r + rv/2. Porovnanim a vyjadienim r ziskame

V2 VAWE-1) 2\

BTV R 2 2

Uloha 2.6.3. Dokaste, Ze t¥i malé kruznice na obrdzku jsou shodne’

RESENT:
Oznacme poloméry kruznic k, k1, ko, ks po fadé r, r1, r2, r3 jako na obrazku. Protoze

92[Yiu-98| str. 22/3], kde je podobné& struéné zadani s odkazem na obrazek situace. Aby tloha mé&la
smysl, ml¢ky se pfedpoklada, ze plati vSe, co obrazek naznacuje, ze tedy napi. ihel ABC' je pravy a
kruznice k1 ma stfed v bodé E dotyku kruZnic ks, k4.
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C
k
2 ke
ko
3
.
ks
T

ks v

A T B

Obr. k uloze 2.6.3

i kruznice k4 ma polomér roven rs, je nasi tlohou dokézat rovnost ro = r3. Vyjadiime
proto oba poloméry ro a r3 pomoci r. Primér 2rs kruznice ko je rozdilem poloméru r
a délky usecky BD, jez je polovinou uhlopficky ¢tverce o strané r, tedy |BD| = %T\/ﬁ

Odtud
r— %T‘\/i B 7“2 — \/5
2 4
Usetka BE je thlopiickou ¢tverce o strané r; = 2r3, takze |BD| = |BE| + |[ED| =
= 2r3V/2 + 273, proto

5TV2 V2 V21 2-2

r3 = = r = T2,

ToV2+1) a2+l Va-1 | 4

coz jsme méli dokazat. ([l

ro =

Piimé pouziti Pythagorovy véty

Ulohy na pifmé pouziti Pythagorovy véty obvykle vyzaduji ucelny vybér pravothlého
trojihelniku a vhodné vyjadieni délek jeho stran. Uvédoméni si situace a jeji spravné

v

Uloha 2.6.4. Ve ctyiihelniku ABCD je ddno: |[XDAB| = 90°, |<DBC| = 90°, |DB| =
= a, |DC| = b. Vyjddrete pomoci délek a, b vzddlenost stredi kruZnic, z nichZ jedna
prochdzi body D, A, B a druhd body B, C, Dﬁ

RESENI:
Oznaéme 57 stied kruznice opsané trojihelniku DAB, S stfed kruznice opsané troju-
helniku BCD (viz obréazek). Trojihelnik DAB je pravouhly s pravym thlem u vrcholu

93[Sar-86, str. 11/53]
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Obr. k uloze 2.6.4

A, proto je bod Sy stfedem piepony B D, trojihelnik BC' D je pravouhly s pravym tihlem
u vrcholu B, proto je bod Sy stiedem piepony CD. Usecka 5195 je stfedni prickou troj-
tthelniku DBC, a proto |S1.52| = %|BC’|. Podle Pythagorovy véty v trojuhelniku DBC
plati |[BC| = vb? — a?. Celkem

1 57—
|SlSQ’ == 5 b2 - CL2. O

Uloha 2.6.5. Nad stranami pravotuhlého trojuhelniku jsou sestrojeny polokruznice, jak

ukazuje obrdzek. DokaZte, Ze soucet obsahi vybarvenych ,mésicki* se rovnd obsahu troj-
ihelnikul

QQ

Al c |B
Obr. k uloze 2.6.5

94Jedna se o jednu ze slavnych planimetrickych tloh znamych pod nazvem ,Hippokratovy mésicky*.
Vice informaci o historickém pozadi tlohy je moZné nalézt naptiklad v [Bec=94] str. 78-81].
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RESENI:

Obsah S vybarvené plochy ur¢ime se¢tenim obsahti obou polokruhii nad odvésnami s ob-
sahem trojuhelniku a odec¢tenim obsahu polokruhu nad pfeponou, kam pfitom dosadime
a? + b? = ¢? z Pythagorovy véty:

2

S =1in(ta)® +in(3b)* + Sapc — in(3¢)? = inc® + Sapc — iwc® = Sapc. O

Uloha 2.6.6. Dokaste, Ze v pravidelném dvandctiihelniku ABCDEFHGIJKL vepsa-
ném do kruznice o poloméru R platz’lﬁ

|AB|? + |AC|? + |AD|? + |AE|? + |AF|? = 10R%.

Obr. k uloze 2.6.6

RESENI:
Béhem feseni tiikrat vyuzijeme Pythagorovu vétu. Pfedné v pravoihlém rovnoramen-
ném trojthelniku ASD (S je stfed zminéné kruznice) je |AD|? = 2R2%. Déle s piihléd-
nutim k soumérnostem mame

|AB? + |AF|? = |AB|? + |BG|? = |AG|*> = 4R* (pravouhly trojihelnik ABG)
a podobné

|AC|? + |AE|? = |AC|? + |CG|* = |AG|* = 4R? (pravothly trojihelnik ACG).

Sectenim uvedenych t¥{ rovnosti dostavame zadany vzorec. O

95[And=03| str. 92/54], kde je tloha Fesena pomoci sinové véty.
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Pozndmka:
Ulohu a postup feSeni je mozné zobecnit: pro pravidelny 2n-thelnik A; As...Ag,, vepsany
do kruznice o poloméru R plati rovnost

|Ay Ao + | A1 A3|? + oo+ |A1 A1 |2 = 2(n — 1) R

Uloha 2.6.7. Kosoctverec md obsah S, soucet délek jeho tihlopiicek je m. Vyjddrete
pomoci S a m délku strany kosoétverce@

Obr. k uloze 2.6.7

RESENI:

Ozna¢me e, f, a velikost thlopficek a strany koso¢tverce (viz obrazek). Podle zadani je
e + f = m, pro obsah kosoc¢tverce plati S = %e f. Pro stranu a a rozpilené uhlopricky
e, [ z Pythagorovy véty dostavime

a=\(§)2+ (52 = b/let fF—2ef = 1v/m? — 45, =

Uloha 2.6.8. Vyjddiete obsah rovnoramenného lichobéiniku, kterému lze vepsat krui-
nici, pomoct délky [ jeho ramene a délky a jedné z jeho za’k‘ladenm

RESENI:

Zvolme oznaceni lichobé&Zzniku ABCD tak, 7e |AB| = a a |BC| = |DA| = l. Ozna¢me X,
Y, Z body dotyku stran AB, BC, C'D a vepsané kruznice. Bod X je stfedem zakladny
AB, bod Z je stfedem zakladny C'D (viz obréazek). Protoze strany lichobézniku lezi na
te¢néch vepsané kruznice, plati

IYB| = |XB| = |XA| = % 1ZC| = |CY|=1—|YB|=1— g

Délka druhé zakladny je tedy 2|ZC| = 2l — a a zfejmé musi platit 2/ > a. Pokud by bylo
a rovno [, byl by ¢tyfuhelnik ABCD ¢tverec. Je-li 21 > a > I, je AB delsi zakladna,
pokud a < [, je AB kratsi zékladna. Déle ozna¢me P patu kolmice z bodu C na zakladnu
AB. Plati

PB| = ||XB| ~|XP||= |3~ (1~ $) =|a 1.

9 |Sar-86, str. 12/59)
97|Sar-86, str. 10/37]
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D _Z ¢
Y
l
v a/2
A a2 X P B

Obr. k uloze 2.6.8

Pomoci Pythagorovy véty v pravouhlém trojihelniku PBC uré¢ime vysku lichobéZzniku

v=+/12—|PB]2=+/I2—(a—1)2=+/2al — a2 = \/a(2] — a).

Nyni jiz mizeme vypocitat obsah lichobézniku podle znamého vzorce

S =L(|AB|+|CD|)v = 3(a+ (2l — a))\/a(2l — a) = 1\/a(2] — a).

Za povsimnuti stoji, ze ve vysledku je pod odmocninou soucin délek obou zakladen.
Uloha by mohla byt zadané také tak, Ze misto a, [ zname délky a, ¢ obou zakladen,
potom je | = %(a + ¢) délka ramene a obsah lichob&niku je S = % (a + ¢)\/ac. O

Spole¢né tec¢ny kruzZnic

Vdécénym tématem tloh na piimé pouziti Pythagorovy véty jsou kruZnice a jejich vnitini
¢i vnéjsi spolecné tecny. Pii volbé vhodného pravotuhlého trojihelniku vyuzivame po-
znatku, Ze te¢na ke kruznici je vzdy kolméa na spojnici stfedu kruznice a bodu dotyku.

Uloha 2.6.9. Urcete délku (vzddlenost bodi dotyku) vnéjsi spolecné tecny dvou kruznic
o polomerech r1, 9, které magi vnéjsi dotyk.

RESENT:

Ozna¢me jako na obrazku Sy, So stfedy kruznic, 17, T body dotyku kruznic se spoleénou
teCnou, P patu kolmice ze stfedu So na piimku S17y. V pfipadé r1 # 1o je S1.5P
pravouhly trojuhelnik a plati |S1.52| = r1 + 79, |S1P| = |r1 —r2|. K uréeni hledané délky
uzijeme Pythagorovu vétu

|T1T2| = ‘PS2| = \/(Tl +T2)2 — (7“1 — 7’2)2 = Vdarire = 2\/r1r9
V pripadé ry = ro trojihelnik S;S5P neexistuje, nebot P = S; a z pravouhelniku

S1T1T5S2 uréime piimo |T1T| = r1 + ro = 2r, protoze vSak 2,/rirg = 2rp, plati
odvozeny vztah |T1Ts| = 2,/r172 1 v takovém piipadé. O

21. Gnora 2012 123



KAPITOLA 2. APLIKACE ZAKLADNICH POZNATKU
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Obr. k uloze 2.6.9

Pozndmka:
Zadame-li (misto vné&jsiho dotyku kruznic) vzdalenost s > |r; — ra| jejich stfedi (viz
obr. [20)), uréime obdobnym postupem délku vnéjsi spoletné teény

|T1T2‘ = ’PSQ‘ = \/82 — (7“1 — 7’2)2 = \/(S +7r — T’Q)(S -1 —i—TQ).

Sl
S
Y
7’1 P 52
TQ TZ
T Ty
Obr. 20

Uloha 2.6.10. Urcete délku (vzddlenost bodi dotyku) vnitini spolecné tecny dvou kruz-
nic o polomérech r1, 9, jejichz stredy maji danou vzddlenost s.

RESENI:

Ulohu ma smysl Tesit pouze za predpokladu, Ze spoletna tecna existuje a mé nenulo-
vou délku (kruZnice lezi navzajem vné), coZz muZzeme vyjadiit podminkou s > r; + ro.
Oznac¢me jako na obrazku Si, Sy stfedy kruZnic, 11, T> body dotyku kruznic se spolec-
nou vnitini te¢nou, P patu kolmice ze stfedu Se na primku S177. Trojihelnik S;PSo
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Obr. k tloze 2.6.10

je pravouhly a podle Pythagorovy véty plati

’Tngy = ‘PSQ’ = \/’5132‘2 — ‘81P|2 = \/82 — (7’1 +7“2)2 = \/(S —ry — 7“2)(8 +7r + 7'2)

V pripadé vnéjsiho dotyku kruznic (s = r1 + r2) je délka vnitini spolecné te¢ny nulova.
O
Uloha 2.6.11. Jsou ddny dvé kruinice o polomérech ri, ro. Vyjdidrete vzddlenost d

jejich stredi pomoci polomeéri, vite-li, Ze jejich spolecnd vnitini tecna je kolmd na jednu
ze spolecnijch vnéjsich teéen@

Sy

:

Ty Ty

Obr. k tloze 2.6.11

RESENT:

Pii oznaceni podle obrazku nejprve uvazime Ctverce S171QT5, SoT,QT5 a obdélnik

98Zim—95, str. 57/T8|
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PT1T5S5 a uréime délku |PSs| = |T1T5| = r1 + ro. V pravouhlém trojuhelniku PS;.Ss
pouzijeme Pythagorovu vétu

d=/(r1 +72)2+ (r1 —1r2)2 = 1/2r? + 2r3.

Tento vzorec evidentné plati i v piipadé r1 = 19, kdy P = 51, a proto d = 2r1. ]

Uloha 2.6.12. Nad stranami obecného trojihelniku ABC jsou vné sestrojeny polokruz-
nice. Jejich spolecné teény maji (mezi body dotyku) délky I, m, n. Vyjddrete vyraz

fm  mn ol
n I m

pomoci délek a, b, ¢ stran vychoziho trojuhelniku ABC.@

Obr. k tloze 2.6.12

RESENTI:

Ozna¢me A;, By, Cy stfedy stran trojtuhelniku (jez jsou stfedy sestrojenych polokruz-
nic), D, E body dotyku spoletné tecny polokruznic se spole¢nym krajnim bodem A a
F patu kolmice z bodu Cj na pfimku B1D (viz obrazek). DEC,F je pravouhelnik a
plati |C1F| = |DE| =1, B1C je stfedni piickou trojtthelniku ABC, tedy |B1Ci| = 1a,
dale |B1D| = 3ba |FD| = |C1E| = ¢, takZe |B1F| = §|b— c|. Vyuzijeme Pythagorovu
vétu v trojahelniku CyB1 F (zavér plati i v pfipadé b = ¢, kdy By = F):

a? b—c)?

Z%\/(a—b+c)(a+b—c).

99 [Wil-96, str. 14/53]
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Analogicky uréime zbyvajici dvé délky tecen

m:%\/(aﬂ—b—c)(—aﬂ—b—l—c), n:%\/(—a—f—b—f—c)(a—b—l—c).

Nyni jiz miZzeme dosadit do zadaného vyrazu:

l l
?m-F?ﬂL%:%(a—kb—c)+%(—a+b+c)+%(a—b+0):%(a+b+c). O

Rovnice sestavené pomoci Pythagorovy véty

Neni-li zkoumané tisecka primo treti stranou pravotuhlého trojihelniku, jehoz dvé strany
zname, a nelze-li jeji délku ani jinak vyjadrit, uzivame (¢asto opakované) Pythagorovy
véty k sestaveni rovnic, z nichZz nésledné pozadovanou délku vypocitame. Také v téchto
tlohéch se ¢asto objevuji kruznice a jejich te¢ny.

Uloha 2.6.13. Téznice z vrcholii proti odvésndm pravouhlého trojuhelniku maji délky

V2 a /3. Urcete délku pf“epOnZ/

B

c vy B vy A

Obr. k tloze 2.6.13

RESENI:
Zvolme oznaceni trojihelniku ABC' podle obrazku. Pouzijeme Pythagorovu vétu v troj-
thelnicich CB1B a CAA;y:

422 4+ % = 2, 22 + 4y =5,

se¢tenim téchto rovnosti a vydélenim péti dostavame 22 +y? = 1. Zbyva uvazit, ze podle
Pythagorovy véty v trojihelniku ABC je |AB|? = 42% + 4y? = 4, tedy |AB|=2. O

Uloha 2.6.14. Ctverci o strané a je opsdna kruznice. Urcete stranu mensitho ctverce
vepsaného do jedné ze ctyi vzniklych kruhovich dsecﬂﬂ_ﬁl

100[Gar—02, str. 51,/22]
10 Sar-86, str. 12/60]
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X .z X . T
::33::_'_'_'_'_‘_'_%;;}_' """""""" X %
S ------------- y
.
a

Obr. k uloze 2.6.14

RESENT:

Podle obrazku ozna¢me X, Y, Z tfi vrcholy dvou zkoumanych ¢tvercii o nezndmé strané
délky x. Polomér r opsané kruznice ur¢ime jako délku poloviny ahlopricky ¢tverce, tedy
r= a@. Déle | XZ| = a + 2z, |ZY| = x a pomoci Pythagorovy véty v trojihelniku
XY Z uréime | XY| = /| XZ]2+ |ZY|? = Va2 + dax + 422 + 22 = Va? + daz + 5a2.
Souc¢asné plati | XY| = 2r = av/2, nebot body X, Y jsou soumérné sdruzené podle
stfedu 9, takze XY je prumér kruznice. Porovnanim obou vztaht pro velikost tsecky
XY aumocnénim obou stran vzniklé rovnice na druhou, dostaneme kvadratickou rovnici
pro neznadmou x

a? + dax + 522 = 2a®> neboli 522 + dax — a® = 0,
jejimz jedinym kladnym reSenim je x = %a. ([l

Uloha 2.6.15. V kruznici o poloméru R je sestrojen jeden primér a na ném je zvolen
vniting bod A ve vzddlenosti a od stiedu. Urcete polomér r kruznice, kterd se dotiyjkd
priaméru v bodé A a md s pivodni kruZnici vnitingd dotyk@

RESENT:

Ozna¢me S, O stiedy zadané, resp. hledané kruznice a T' bod jejich vnitiniho dotyku (viz
obréazek). V pravotuhlém trojuhelniku OAS pouzijeme Pythagorovu vétu, ¢imz ziskdme
rovnici pro nezndmou r, kterou rovnou vyfesSime:

(R—r)?=7r2+d%
R?—2rR+r? =12+ 42,
R? — a?

v oa 0
" 9R

192|Sar-86), str. 13/75]
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A a S R

Obr. k tloze 2.6.15

Uloha 2.6.16. Je ddna kruznice se stiedem O a primérem AB, ddle druhd kruZnice se
stredem P, kterd se dotykd tsecky AB v bodé O a md vnitini dotyk s pruond kruznici, a
konecné treti kruznice se stiedem Q, kterd se dotykd usecky AB, proni kruZnice uvnitt a
druhé kruznice vné (mimo bod O). Vyjddiete polomér treti (nejmensi) kruznice pomoct
poloméru r proni (nejuétsi) kruénice.lTEI

Obr. k uloze 2.6.16

RESENI:
Oznac¢me C patu kolmice z bodu @ na polomér PO druhé kruznice, ktery je ziejmé
roven %r (viz obrazek). Vyuzijeme Pythagorovu vétu v trojuhelnicich PCQ a QCO

k dvojimu vyjadieni |CQ|? a pak je porovname:

ICQI? = (Ar+ z)? — (3r — z)? = 2rz,

CQI2 = (r —x)? — 22 =71% = 2rz.

193[Zim=95), str. 23/T9)
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7 linearni rovnice 2rz = r2 — 2rx uréime x = ir. O

Uloha 2.6.17. Kruznice k1(S1;71), kao(Sa;72) maji vnéjsi dotyk a dotykaji se primky t
jako na obrdzku. Vypocitejte polomér x mensi kruZnice, kterd se dotykd obou zadaniych
kruznic i primky tFEI

Obr. k tloze 2.6.17

RESENI:
Vyuzijeme vysledku tlohy Pro vzdélenosti bodii dotyku kruznic s ptimkou ¢ (jejich
vnégjsi spole¢nou te¢nou) plati

’T1T2| = 2\/7”17“2, ’TlT‘ = 2\/7'1.%', |T2T’ = 2\/7”235.

Navic |T1'T| = |ThT| + |T>T|, takZe dosazenim za vzdalenosti ziskdme rovnici pro ne-
zndmou z, jejimz FeSenim dostaneme hledany polomeér:

2\/r1r2 = 2\/r1T + 2\/T27,
Vit = Va(yr +/r2),

172

(Vi)

Pro zajimavost uvedme, ze vztah mezi poloméry kruznic je mozné prepsat do tvaru

L 0
VT

104 [Kui—96), str. 17/1.6], [Pra—06) str. 58,/3.24]
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Dikazové ulohy

Na zavér podkapitoly uvedme nékolik zajimavych dikazovych tloh, jejichZ feSeni jsou
celd zalozena na vyuziti Pythagorovy véty.

Uloha 2.6.18. Je ddn bod M wvniti rovnostranného trojihelniku ABC. Oznacme M,,
My, M. paty kolmic z bodu M po Fadé na strany BC, AC, AB. Dokazte, zvelllgl

|AMb| + ‘BMC| + ‘CMa| = |AMC| + |BMa’ + |CMb‘

Obr. k tloze 2.6.18

RESENI:
Oznaéme a délku strany trojuhelniku ABC. Vyuzijeme Pythagorovu vétu v pravoihlych
trojuhelnicich AM My, AMM,., BMM,, BMM,., CMM, a CMM, (viz obrézek).

|AM|?> — |AM.|* = |MM.|* = |BM|? — |BM.|?,
|IBM|? — |BM,|*> = |MM,|* = |CM|* — |CM,|?
|CM|? — |CMy|? = [MM,|* = |AM|* — |AM,|?.

Upravou rovnosti mezi krajnimi vyrazy obdrzime

|AM|* — |BM|* = |AM,|* — |[BM.|* = (|AM,| — |BM.|)(|AM,| + |BM.|) =
= (|JAM| — [BM,|)a,

|IBM|?* — [CM[* = (|[BM,| — |CMy|)a,

|CM|* — |[AM|* = (|CMy| — |AMy))a.

Sectenim uvedenych rovnosti dostavame
0= (‘AMc’ - |BMc’ + |BMa| - |0Ma’ + |CMb‘ - ’AMb’)CL,

odkud jiz plyne dokazované tvrzeni. O
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M M
1X : N
A e B A e B X X A e B

Obr. k tloze 2.6.19

Uloha 2.6.19. Aplikaci Pythagorovy véty dokazte: V roviné jsou ddny dva rizné body
A, B. Vsechny body M této roviny, pro které md vijraz |AM|* — |BM|? jednu a tutéz
hodnotu, tvoi primku kolmou k primce AB.

RESENI:
K libovolnému bodu M sestrojme jeho kolmy primét X na primku AB. Tvrzeni bude
dokazano, kdy# ukizeme, ze hodnotou p = |[AM|?> —|BM|? je bod X jednoznaéné uréen.
Podle Pythagorovy véty plati
p=|AM* = |BM* = (|AX]> + |MX|*) — (IBX” + |[MX|*) =
= |[AX]? — [BX|* = (|AX| + |BX|)(|AX]| - |BX])

Lze z hodnoty p odvozeného vyrazu rekonstruovat polohu bodu X na pfimce AB?
Ozna¢me e = |AB]| a rozlidme situaci podle poradi bodu A, B, X.

(1) Lezi-li bod X na tseéce AB, plati

2

p = e(|AX| = (e — |AX])) = e(2|AX| —¢), odkud |AX]|= p;e ,
e
a z nerovnosti 0 < [AX| < e plyne, 7e v tomto piipadé plati |p| < €.
(2) Lezi-li bod X na polopiimce opacné k polopfimce BA, plati
- p+e?
p = (AX| + (|AX| - 0))e = e(2lAX| ~ ). aopet [Ax|= LT
e
a z nerovnosti |AX| > e plyne, Ze v tomto piipadé plati p > 2.
(3) Lezi-li bod X na polopfimce opac¢né k polopiimce AB, plati
. p+eé?
p=(JAX|+ (JAX]| +e))(—e) = —e(2|AX | +¢€), takze |AX|=-— 5o

a z nerovnosti |AX| > 0 plyne, ze v tomto piipadé plati p < —e?.

195 Tnspirovano [And=04] str. 59/3], [Pra—06} str. 104/5.28]
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Vidime, Ze srovnanim hodnot p a e? lze jednoznaéné rozhodnout, ktery ze tii piipadi
nastane. Vzorcem pro hodnotu |AX| je uz pak poloha bodu X uréena. Pro kontrolu
miiZeme nyni vyzkouset mezni piipady, tedy pokud p = €2, pak X = B a vskutku
vychazi |AX| = e, naopak pokud p = —e? pak X = A a |[AX| = 0.

Pro pevné zvoleny rozdil p = |AM|?> — |BM|? je tedy poloha bodu X na pifmce
AB dana jednozna¢né. Odtud vyplyva, Ze vSechny body M s konstantni hodnotou
|AM|? — |BM|? pro pevné zvolené body A, B lezi na jedné piimce kolmé k AB. O

Pozndmka:
Dusledkem uvedeného tvrzeni je pomérné znaméa vlastnost obecného (konvexniho i ne-
konvexntho) &tyFuhelniku, znovu uvedena a dokdzana na strané [186}

Uhlopiicky AC a BD &tyiahelniku ABCD jsou navzajem kolmé, pravé kdyz pro délky
jeho stran plati
a2+ =v+d2

Pfi jejim dukazu pro konvexni ¢tyfuhelniky se obvykle (jako napt. v [Bo¢=84] str. 28/80])
vyuziva kromé Pythagorovy véty i nerovnosti pro druhé mocniny stran ostroihlych a
tupothlych trojihelniki, které plynou z kosinové véty.

Uloha 2.6.20. Dokaste, ze pokud v lichobézniku ABCD se zdikladnami AB, CD plati
(|AB|+|CD|)* = |BD|* + |AC|,
pak jsou jeho dhlopFicky navzdjem kolmém

D C

Obr. k uloze 2.6.20

RESENT:
Ozna¢me FE prusecik thlopticek AC a BD (viz obrazek). Trojuhelniky ABE, CDE jsou
podobné (uu), proto |AE|: |CE| = |AB| : |CD|, odkud plyne

|AB|
|AB| + |CDY’

|AB]|

AE| = |AC —_—.
[AE] = AC] |AB| + |CD|

analogicky |BE| = |BD|

106 [And—03] str. 90/36]
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Dosadme tato vyjadieni do souctu |[AE|? + |BE|? a upravujme:

AB|? |AB|?
AE|? + |BE|? = |AC|? | BD|? =
AEFHIBER = AT g eppe T PPl as o2
AB|?
_<M;HﬁgmﬁﬂAql+BDP%4ABR

V poslednim kroku jsme vyuzili zadanou rovnost. Podle obracené Pythagorovy véty je
trojihelnik ABE pravouhly, takze skutecné AC | BD. g

2.7 Sinova véta

V celé podkapitole pod pojmem ,sinova véta v zékladnim tvaru“ rozumime sinovou
vétu o pomérech stran a sinti vnitfnich dhla trojihelniku bez vyuziti poloméru kruznice
opsané, tedy tak, jak je uvedena na strané 22l Naproti tomu pojem ,sinova véta v roz-
Sifeném tvaru® (na strané jiz s polomérem kruznice opsané pocita. Toto rozlisen{ je
ucelné kviali metodickému t¥idéni tloh. Podkapitolu jsme rozdélili do odstavcu s nézvy:

> Sinova véta a vysky v trojihelniku

> Pfimé pouziti sinové véty v zakladnim tvaru

> Pfimé pouziti sinové véty v rozsifeném tvaru

> Sinova véta a Thaletova kruznice

> VyuZiti sinové véty a vlastnosti goniometrickych funkei

> Sinova véta a thly v kruznici

Sinova véta a vysky v trojahelniku

Pro pocetni praxi je velice vyznamna souvislost sinové véty s vyskami trojihelniku.
V tloze je sinova véta odvozena p¥imo v rozsifeném tvaru; pomoci dvojiho vyjé-
dfeni vysek trojiuhelniku ABC je v8ak mozné okamzité odvodit sinovou vétu v zéklad-
nim tvaru. Z pravouhlého trojuhelniku ACCy, kde Cy je pata vysky na stranu AB (viz
obr. 21)), totiZ ur¢ime v. = bsina a v pravouhlém trojuhelniku BCCy je v, = asin .
Rovnosti jsou splnény i pro tupotuhly trojuhelnik, nebot sin(180° — z) = sinz. Stejné
muzeme vyjadrit i zbyvajici dvé vysky trojuhelniku a dostavame rovnosti

(ve =) asinf =bsina, (vp =) asiny =csina, (v =) csinff = bsinvy

Dosazenim uvedenych vztaht pro vysky do zakladniho vyjadieni obsahu S = %ava =

= %bvb = %cvc trojihelniku ABC' ziskdme trigonometrické vyjadreni ze str.

S RSN B S P
S = sabsiny = 5acsin 3 = gbcsin a.
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Obr. 21 — k odvozeni sinové véty pies vysku

Uloha 2.7.1. Dokazte, Ze pro obsah S trojuhelniku ABC' plati vzorce@
a®sin Bsiny v2sin o
o= LERPARY ) g _TaPHY
% b 2sin Bsin vy

c) Vyjadiete obsah S trojuhelniku ABC' pomoct vysek vg, vp a sinu thlu ’yFigl

2sin o

RESENI:
a) Vyjdeme ze vzorce pro obsah trojuhelniku S = %ac sin 8. Ze sinové véty v trojihel-

niku ABC dostavame ¢ = azgllzé Celkem

1 siny .
. . .S

S:§a " mﬁzcﬂsinﬂsin’y'

sin « 2sin«

b) Za v, v soudinu v,-v, na pravé strané vzorce dosadime jednou bsin~y a jednou csin
a po zkraceni dostavame trigonometrické vyjadieni S = %bc sin «, takze uvedeny
vzorec plati.

¢) Do zéakladniho vzorce S = %ava obsahu trojuhelniku ABC dosadime a = ,Ub
sin
a ihned obdrZime vysledek S = va‘vb .
2sin 7y
O

Piimé pouziti sinové véty v zakladnim tvaru

Regent vétsiny néasledujicich dloh potiebuji skutecné pouze zékladni tvar sinové véty,
vyjimectné také vlastnosti thli v trojihelniku, pfitom se jedna o tlohy se zajimavym
obsahem.

Uloha 2.7.2. Jsou ddny primky a, b protinajici se v bodé O a bod P (rizng od O).
Libovolnd piimka p prochdzejici bodem P (ne vSak bodem O) proting primky a, b po

197|Sar—86, str. 8/15]
108N avrh skolitele
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fadé v bodech A, B. DokaZle, Ze hodnota poméru
|OA| |PA|

|OB| " |PB
nezavist na volbé primky p@

Obr. k uloze 2.7.2

RESENI:
Vyuzijeme sinovou vétu v trojuhelnicich OPA a OPB
|OA|  sin|<OPA| |OB|  sin|JIOPA]
|PA|  sin|XPOA|’ |PB| sin|<tPOB]
a dosadime do zkoumaného poméru
|OA| |PA| |OA|-|PB| sin|POB|
|OB| " |PB| |PA|-|OB| sin|XPOA|
Hodnota ziskaného podilu na poloze bodi A € a a B € b skute¢né nezalezi. O

Uloha 2.7.3. Bodem S prochdzeji dané primky a, b, ¢, d, libovolnd piimka p (kterd
bodem S neprochdzi) je protind po Tadé v bodech A, B, C, D. Dokazte, Ze hodnoty tii
soucint |AB|-|CD|, |AC||BD| a |AD|:|BC| jsou ve stdlém poméru nezdvislém na volbé
primky p

RESENI:

Tvrzeni nejprve dokédZeme pro pomér sou¢ini |AC|-|BD| a |BC|-]|AD|. Pomoci sinové
véty v trojuhelnicich ACS, BC'S, BDS a ADS uréime

sin [LASC| sin [BSC|

AC| =|AS| ———= BC|=|BS|  ———=;

[AC] = 145] sin [ACS|’ IBC| = 1B5] sin [<tBC'S|’
sin [XBSD| sin [XASD]|

BD = B —_— AD == A T o a1
1BD| = |BS| sin [<tBD S|’ [AD] = 45| sin [XADS]|

109[Pra—06], str. 289/12.7]
HOPra—06] str. 289/12.6], upraveno.

21. Gnora 2012 136



2.7. SINOVA VETA

Obr. k uloze 2.7.3

Uhly ACS, BCS, resp. ADS, BDS jsou v zéavislosti na rozmisténi boda A, B, C, D
na piimece p bud totozné nebo vedlejsi, jejich siny se tedy vzdy rovnaji. Po dosazeni do
zvoleného poméru a zkraceni dostavime zlomek

sin [ASC| sin [LBSD|

AC|-|BD)) : (|[BC|-|AD|) =
(IACI-IBDI) : (|BCIAD) = 4 B sin [4ASD)|

jehoz hodnota zavisi pouze na thlech mezi pfimkami a, b, ¢, d, nikoliv na poloze
pfimky p. Prostou zdménou bodt B, C obdrzime podobny vysledek pro pomér sou-
¢inu |AB|-|CD| a |BC|-|AD|, takze celkem plati
(IAB[-|CD]) : (JAC|-|BDI) : (|BC|-|AD|) =
= (sin [QASB|sin |XCS D)) : (sin [XASC|sin [XBSD]) : (sin [xBSC|sin|[XASD|). O

Uloha 2.7.4. Oznacme vyjznacné body péticipé hvézdy podle obrdzku. Dokazte rovnost
|A1C| - |B1D| - |C1E| - |D1A| - |E1B| = |A1D| - |B1E| - |C1A| - |D1B| - |[E1C|

(usecky z téze strany rovnosti jsou na obrdzku vyznaceny stejnou barvou. )E

RESENI:

Vyuzijeme sinovou vétu v trojuhelnicich A1CD, BiDE, C1EA, D1AB a E1BC pii

oznaceni uhli podle obrazku (shodné vrcholové thly jsou oznaceny stejnym pismenem).
Plati

[ACl _ [AD] [BiD|  |BE| [CLE]  [CiA]

sin ¢ siny = sine sind > sina sine ’
[D1A] _ |D1B| |ELB| _ |EC|
sin 3 sina’ siny sinf3

Vynésobime-li nyni zv1ast levé a zvlast pravé strany vSech péti rovnosti a porovname-li
oba soudiny, obdrzime (po odstranéni sinti) dokazovanou rovnost. O

"1 Pra—06) str. 290/12.8]
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Obr. k uloze 2.7.4

Uloha 2.7.5. Stied kruznice vepsané danému trojihelniku ABC' je oznacen S. Osa
vnitiniho thlu u vrcholu B protind stranu AC v bodé D, osa vnitiniho ihlu u vrcholu C
protind stranu AB v bodé E, pritom plati |SD| = |SE|. Dokazte, Ze plati [XBAC| = 60°
nebo je trojihelnik ABC rovnommenny’FEl

A E B
Obr. k uloze 2.7.5

RESENT:
Ozna¢me «, B, v vnitini tdhly trojihelniku ABC. Pak |[DAS| = §, thel ASD je

12[Tao—06, str. 52/4.2]
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vngjsim thlem trojihelniku ABS, takze |[XASD| = 1(a + ) a

4SDA| = 180° — |<DAS| — |4ASD| = 180° — <a N g) . g,

Analogicky [QEAS| = ¢, [FASE| = 3(a+17) a
ISEA| = 180° — |GEAS| - HASE| = 180° — (a + %) =8+7.
VyuZijeme sinovou vétu v trojihelnicich ASD, ASE:

|SD| |54 ISE|  |S4]|
sin & sin(’y+§)7 sing  sin (84 3)

Odkud zfejmé |SD| = |SE| pravé tehdy, kdyz sin <’y + g) = sin (5 + %), coZ nastane

ve dvou pripadech:

a) v+ g = B+ 3, odkud 3 = 7 a trojuhelnik ABC' je rovnoramenny se zakladnou BC,

b) v+ 5 =180° - (8 + 1), odkud 8+ = 120° neboli o = 60°. -

Uloha 2.7.6. Ve wnitini oblasti kruznice k se stiedem S je ddn bod Q rizny od S.
Naleznéte bod P na kruznici k takovy, aby byla velikost dhlu SPQ mam’mdlm’@

Obr. k uloze 2.7.6

RESENI:
Pro kazdy bod P € k je zkoumany thel SPQ ostry (nebo dokonce nulovy), protoze
je vnitfnim dhlem pravothlého trojihelniku vyznaceného na obrazku. Jeho velikost

H3[GII=93] str. 60/29]
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proto bude maximélni, pravé kdyz bude maximélni jeho sinus, nebot funkce sinus je na
intervalu (0°,90°) rostouci. Vyuzijeme sinovou vétu v trojuhelniku SQP

[SP| 15Q

sin [SQP|  sin [<SPQ)

a vyjadiime

sin [4SPQ| = 'éf,l sin [4SQP).
Protoze [SQ| a |SP| (|SQ| < |SP]) jsou pro libovolnou polohu bodu P konstantni
veli¢iny, vyraz na pravé strané nabyva nejvétsi hodnoty pro [<LSQP| = 90°. Hledané

body P jsou tedy dva pruseciky kruznice k s kolmici k tsecce SQ) vedenou bodem Q. [

Piimé pouziti sinové véty v rozsifeném tvaru
Obdobné jako v predchozi ¢asti uvadime zakladni dlohy, pii jejichZ TFeSeni je vyuZita
pouze sinova véta v rozsifeném tvaru.

Uloha 2.7.7. Dokazte ndsledujici vzorec pro obsah S trojihelniku ABC s obvyklym
znacenim (r je polomér opsané kruénice)@

S = 2r%sin asin B sin y.

RESENT:
Ze sinové véty v rozsifeném tvaru dosadime vyjadieni a = 2rsina, b = 2rsin g do
vzorce S = %ab sin~y a dostavidme pifmo

S = 2r% sin asin S sin . O

Uloha 2.7.8. Dokaste, Ze pro libovolny vnitini bod D zikladny AB rovnoramenného
trojiuhelniku ABC jsou kruZnice opsané trojihelnikim ACD a BCD shodném

RESENI:
Poloméry obou kruznic ur¢ime pomoci rozsifeného tvaru sinové véry v trojtihelnicich

ACD a BCD:

___|¢eD] ___leb
"7 9% |XKDAC|’ "7 9% XDBC|

Uhly DAC a DBC u zékladny AB rovnoramenného trojuhelniku ABC' jsou shodné,
proto jsou shodné i oba poloméry a tedy i kruznice. g

Uloha 2.7.9. Je ddn konvexzni ctyiuhelnik ABCD. Predpoklddejme, Ze polopiimky BA,
CD se protinaji v bodé K a polopiimky BC, AD v bodé M. Dokazte, Ze pro poloméry
kruznic opsanyjch trojihelnikim ACM, BDK, ACK, BDM plati pii ziejmém oznacent
rovnost[19]

TACM *T"BDK = TACK *TBDM
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b

A D B

Obr. k uloze 2.7.8

Obr. k uloze 2.7.9

RESENI:
Oznatme o = |[FAK D|, 8 = |[XAM B|. Pro vyjadreni poloméri kruznic uZijeme sinovou
vétu v pfislusnych trojuhelnicich

|AC| _Bp| _jac| - |BD|

rACM = . K — T K = . BDM — N .
2sin 3’ 2sina’ 2sina’ 2sin 3

Po dosazeni do levé i pravé strany dokazované rovnosti je zfejmé, Ze tvrzeni plati. [

114 str. 8/15]

15 [Pra-86H, str. 83/17.9]
116 [Pra—86b) str. 87/17.51]
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Sinova véta a Thaletova kruZnice

Rada tloh v zadani neobsahuje zminku o #4dné kruznici, presto pii jejich fesen apliku-
jeme sinovou vétu v rozsifeném tvaru. Pokud napiiklad béhem rozboru situace zjistime,
7e je ze dvou ruznych bodu vidét urditou tiseCku pod pravym tihlem, nabizi se zamysleni
nad moznym vyuzitim Thaletovy kruznice.

D

B

Obr. 22 — k sinové vété a Thaletové kruznici

Tak na obrazku 22]jsou ahly ABC a C DA pravé, body B, D proto lezi na Thaletové
kruznici nad primérem AC. Jeji polomér je roven %|AC’ |, miZzeme tedy podle sinové
véty napiiklad pro trojihelnik BDA psat

|BD|
sin [LBAD)|
a dalsi podobné vztahy. Tato myslenka je uplatnéna v nékolika nésledujicich tlohéch.
Uloha 2.7.10. Je ddn ostroihlyj trojihelnik ABC. Pro libovolnyj bod L jeho strany AB

oznacme K, M paty kolmic z bodu L na strany AC, BC. Zjistéte, pro kterou polohu
bodu L je usecka KM nejkratsi[[]

=2r = |AC|

RESENI:

Uhly LKC a LMC jsou pravé, proto body K a M lezi na Thaletové kruznici nad
prumérem CL (viz obrazek). Z rozsifeného tvaru sinové véty pro trojuhelnik KMC
plyne |KM| = |CL|sin~. Velikost ahlu 7 je pro dany trojahelnik konstantni, tsecka
KM je tedy nejkratsi, pravé kdyz je nejkratsi tisecka CL, coZ nastavi pravé tehdy,
je-li L pata vysky z vrcholu C na stranu AB. O

Uloha 2.7.11. Patou visky na libovolnou stranu trojihelniku ABC vedme kolmice na
zbyvagici dvé strany. Ukazte, Ze paty téchto dvou kolmic (tzv. druhotné paty pivodni
vysky) magi pro vsechny tri vysky stejnou vzddlenost rovnu %, kde S je obsah a 7 je
polomér kruznice opsané trojihelniku ABC.@

HTIMQ] tdloha 56-B-11-4]
"8Inspirovano [Hon-95| str. 96]
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N

ja

L B

%
<

Obr. k uloze 2.7.10

c

Obr. k tloze 2.7.11

RESENI:

Ozna¢me Cy patu vysky z vrcholu C, P patu kolmice z bodu Cy na stranu AC, Q) patu
kolmice z bodu Cy na stranu BC. Uhly CQCy, C PCy jsou pravé, proto body P, @Q lezi na
Thaletové kruznici nad prumérem C'Cjy. Z rozsifeného tvaru sinové véty v trojuhelniku
PQC plyne |PQ| = |CCp| sin~y. Opét pouzijeme sinovou vétu, tentokrat v trojuhelniku

ABC, k vyjadieni siny = %, dosadime a nahrazenim vyrazu %]AB|-]CCO\ za obsah S
trojuhelniku ziskdme dokazované tvrzeni
CCy|-|AB| S
PQ| = |CCy|siny = (S0l 1ABI 0|2 48] _ S O
r r

Uloha 2.7.12. Uvniti ostroihlého trojihelniku ABC' je ddn bod P. Oznacme Ap, Bp,
Cp paty kolmic z bodu P po Tadé na strany BC, AC, AB. Urcete vSechny body P, pro
které je trojuhelnik Ap BpCp podobnij trojihelniku ABC.EI

"9nspirovano [Pra—86bl, str. 83/17.10]
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Obr. k tloze 2.7.12

RESENI:

Uhly ABpP, ACpP jsou pravé, proto body Bp, Cp lezi na Thaletové kruznici nad
primérem AP (viz obrazek). K vyjadieni | BpCp| uzijeme rozsifeného tvaru sinové véty
v trojuahelnicich ABpCp a ABC

|BpCp| = |AP|sina = |AP| .,
,
kde 7 je polomér kruznice opsané trojihelniku ABC. Analogicky plati
b c
|ApCp| = |BP|—, |ApBp|=|CP|—.
2r 2r

Trojihelnik Ap BpCp je podobny trojahelniku ABC pravé tehdy, kdyz existuje kladné
¢islo k takové, ze

|BpCp| _ |[ApCp| _ |APBp| _

a b c

k.

Takové k podle odvozenych vzorciu existuje pouze v piipadé, ze |AP| = |BP| = |CP],
tedy pokud je bod P stfedem kruznice opsané trojuhelniku ABC. Pak je k = % a
trojihelnik Ap BpCp je tzv. prickovy trojuhelnik, jehoz vrcholy Ap, Bp, Cp jsou stiedy
stran trojuhelniku ABC. ]

Vyuziti sinové véty a vlastnosti goniometrickych funkci

Pfi pouzivani sinové véty je uzite¢né mit na paméti zakladni vlastnosti goniometrickych
funkci, nebot diky nim muzeme fesit vice tiloh. V prvni z nasledujicich uloh je kuptikladu
vyuzito vztahu cos z = sin(90° — ) mezi funkcemi sinus a kosinus a tzv. goniometrické
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jednicky sin?z + cos®>z = 1, které plati pro libovolny thel z. V Fe§eni dalsich dvou
uloh uplatnime goniometrické funkce ostrého thlu v pravoihlém trojihelniku, zakladni
dobie znamé goniometrické hodnoty a navic také Pythagorovu vétu. Posledni zafazena
tloha prekvapivé vede na FeSeni goniometrické rovnice uzitim goniometrickych vzorct.

Uloha 2.7.13. C’tyfzihelm’k s navzdjem kolmymi wuhloprickami je vepsdan do kruznice
o polomeéru r. Vyjddiete soucet ¢tverci jeho stran pouze pomoci r

Obr. k tloze 2.7.13

sEjfal\;o.vaném ¢tyfahelniku ABC'D ozna¢me [XBAC| = a, |[<CAD| = /8 jako na ob-
razku. VyuZijme nyni rozsifeného tvaru sinové véty v trojuhelnicich ABC a ABD:

|BC| =2rsina, |AD| = 2rsin|XABD| = 2rsin(90° — a) = 2r cos a.
Analogicky v trojihelnicich ACD a ABD je

|CD| =2rsinf, |AB|=2rsin|XADB| = 2rsin(90° — ) = 2rcos 3.
Celkem tedy

|AB|*> + |BC|> + |CD|? + |DA|? = 41%(cos? B + sin® o + sin? B + cos® a) = 8r2.
Pro zajimavost jesté uvedme, Ze z vypsanych vzorci navic plynou rovnosti
|AB|? + |CD|?> = |BC|* + |AD|* = 472,

pfitom prvni z nich je ve shodé s vysledkem poznamky za alohou [2.6.19] O

Uloha 2.7.14. Je ddn c¢tverec ABCD o strané a. Urcete polomér kruznice prochdzejici
stredem strany AB, stiedem c¢tverce a vrcholem C’FEI

120[Gro—02] str. 63/11.2a]
12HSar-86) str. 12/65]
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D a C

a S Q

A P B
45°

Obr. k tloze 2.7.14

RESENI:
Ozna¢me S stied ¢tverce ABCD, r hledany polomér kruznice, P stied strany AB (viz
obrazek). Podle Pythagorovy véty v trojuhelniku PBC plati

|PC|=4/a? + (g)Z = aﬁ.

2 2
Rozsifeny tvar sinové véty v trojuhelniku PCS dava
B |PC|
~ sin [gPSC|’
odtud vzhledem k tomu, ze [XPSC| = 135°, vyplyva
aé v 10
r = - = Qa . |:|
2sin 135° 4

Uloha 2.7.15. Je ddna kruznice o poloméru r a tecna v jejim bodé M. Na této tecné
lezi body A, B tak, Ze |MA| = |MB| = a (M je stied isecky AB). Pomocir, a vyjddiete
polomér kruznice prochdzejici body A, B a dotjkajici se dané kruznice,

RESENI:

Ozna¢me R polomér hledané kruznice a C' bod dotyku obou kruznic (viz obrézek).
Z rozsifeného tvaru sinové véty v trojuhelniku ABC dostédvame

|BC|

sina’

2R =

kde « je thel pri zdkladné AB rovnoramenného trojihelniku ABC. V pravoihlém
trojihelniku AMC' plati

sina = ﬁjg“, IMC| =2r, |AC|=+/a®+ (2r)?,

122|Sar-86), str. 12/68]
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C C
.
T
R
a\ a M~ ¢
A\ a M a /B R R B

Obr. k tloze 2.7.15

odkud dohromady

R |IBC|  |AC|  |AC|*  a®+4r?

= = = = O
2sina 2sina 2|MC| 4r

Uloha 2.7.16. V konveznim ctyrihelniku ABCD je ddno |XC AB| = 50°, |<DBC| =
= 20°, [QXACD| = 40°, |[XBDA| = 70°. Urcete velikost ihlu sevieného ﬂhlopﬁcvkami@

5y
>

50°

Obr. k uloze 2.7.16

123Mon—09, str. 76/C13]
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RESENI:
Ozna¢me z hledany thel ASB, kde S je prusec¢ik thlopticek AC, BD. Vyjadiime ne-
znamé velikosti ahlia u vrcholt ¢tyfuhelniku (viz obr.)

IXABD| = 130° — x, |XBCA| =z — 20°,
[XCDB| = 140° — 2, |QXDAC| = x — 70°,

odkud plyne 70° < x < 130°. PoloZme si otdzku, pro¢ vyhovujici ¢tyfihelnik neni mozné
sestrojit pro vSechna x z uvedeného intervalu. Pro kazdé takové z lze jisté sestrojit
trojici trojuhelnikd ABS, BC'S, CDS s uvedenymi vnitfnimi thly, stykajicich se podél
spole¢nych stran BS, resp. C'S. Bude v8ak platit |[FADS| = 70°? Je jasné, ze bod S
bude vzdy prise¢ikem tseéek AC, BD a ze uhel ASD bude mit velikost 180° — «x,
jez je mensi nez 110°. MiZeme proto sestrojit na polopiimce SA bod A’ takovy, Ze
|XA'DS| = 70°, a tedy |[tDA’S| = & — 70°. Zbyva nalézt hodnoty z, pro které bude
A’ = A. Pomoci sinové véty v trojthelnicich DA’S, CDS, BCS, ABS vyjadiime

in 70° sin 40°
Al —15p|_ S0 Dl —
15 15 |Sin(a: —70°)’ 5P| =15¢ sin(140° — z)’
sin 20° sin 50°
SC| =|SB|———— SB|=|SA|—————.
IS¢ =1 |sin(:c —20°)’ 58] =1 |sin(130° — )

Postupnym dosazenim ziskame vztah

sin 50° - sin 20° - sin 40° - sin 70°

n_
|54 = |SA‘sin(1300 — ) - sin(x — 20°) - sin(140° — z) - sin(x — 70°)’

ktery piejde v rovnost |SA’| = |SA| pro vSechna FeSeni rovnice
sin(x — 20°) - sin(140° — z) - sin(130° — ) - sin(z — 70°) = sin 20° - sin 40° - sin 50° - sin 70°

z intervalu (70°,130°). Cty¥ikrat vyuzijeme vzorec sin asin 3 = 1 (cos(a—pB)—cos(a+p3))
pro soucin sinu (vZdy prvni ¢initel se tfetim a druhy se étvrtym):

cos(2x — 150°) — cos 110°  cos(2z — 210°) — cos 70°  c0s30° — cos 70°  cos 30° — cos 110°

uvazime, ze cos(180° — o) = cos(180° + ) = — cos v a obé strany rovnice vynasobime
CtyTmi:

(—cos(2z + 30°) 4 cos 70°)(— cos(2x — 30°) — cos 70°) = (cos 30° — cos 70°)(cos 30° + cos 70°),
na obou stranach rovnice roznasobime zavorky:

cos(2x+30°) cos(2x —30°) +cos 70° (cos(2x +30°) — cos(2x —30°)) —cos? 70° = cos? 30 —cos? 70°.
Rovnici anulujeme a pouZijeme vzorec cosacos = i(cos(aw — 8) + cos(a + f3)) pro
a=pB

2

soucin kosind a vzorec cosa — cos f = —2sin (O‘—;B) sin ( ) pro rozdil kosint:

cos4x + cos 60°
2

— 2¢0s 70° sin 2z sin 30° — cos2 30 = 0.
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Po vyjadieni cosdxr = cos?2x — sin?2x = 1 — 2sin? 2z, dosazeni znamych hodnot
cos 60° = sin 30° = %, cos? 30° = % a vytknut{ sin 2z dostavame jiz znacné zjednoduse-
nou rovnici

sin 2z (sin 2z + cos 70°) = 0.

Rovnice sin 2z = 0 méa na intervalu (70°,130°) pouze feSeni x = 90°. Rovnici
sin 2z + cos 70° = 0

upravime uzitim vzorce cos & = sin(90° —«v) do tvaru sin 2z = — sin 20°, abychom mohli
na daném intervalu nalézt jediné feSeni x = 1000@

Pozndamka:

Pro zjednoduseni je mozné tlohu zadat s pozadavkem nalézt alespon jedno feSeni, ne-
bot pouhym porovnanim (vhodné sefazenych) argumentii ze sestavené goniometrické
rovnice bez jakychkoliv iprav uhodneme feSeni x = 90°. O

Sinova véta a dhly v kruznici

Linearni zavislosti mezi riznymi thly v tlohach ¢asto umoziuji zjednodusit rovnosti
plynouci ze sinové véty a tim dosdhnout potiebného vysledku. Kromé dvojic ahla (vr-
cholové, vedlejsi, souhlasné, sti¥idavé) a uhla v trojuhelniku jsou to zejména thly v kruz-
nici (obvodové, stfedové, usekové), které mohou rozhodujicim zptisobem pomoci.

V nésledujicich tlohéch jsou kromé sinové véty a vlastnosti dhla v kruznici vyuzivany
také jednoduché goniometrické vzorce.

Uloha 2.7.17. Rovnostranngj trojihelnik ABC je vepsdn do kruznice. Na jejim kratsim
oblouku BC' je zvolen bod M. Dokaszte, Ze M A| = |MB| + |MC|[™]

RESENI:
Oznatme [IMBC| = |IMAC| = a, [MA| =z, |MB| =y, |MC| = z, |AB| = a (viz
obrazek). Podle sinové véty v trojuhelnicich MAB a MCA pro polomér R kruznice
opsané plati:

T B Yy z

- sin(a +60°)  sin(60° — ) " sina’

Odtud s vyuzitim souc¢tového vzorce pro funkci sinus plyne

z = 2Rsin(a + 60°) = R(sin o + V3 cos a),
y = 2Rsin(60° — a) = R(V3cosa — sina),

z = 2Rsin .

1247 atimco dosazeni hodnoty = = 90° do odvozené rovnice vede k trivialni rovnosti, dosazenim hodnoty
x = 100° ziskdme rovnost sin 80° - sin 40° - sin 30° - sin 30° = sin 20° - sin 40° - sin 50° - sin 70°, kterd po
vy¢isleni sin 30°, ndhradé sin 20° = 2 - sin 10° - cos 10° = 2 - sin 10° - sin 80° a tpravé prejde ve znadmou
goniometrickou identitu sin 10° - sin 50° - sin 70° = é, jejiz platnost jsme nasim feSenim rovnice cestou
ekvivalentnich aprav dokazali.

125[Hor—66, str. 39/13], [Eng—98, str. 321/53], [And-00, str. 4], feSeni pomoci Ptolemaiovy véty je
uvedeno v tloze [3.5.11] na strané 211} FeSeni pomoci kosinové véty je uvedeno v tloze 2.8.11] na strané
Ulohu je mo#no Fesit i bez vypoéti uzitim rotace o thel 60° kolem stiedu B.
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Obr. k uloze 2.7.17

7 téchto vyjadreni je jiz rovnost x = y + 2z zlejma. O

Uloha 2.7.18. Je ddn trojuhelnik ABC, ve kterém v > «.. Na tom oblouku BC' kruznice
opsané, ktery neobsahuje bod A, je zvolen vnitini bod P. Usecka AP protind stranu BC
v bodé Q, polopFimka BP protind poloprimku AC v bodé R. DokaZte, Ze hodnota virazu

[CA|-|ICR[ - |CB|-|CQ|
[CQ[-|CR|

je na volbe bodu P nezdvisld[T™|

Obr. k tloze 2.7.18

126[]Mon—09, str. 64/C1]
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RESENI:
Oznaéme |[FACB| = |QPB| = v a |XPAC| = |PBC| = ¢ (obvodové thly). Uhel
PQC je vngjsim thlem trojuhelniku AQC, proto [XPQC| = v+, thel ACB je vnéjsim
thlem trojuhelniku BRC, takze |[XCRB| = v — ¢. Zadany vyraz nejprve upravime do
tvaru

|CA| |CBj

CQl  |CR

a vyuzijeme sinovou vétu v trojihelnicich AQC a BRC"

[CA| _ sin|CQA| _ sin(180° — (y+¢)) _ sin(y + o)

ICQ|  sin|xQAC| sin ¢ sin ¢
|ICB|  sin|[XCRB|  sin(y — )
|ICR|  sin|<tRBC|  sing

Dosadime do upraveného vyrazu a pak vyuzijeme vzorce pro rozdil sint:

sin(y +¢)  sin(y —¢) _ sin(y +¢) —sin(y — ) _ 2cosysing

- - - - = 2cos 7.
sin ¢ sin ¢ sin ¢ sin ¢

Uhel ~ je konstantni, takze hodnota zadaného vyrazu na poloze bodu P nezalezi. [

Uloha 2.7.19. Stiedy oblouki BC, CA, AB kruznice opsané danému trojihelniku
ABC, na nichZ nelezi po fadé body A, B, C, oznaé¢me po Tadé P, Q, R a stredy stran
BC, CA, AB oznacme po tfadé K, L, M. Necht S je stied kruznice vepsané tomuto
trojuhelniku. Dokazte, Ze plati rovnostE]

|AS|-[BS|-|CS| =8-|KP|-|LQ|- |MR|.
RESENI:
Poloptimky AP, BQ, CR jsou osami vnitinich ahli trojihelniku ABC (viz tloha|2.5.1)),

vyuzijeme proto shodnych obvodovych thla

SABR| = |SACR| = |<RCB| = |9RAB| = 1,

analogicky [CBP| = %, |TACQ| = g Mizeme také urcit velikosti ahla

SRAS| = [4BAS| + |9RAB| = 5 + 3 = 90° - § .
CASR| = [XSAC| + |ACS| = % + % = 90° — g (vn&jst dhel trojahelniku CAS).

Trojahelnik SAR je tedy rovnoramenny se zakladnou AS a thlem |[XSRA| = (8 pii
hlavnim vrcholu R. Uplatnime v ném sinovou vétu:

|AS| _ sin 3 :sinB:2Singcos§:28m7
AR gin (900 — g) Cosg cos g 2

127|Syr—07, str. 24/78]
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Obr. k tloze 2.7.19

Uzitim principu cyklické zamény obdrzime analogické vztahy

1BS| _ oy 1CSI 5@
P~ M2 Joq T T2

Vynésobenim poslednich t¥i rovnosti dostavame po snadné tipravé a vyuziti pravoihlych

trojihelniki BPK, CQL, ARM

45| |BS| - 0S| = 8- |BP|sin & - Q| sing JAR|sin] = 8- |KP| - |LQ|-|ME]
O

Uloha 2.7.20. Je ddn trojihelnik ABC (|AB| # |BC|). Oznac¢me D prisecik piimky
BC a teény v bodé A ke kruZnici opsané trojuhelniku ABC. Kolmice k pFimce BC
vztycéené v bodech B, C' protinaji osy stran AB, resp. AC po Tadé v bodech E, F.
Dokazte rovnost

|BE|  |BD|

|CF| — |CD|

(kterd bude znamenat, Ze body D, E, F lezi v pﬁmce)ln_'gl

RESENI:

Predpokladejme bez ijmy na obecnosti, ze |AC| > |BC| a bod D tedy lezi na polopiimce
CB za bodem B. Kdyby totiz platila obracend nerovnost, sta¢i zaménit B s C' a také
FE s F a dostaneme stejné tvrzeni.

128[Bech—07, str. 143/20.2]
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Q

Obr. k tuloze 2.7.20

Ozna¢me C7, By po fadé stiedy stran AB, AC. V pravouhlém trojihelniku BC1 E

B AB
je |XKCLEB| = 90° — [XEBC}| = B, takze |BE| = | ,Cl, = | g | . Analogicky v pra-
sin 8 2sin 3
A
vouhlém trojahelniku CB1F je |CF| = 2|S,C| . Nyni dosadime do levé strany zadané
in~y

rovnosti a vyuzijeme sinovou vétu v trojuhelniku ABC k vyjadieni poméru |AB| : |AC|
pomoci poméru sint:
|BE| _|AB|siny _ sin’~y
|CF| ~ |AC|sinB  sin®g’
Obdobné vyjadiime pravou stranu dokazované rovnosti. Opét vyuZzijeme sinovou vétu,
tentokrat v trojuhelnicich ADB a ADC. Uhel BAD je tsekovy tihel piisluiny oblouku
AB, jeho velikost je tedy =, a proto
\BD| |AD| |DC|  |AD|
siny  sin(180° —3)" sin(a+7)  siny’

Zbyva uvazit, ze sin(a + ) = sin(180° — 3) = sin 3, a celkem dostavame
|BD|  sin’y  |BE|
|CD| ~ sin?g  |CF|

Uloha 2.7.21. Uwniti strany AB daného ostrotihlého trojihelniku ABC zvolte bod S

tak, aby trojuhelnik SXY , kde X a'Y jsou po Tadé stredy kruznic opsangjch trojihelnikim
ASC a BSC, mél nejmensi mozng obsah[™)

O

RESENT:
Oznagime-li w velikost thlu ASC, pomoci rozsifeného tvaru sinové véty uréime
AC BC BC
sx|- ACL gy IBCI_|BC
2sinw 25in(180° —w)  2sinw

129[MO), tiloha 52-A-T1-2]
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Obr. k tloze 2.7.21

Z véty o obvodovém a stfedovém thlu v kruznici opsané trojihelniku ASC (resp. BSC),
s vyuzitim soumérnosti priuse¢iki S a C' kruznic podle pfimky XY, urcime velikosti
vnitfnich hla v trojuhelniku SXY pomoci thla «, 8, v trojihelniku ABC:"

RISXY| = §lRSXC| =, [V X| = 3[&SYC| =5,
X SY| =180° — (|XSXY| + [«SY X|) =180° —a — 8 = 1.

Trojuhelnik SXY je tudiz podobny trojihelniku CAB (uu) s koeficientem podobnosti

. . C "y L o
——, jeho obsah je proto roven ——-. Bez uZiti podobnosti mizeme k témuz zavéru
2sinw 4sin” w

dojit pfimym vypoctem

%‘ACHAB’SH]’)/ . SABC

48in? w 48in? w

Ssxy = 3|SX|-|SY|sin |xX SY| =

Odtud plyne nerovnost Sgxy > %SABC, pri¢emz rovnost nastane, pravé kdyz
sinw = 1, neboli w = 90°. Obsah trojuhelniku SXY je proto nejmensi, pravé kdyz
je bod S patou vysky z vrcholu C' ke strané AB. (Tato pata je vnitinim bodem strany

AB diky podmince, Ze trojuhelnik ABC' je ostrotuhly.) O

2.8 Kosinova véta

Pomoci kosinové véty muzeme urcit velikost libovolného vnit¥niho tthlu v trojtahelniku,
znédme-li délky vSech jeho tif stran; nebo délku strany, zname-li délky dvou zbyvajicich
stran a velikost thlu jimi sevieného. Kromé uvedeného zakladniho pouziti v8ak tento
silny vypoctovy prostiedek u slozitéjsich situaci uzivame Casto opakované, abychom
mohli sestavit vhodné rovnice a teprve poté z nich ur¢it hledanou neznamou. Obsah

podkapitoly je nésledujici:
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> Pfimé pouziti s vycislenim
> Sestaveni rovnice

> Vylouceni kosinu

> Uziti vzorcu pro téznice

N2

> Narocnéjsi tlohy na zaveér

Piimé pouziti s vycislenim

V této tvodni pasazi uvedeme nékolik tdloh s ¢iselnym zadanim, u kterych je ocekavan
Ciselny vysledek. Pro Gspésné vyteSeni je zejména nutné znat hodnoty goniometrickych
funkci vyznamnych thla. Nékteré z téchto tiloh mohou byt snadno zobecnény, u nékte-
rych je to pravé uvedeny specidlni pfipad, ktery je touto cestou TeSitelny. Vstupni sérii
ukon¢ime ponékud odlisnou zajimavou tlohou kterd ma obecnéjsi zadani.

Uloha 2.8.1. Osmithelnik na obrdzku vlevo vznikl z osmi shodngjch rovnoramennych

lichobézniki. Urcete délku delsi zdkladny lichobézZniku, je-li délka kratsi zdkladny © délka
ramene rovna jedné@

D E C
A 1 B

Obr. k uloze 2.8.1

RESENI:

Na delsi zakladné C' D lichobézniku ABC' D zvolime bod E tak, ze ABC'E je rovnobéznik
(viz obr. vpravo). Podle zadani mé thel sevieny pfimkami AD; BC' velikost 360°/8 =
= 45°, stejnou velikost méa i thel DAFE. Muzeme vyuzit kosinovou vétu v trojihelniku
AED, podle které

|EDP?=12+1%~2-1-1-cos45° =2 — V2.

Celkem |CD| = |CE|+ |ED| = |AB|+ |[ED| =1+ V2 — /2. O

130[Gar—02] str. 27,/25]
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Uloha 2.8.2. Ve étyrihelniku ABCD je ddno |AB| = 2v/6, |BC| = 7—2V/3, |CD| = 5,
|XABC| = 135°, |k BC'D| = 120°. Urcete délku strany ADFEI

7-213 ¢
O

Obr. k uloze 2.8.2

RESENT:

Uvazme rovnobézku se stranou BC' prochézejici bodem A, jeji prusecik s polopiimkou
CD ozna¢me FE, paty kolmic z bodi B, C na usecku AFE oznac¢me po fadé F', G. Velikost
ihlu ABF je 45°, trojthelnik AF' B je tedy pravouhly rovnoramenny s rameny délek

|AB|
BF|=|AF| = 220 — 9\/3.
|BF| = |AF| 7
Déle |CG| = |BF| = 2V/3 a |[QECG| = 30°, proto |GE| = |CG|tg30° = 2 a |CE| =
= |CG|/ cos30° = 4. Nyni je jiz zfejmé, ze bod E lezi mezi body C' a D. Celkem
|AE| = |AF| + |FG| + |GE| =2v3+7—-2V3+2=9,
|ED| =|CD| - |CE| =1, [KDEA|=|«xDCB|=120°

a muZzeme vyuzit kosinovou vétu v trojihelniku ADE:
|AD|? = 9% + 1% — 1805 120° = 91, tedy |AD|=+91. O

Uloha 2.8.3. Zdkladny lichobézniku maji délky 3 a 12, jedno rameno md délku 2 a

jedna uhlopiicka 12. Vypocitejte délku druhé dhlopfz’éky@

RESENI:

Lichobéznik ABC'D spliujici podminky zadani je znédzornén na obrazku; je ziejmé, ze

délka uhlopricky AC je mensi nez 2 + 3 = 5, je tedy |BD| = 12, hledané délka druhé

uhlopricky AC je oznacena x. Z kosinové véty v trojihelniku ABD vypoditame
122422122 1

cos|BAD| = = s T 1

13MZim=95, str. 11/T§]
132[7im=95), str. 52/16]
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x 12
A 12 B
Obr. k tdloze 2.8.3
uvazime, ze cos |[FADC| = cos(180° — |XBAD|) = — cos |[IBAD| = —4; a hledanou
délku z vypocéitdme uzitim kosinové véty v trojuhelniku ACD:
1
$2:22+32+2-2-3-E:14, takze =14 O

Uloha 2.8.4. Uwniti rovnostranného trojihelniku ABC' je bod P takovy, Ze |PA| = 3,
|PB| =4, |PB| = 5. Urcete délku strany trojihelniku ABC [

B B

Obr. k uloze 2.8.4

RESENTI:

Zadané hodnoty 3, 4, 5 pfimo vybizeji k nalezeni pravoihlého trojihelniku. Pomizeme
si tedy oto¢enim trojuhelniku ABC kolem bodu A o orientovany thel C AB velikosti
60° a ozna¢fme P’, B’ obrazy bodu P resp. B (viz obrazek). Trojuhelnik AP'P je rov-
nostranny, a proto je trojiuhelnik BPP’ (diky délkam svych stran) pravothly s pravym
thlem u vrcholu P. Celkem zjistujeme, Zze [XAPB| = |JXAPP'| + [<P'PB| = 150°.
Zbyvé pouzit kosinovou vétu v trojuhelniku ABP:

|AB| = \/|PAJ? +|PB|? — 2|PA|-|PB| cos 150° = \/25 + 12V/3. O

133 [And=00, str. 5/5]
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Uloha 2.8.5. Jakou podminku splivuji vniting uhly prave téch trojihelniki ABC, pro

jejichz strany platz@
3 1 L,

atbtc atb atec

RESENI:
Zadanou rovnost pro kladné a, b, ¢ ekvivalentné upravujeme:
3(a+b)(at+c)=(a+b+c)[(a+b)+ (a+ )],
3(a® 4 ab + ac + be) = 2a® + ab + ac + 2ab + b* + be + 2ac + be + ¢,
3a? + 3ab + 3ac + 3bc = 2a® + b* + % + 3ab + 3ac + 2be,
a? = b* + % — be.

Takovou rovnost podle kosinové véty spliiuji pravé trojihelniky ABC' s vnitinim thlem

60° u vrcholu A, nebot z cosa = % plyne a = 60°. O

Sestaveni rovnice

V nésledujicich tlohéch vede jednorazové ¢i opakované pouziti kosinové véty k sestaveni
jednoduché rovnice, ze které jiz hledanou nezndmou vyjadiime vzorcem, nebo v piipadé
¢iselného zadani piimo vypocitame.

Uloha 2.8.6. Kruznice vepsand trojihelniku ABC' se dotyjkd strany AB v bodé D ta-
kovém, Ze |AD| =5 a |DB| = 3. Urcete délku strany BC, je-li a = GOOFEI

Obr. k uloze 2.8.6

134 [Bom-96], str. 60/6.9]
135 [Fom—94), str. 34/28]
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RESENI:

Oznaé¢me F, F body dotyku kruznice vepsané trojihelniku ABC po fadé se stranami
BC, CA. Pro shodné tuseky teen ke kruznici vepsané plati |BE| = |BD| = 3, |AF| =
= |AD| = 5. Neznamou délku |CE| = |C'F| ozna¢ime x. Nyni vyuzijeme kosinovou vétu
v trojuhelniku ABC, dosadime cos @ = 1/2 a upravime:

|BC|> = |ABJ? + |AC|* — 2|AB|-|AC| cos a,
(x+3)> =64+ (z +5)* = 8(x + 5),
2%+ 62 +9 = 64+ 2% + 10z + 25 — 8z — 40,
4o = 40.

Resenim rovnice je z = 10, takze |[BC| = 2 + 3 = 13. O

Uloha 2.8.7. V rovnobézniku ABCD je ddino: |AB| = a, |AD| =b (b > a), ABAD =
= «, (o < 90°). Na strandch AD,BC lezi po fadé body K, M tak, Ze BMDK je
kosoctverec. Urcete jeho stmnu.@

Obr. k uloze 2.8.7

RESENT:
Ozna¢me x hledanou stranu koso¢tverce BM DK. V trojuhelniku ABK pouzijeme ko-
sinovou vétu:

22 =0b—-2)>+a®>—2(b—-1x)acosa,

22 = b% — 2bz + x? + a® — 2ba cos o + 2za cos a,

B b2 + a? — 2ba cos «

= ([l
v 2(b—acosa)

Uloha 2.8.8. Pravouhly trojihelnik s pravym thlem u vrcholu C je vepsdn do rovno-
stranného trojihelniku PQR (A € QR, B € PR, C € PQ). Urcete délku usecky AQ,
je-li ddno |PC| =3, |BP| = |CQ| = 2[77]

136|Sar-86, str. 15/106]
137 [Zim=95), str. 18/17]
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o 600
P 3 C 2 Q

Obr. k uloze 2.8.8

RESENT:
Strana rovnostranného trojuhelniku PQR ma délku |PC| + |CQ| = 5, takze |BR| =
=5—|BP|=3a|AR| =5 —z, kde x = |AQ)| je hledana délka. Uzijme kosinovou vétu
v trojuhelnicich PCB, CQA, ARB:

|IBC|> =22 +3%2—-2-2-3-cos60° =7,

|CA|? = 2% + 2% — 4z cos60° = 22 — 22 + 4,

|AB|? = (5 — )% + 3% — 6(5 — ) cos 60° = x> — Tz + 19.

Zbyva aplikovat Pythagorovu vétu v trojihelniku ABC a vypodéitat x:

|AB|? = |BC|* + |CAJ?,
2 =T 4+19="7+2>— 22 +4,

5
Uloha 2.8.9. Sestiihelnik vepsany do kruZnice md tri sousedict strany délky a a zbylé
t sousedict strany délky b. Vyjddrete pomoci a, b polomér r opsané kruznice

RESENT:

Oznacme zadany Sestithelnik ABCDFEF se stranami délek a, b podle obrazku. Kratsi
oblouk AC tvoii tfetinu kruznice opsané, proto je |LASC| = 120° (kde S je stied),
odkud [XABC| = %2400 = 120°. Druhou mocninu délky asecky AC vyjadiime dvakrat
pomoci kosinové véty v trojiuhelnicich ABC a ASC,

|AC)? = a® + b* — 2abcos 120° = a? + b* + ab,
[ACP? = % + 1% — 212 cos 120° = 3¢2,

138[Eng 98], str. 338,/77]
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Obr. k uloze 2.8.9

porovname a vyjadiime hledané r:

[a? + b? b
- a+3+a' 0

Uloha 2.8.10. V pravoihlém trojihelniku ABC' s pravgm thlem u vrcholu A je pFepona
BC' rozdélena body M, N na tii shodné usecky (|BM| = |MN| = |NC|). Vyjddrete
délku iisecky MN pomoci délek x = |AM| a y = |AN|[]

B a/3 M a/3 N a/3 C
Obr. k tloze 2.8.10

RESENT:
Uzijeme kosinovou vétu v trojihelnicich BAM a BAN a dosadime cos § = ¢/a:

2 2 2 2
2o (5) re-a froma= (§) 4o -2 foo TGS

24\ 2 2 20\ 2 2 402 2
F=(5) v s () v 2 e f= -

139[Gar—02] str. 26,23
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2 2 2
Sectenim obdizime & +y” = 5% takze [MN| = 5 = W . -

Uloha 2.8.11. Rovnostranny trojihelnik ABC' je vepsdn do kruznice. Na jejim kratsim
oblouku BC' je zvolen bod M. Dokazte, Ze |MA| = |MB| + |MC\@

7

Obr. k tloze 2.8.11

RESENTI:

Oznac¢me pro zjednoduseni |MA| = z, |MB| =y, |MC| = z, |AB| = a. Uhel AMB je
obvodovy thel pfislusny k témuz oblouku kruznice jako AC B, mé proto stejnou velikost
60°. Uhel BMC je obvodovy thel pifslusny oblouku CAB, jeho velikost je tedy 120°.
Uplatnime kosinovou vétu v trojihelnicich BMC a AM B:

a? =1y + 2% — 2yzcos120° = % + 2% + yz,
a® = 2% + 3% — 2y cos 60° = 22 + ¢ — xy,
nebot cos60° = — cos 120° = 1/2. Odectenim obou rovnic a tpravami dostavame

v +22+yz—a® =y +ay =0, neboli (z+2)(z—xz+y)=0.

S ohledem na z + z > 0 odtud jiZ plyne z = y + z. O

Vylouceni kosinu

Dvojim pouzitim kosinové véty se mnohdy podafi sestavit dvé rovnosti obsahujici kosi-
nus téhoz neznamého uhlu (¢asto na zékladé vztahu cos(180°—x) = — cosx). V takovém
pripadé je mozné vhodnou kombinaci obou rovnosti tento neznamy kosinus vyloucit a
ziskat tak vztah zahrnujici pouze délky usecek.

V prvnich dvou tlohach sta¢i pro vylouceni kosinu rovnosti pouze seéist, dalsi ukéz-
kou téhoz jednoduchého obratu bude diikaz tzv. rovnobéznikové rovnosti v kapitole

M0 Hor—66] str. 39/13], [Eng 98| str. 321/53], [And=00, str. 4], feSeni pomoci Ptolemaiovy véty je
uvedeno v tloze [3.5.11| na strané [211] TeSeni pomoci sinové véty je uvedeno v tloze [2.7.17] na strané

Lk}
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na strané [190] Také dikaz Stewartova vzorce v kapitole na strané je péknym
pitkladem takového vylouceni kosinu, ktery navic zobecije postup z feseni ulohy [2.8.13]

Uloha 2.8.12. Naleznéte jednoduchy vztah mezi soucty Sq + Sy + Se a Sy + Sy +S.
obsahii Sesti ¢tverci zakreslenijch na obrdzku

Obr. k tloze 2.8.12

RESENT:
VyuZijeme kosinovou vétu v trojihelnicich ABC a C XY pfi oznaceni stran a thli podle
obrazku. Vzhledem k tomu, Ze ¢ = 180° — 7, je cos = — cos~y a mizZzeme psat

2

? =a+b%—2abcosy a 2% =a’®+b%+ 2abcosy.

Sec¢tenim téchto rovnosti ziskame vztah ¢ + 22 = 2a?+2b%. Analogicky bychom obdrzeli
vztahy a? + 22 = 2b? + 2¢? a b% + y? = 2a% + 2¢%. Sectenim dostavame

2?4+ 12 + 22 =3a®> +3b2 +3¢%, neboli S, + Sy + 8. =3(Sa+ Sy + Se),
coz je hledany vztah. O

Uloha 2.8.13. Délky téznic libovolného trojihelniku ABC wvyjddiete pomoci délek jeho
stran.

M Yiu-98| str. 13/3]
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Obr. k tloze 2.8.13

RESENTI:
Ulohu vyfesime pouze pro téZnici na stranu c, zbylé dva vzorce ziskame cyklickou za-

ménou. Ozna¢me C] stfed strany AB trojuhelniku ABC'. Pouzijme nejprve kosinovou
vétu v trojuhelnicich AC;C a BC1C"

- cos |[<XACH C,
- cos |[<tBC1C.

N N0

Uhly BC;C a AC,C jsou vedlejsi, dosadime proto do druhé rovnosti
cos |[IBC1C| = — cos [SAC, C|
a obé& rovnosti se¢teme:
a® + b2 =262+ <.
Vyjadienim t. ze ziskané rovnosti obdrzime hledany vztah

te = %\/2a2+2b2—02. O

Vzorce pro délky téznic trojihelniku jsou v pocetni praxi v tlohach dulezité, proto jsou
hned v dalsi pasazi na str. 171]| zafazeny jejich aplikace.
Uloha 2.8.14. Dokaste, ze v lichobézniku ABCD se zikladnami AB, CD platz”@

|AB|*> — |BC|? + |AC|*> _ |AB|*>— |AD|? + |BD|> _ |AB|
|CD|? — |AD|?2 + |AC|?  |CD|?2 —|BC|2 +|BD|>? |CD|’

s vygimkou pripadi, kdy proni nebo druhy zlomek nemd smysl — ukazte, Ze tehdy se jednd
o zlomek 0/0.

V2[And—03, str. 91/37]
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Obr. k uloze 2.8.14

RESENI:
V lichobé&zniku ABCD plati |[XACD| = |[XBAC| a |[BDC| = |[XABD| (dvojice stfida-
vych ahli). Vyuzijme kosinovou vétu v trojuhelnicich ABC, ACD, ABD, BCD:
2|AB|-|AC|cos |XBAC| = |AB|? — |BC|* + |AC|?,
2|C'D|-|AC| cos |[KBAC| = |CD|? — |AD|? + |AC|?,
2|AB|-|BD|cos |XABD| = |AB|*> — |AD|* + |BD|?,
2|/CD|-|BD|cos |XABD| = |CDJ?> — |BC|*> + |BD|?.
Vydélenim prvni dvojice rovnosti ziskdme prvni ¢ast
|AB|? — |BC|? + |AC|? _ |AB|
|CD|2 — |AD|2+|AC|2  |CD|’
vydélenim druhé dvojice potom zbytek tvrzeni
|AB|?> — |AD|?> + |BD|? _ |AB|
|CD|? - |BC]> +|BD|>  |CD|’

Vydélenti je korektni, jen kdyz jsou zastoupené kosiny rtizné od nuly. V opac¢ném piipadé
jsou thly BAC a ACD (resp. ABD a BDC) pravé a Citatel i jmenovatel piislugného
zlomku jsou tedy oba nulové. O

Uloha 2.8.15. Dokaste, Ze v nerovnoramenném lichobéiniku ABCD se zdkladnami
AB, CD plati[™]

|AC|? — |BD|*  |AB|+|CD)|

|AD|2 — |BC|? ~ |AB|-|CD|’

RESENT:

Oznacme o = [DAB|, 8 = |SXABC|. Nejprve poznamenejme, ze |[XADC| = 180° — a,
takze cos |[XADC/| = — cos . Analogicky cos |[IBCD| = — cos 3. Nabizi se proto vyuziti
kosinové véty v trojuhelnicich ABD, ACD

|BD|?> = |AB|* + |AD|*> — 2|AB|-|AD| cos ,
|AC|? = |CD|? + |AD|? + 2|CD|-|AD| cos o,

M3[And—03| str. 90/35], kde je uvedeno feSeni pomoci Stewartova vzorce.
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Obr. k tloze 2.8.15

a posléze v trojuhelnicich ABC, BCD:
|AC)? = |AB|? + |BC|* — 2|AB|-|BC| cos 3,
|BD|? = |CD|? +|BC|* + 2|CD|-|BC| cos j.
Abychom vyloucili zastoupené kosiny, vynasobme v obou dvojicich vzdy prvni rovnost
|C'D|, druhou rovnost |AB| a se¢téme:
|BD?|CD| + |ACP|AB| = (|ABJ” + |AD[*)|CD| + (ICD|* + |AD|*)| AB|
|ACP|CD| + |BD|*|AB| = (|AB|* + |BC|)|CD| + (ICD|* + | BC|*)|AB|

Odeétenim prvni rovnosti od druhé obdrZime vztah
(|AC]> = |BD*)(|AB| — |CD|) = (|AD* — |BC*)(|AB| +|CD)),
ktery jiz snadno upravime (vydélenim nenulovymi ¢initeli) na pozadovany tvar. ]

Uloha 2.8.16. Uvnitr trojithelniku ABC, ve kterém |[SXABC| = 30° a |[XBAC| = 60°,
je ddn bod P tak, Ze |BP| = 4, |CP| =1 a |SXAPB| = 120°. Vypoctéte délku isecky
AP[™]

RESENT:

V pravotthlém trojthelniku ABC je |AC| = |AB|sin30° = | AB|, ozna¢me tedy [AB| =
= 2a a |AC| = a. Dale ozna¢me hledanou délku |AP| = z a ¢ = |LPAC|. Pak plati
|XPAB| = 60°— ¢, a z trojuhelniku ABP tedy [tPBA| = ¢. Nyni (dvakrat) aplikujeme
kosinovou vétu v trojihelniku ABP.

|AB* = 4a® = 42 + 2% — 82cos 120° = 2% 4 4z + 16,

|AP|? = 2* = 4a® + 16 — 16a cos ¢.
Vyuzitim kosinové véty v trojuhelniku AC'P dostaneme dale

|OP]> =1 =a*+ 2% — 2ax cos p.

144 Syr—09)
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Obr. k uloze 2.8.16

Vylouéenim cos ¢ z rovnic pro |AP|? a |CP|? ziskame rovnici
(16azcosp =) x(4a® + 16 — 2%) = 8a” 4 82 — 8,
ze které vylouéime a, kdyz dvakrat dosadime za 4a? z rovnice pro |AB|?:
z(z? + 4z 4+ 16 + 16 — 22) = 2(x? + 4z + 16) + 822 — 8.

Po tipravé dostaneme kvadratickou rovnici o2 —4x +4 = 0, ktera ma dvojnasobny kofen
x =2. Je tedy |AP| = 2. O

Uziti vzorca pro téznice

Vzorce pro délky téznic trojihelniku

to = %\/2()2 +2c2 —a?, ty = 3V/2a? +2¢2 —b%, t, = %\/2(12 + 262 — 2.

jsme odvodili pomoci kosinové véty v tloze|2.8.13L V nasledujicich tlohéch jsou s vyho-
dou pouzity pro zkraceni feSeni, ve kterém by jinak bylo nutné jejich postup odvozeni
zopakovat. Prvni dvé tlohy vyuzivaji vzorce ve tvaru
2 2 2
Prd=22+% A+ =28+% a+p=22+9,
ktery se objevil jiz pfi jejich odvozovani. Z tohoto tvaru také okamzité plyne nasledujici

tvrzeni:

V roviné jsou dany dva razné body A, B. VSechny body M této roviny, pro které ma
vyraz |AM|?+|BM|? jednu a tutéz hodnotu, tvoif kruznici, jejiz st¥ed je stiedem tsecky
AB.

Dalsi ucelné vyuziti vzorce pro délku téznice pozname v dikazu Eulerova vzorce pro
¢tyrihelnik v kapitole na strané [191
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Uloha 2.8.17. Jsou ddny body A, B, které lezi v téze poloroviné s hraniéni primkou p.
Na primce p sestrojte bod P tak, aby soucet druhgch mocnin vzddlenosti bodu P od bodii
A, B byl minimdlni[™]

Obr. k uloze 2.8.17

RESENT:

Uvazujme pravouhlé praméty A;, By bodi A, B na pfimku p. Je-li Ay = By, je zfejmé
P = Ay = B;. Uvazujme dale piipad, kdy Ay # Bi. Necht M znadi stied tsecky AB,
usecka M P je tedy téZnici trojuhelniku ABP, at je bod P na piimce zvolen kdekoliv.
Ze vztahu pro délku této téZnice dostavame

|AP|? +|BP*> = 2|MP|* + J|ABJ*.

Odtud jiz prfimo plyne, Ze leva strana posledni rovnosti nabyva minimélni hodnoty,
pravé kdyz téznice M P v trojuhelniku ABP méa minimalni délku, tj. kdyz M P L p.
Hledany bod P je proto stfedem tusecky A;B;. O

Uloha 2.8.18. Uvazujme polokruznici k sestrojenou nad stranou AB vné jednotkového
ctverce ABC'D. Na polokruznici k sestrojte bod P, pro ktery nabjvd vyjraz |AP)?+|C P|?
nejvéetsi hodnoty, a urcete ji@

RESENI:
Oznacme S stied jednotkového ¢tverce ABCD. Pro libovolny bod P € k je tsecka PS
téZnici v trojuhelniku APC'. Ze vzorce pro jeji délku plyne
|AP|? +|CP|? = 2|PS]* + 1| AC.
Protoze délka uhlopiicky AC jednotkového étverce ABC'D mé konstantni velikost v/2,

nabyva leva strana v predeslém vztahu nejvétsi hodnoty, pravé kdyz ma tsecka PS
nejvetsi délku, coz zfejmé nastane, pravé kdyz je bod P stfedem oblouku k. Pak

|AP|> + |CP]2 = 2|PS)? + LJACP =2 +1=3. O

145|Syr—07, str. 24/80]
HM6ISvr-07, str. 24/82]
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P
Obr. k tloze 2.8.18

Uloha 2.8.19. Pro délky stran trojihelniku ABC plati a®> + b* = 5¢2, pravé kdyz jsou
t&znice z vrcholii A, B navzdjem kolmé. Dokazte[™]

A B
Obr. k uloze 2.8.19
RESENT:

Ozna¢me T t&7i8t&, A1, resp. By stiedy stran BC, resp. AC trojihelniku ABC. Vyuzi-
jeme kosinovou vétu v trojuhelniku ABT"

= 3t2+ 3ty — 2 2t, - 2t - cos [QATB,
po dosazeni t2 = 2(2b? + 2¢? — a?) a t? = 1(2a2 + 2¢? — b?) obdrzime

¢ = 520" +2¢% — a® + 2a® + 2¢® — b?) — Bt,ty cos |[SAT B,

147 [Pra—86h), str. 82/17.5]
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odkud vynasobenim obou stran deviti a dal${ Gpravou dostavame
2 12 2 _
a® + b* — 5¢” = 8tytp cos |IATB|.

Délky téznic trojuhelniku jsou vzdy kladné, proto je pravé strana rovnosti rovna nule,
pravé kdyZz cos |[XAT B| = 0 neboli kdyZ je uhel mezi t&znicemi AA;, BB; pravy. O

Uloha 2.8.20. Oznacme O stred opsané kruznice a T téziste libovolného trojihelniku
ABC, ktery neni rovnostranny. Dokazte, Ze tsecky OT a CT jsou navzdjem kolmé,
prave kdyz pro délky stran plati a® + b* = 202@

Obr. k uloze 2.8.20

RESENI:
Pomoci Pythagorovy véty v pravoihlém trojuhelniku OC7 B uréime

0C1* = [0B — |C\B]* = r* — 3¢,
kde 7 je polomér kruznice opsané trojiuhelniku ABC'. Déle vezmeme v tvahu, ze |CO| =
=r, |CT| = 2|C1T| a |KC1TO| = 180° — |XCTO| a vyuzijeme toho pii uplatnéni
kosinové véty v trojuhelnicich CTO a C1TO:

r2 = |OT|? + 4|C1T|? — 4|OT|-|C1T| cos |XCTO|,
r? — 12 = |OT|? + |C1T)? + 2|0T|-|C1 T cos |SCTO|.

Odec¢tenim druhé rovnosti od prvni (ktera ziejmé plati i v pfipadé O = C1) dostaneme

1c? = 3|C1T|?* - 6|OT|-|C1 T cos |KCTO,

148[Pra—86h), str. 83/17.6]
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odkud plyne, ze OT L CT, pravé kdyz ¢ = 12|C1T|?. Nalezenou podminku porovname
s dtsledkem vzorce pro téznici CCy trojuhelniku ABC ve tvaru
12|07 =12 32 = % - 1(2a® + 20 — &*) = L1(2a® + 2b* — 7).
Usecky OT, CCy jsou tedy kolmé, pravé kdyz ¢? = %(2a2—|—2b2—02), neboli 2¢? = a®+b°.
]

Naroc¢néjsi tlohy na zavér

Nasledujici ulohy vyzaduji vétsi praxi ve vypoctech, dovedné provazani vice geometric-
kych poznatki a nékteré i tivahy o algebraickych nerovnostech. Jako posledni v celé této
kapitole je zarfazena ukézka slozitéjsi alohy, ve které je potieba kombinovat uziti sinové
a kosinové véty, vzorce pro t&znice s poznatkem o monotonii funkce f(z) =z — % Na
takové tulohy, zadavané napiiklad na mezindrodnich matematickych olympiadéch, jiz ne-
zbyl v nas$i disertaci prostor. Nasim cilem bylo podat soustfedény vyklad jednotlivych
vypoctovych prostiedki ilustrovany pfehlednymi, nikoliv vSak trividlnimi geometric-
kymi situacemi.

Uloha 2.8.21. Je ddn trojihelnik ABC. Naleznéte bod D na strané AC a bod E na
strané AB tak, aby byl obsah trojuhelniku ADE roven obsahu ctyfiuhelniku DEBC a
délka isecky DE byla minimdlni[™]

A E B

Obr. k tloze 2.8.21

RESEN:

Podle zadani méa platit Sapr = Sprpc, coz znamend, Ze obsah trojihelniku ADFE
mé byt roven poloviné obsahu trojihelniku ABC. Vyjadieme obsahy obou trojihelniki
pomoci délek dvou stran a sinu dhlu jimi sevieného:

Sape = 3|AD|-|AE|sina, Sapc = 3|AB|-|AC|sina.

M9[Shi—09] str. 17/4]

21. Gnora 2012 171



KAPITOLA 2. APLIKACE ZAKLADNICH POZNATKU

Podminka Sapr = %S ABc je tedy splnéna, pravé kdyz ma souéin p = |AD||AE| pevnou
hodnotu §|AB|-|AC| nezavislou na poloze bodi D, E.

Bez tjmy na obecnosti predpokladejme, ze |AC| < |AB| a oznatme z = |AD|
nezndmou délku s omezenim 0 < x < |AC|. Pro vyjadfeni délky usecky DFE uzijeme
kosinovou vétu v trojihelniku ADFE a upravime pomoci doplnéni na ¢tverec:

2
|IDE|*> = |AD|* + |AE|? — 2|AD|-|AE|cosa = x* + (B) —2pcosa =
x

2 2
:<x—£> +2$'B—2pcosa:(az—£> + 2p(1 — cos ).
T x T
Vzhledem k tomu, Ze hodnota vyrazu 2p(1 — cosa) je konstantni, bude délka usecky
DE minimaln{ pravé tehdy, kdyz bude vyraz ‘x — g‘ nabyvat nejmensi hodnoty. Tento

|AB|-|AC]|
2

vyraz bude nulovy pro r = ,/p = , coZ je pripustnéd hodnota v pripadé, kdy

plati 4/ %;AC\ < |AC|, po tpravé |AC| > %\AB|. V opaéném piipadé je pro dosazeni
minima nutné za x zvolit hodnotu nejblize \/p, tedy x = |AC/|. Celkem tedy jsou body
D, E urceny takto:

AB[-|A
o v piipads |AC| > L|AB| je |AD| = |AE| = ||2C|

e v piipadé |AC| < 3|AB| je |AD| = |AC| a |AE| = }|AB],
neboli D = C' a FE je stied strany AB.

(Pfipominame, ze vypsana odpovéd odpovida piipadu |AC| < |AB|; v pripadé, kdy
plati |AC| > |AB|, je v ni nutno vymeénit soucasné Bs C a D s E.) O

Uloha 2.8.22. Je ddna kruznice k(S;r) a na ni body M, N takové, Ze tihel MSN je
ostry. Libovolngm bodem X mensiho z obloukii M N vedme rovnobéZku s pfimkou M S

a oznacme Y jeji prisecik s useckou SN. Sestrojte takovy bod X, pro ktery je obsah
trojuhelniku SXY mazimdlni[™|

RESENT:
Oznac¢me jako na obrazku w = [NSM|, p = | XY|, ¢ = |SY|. Z rovnobé&znosti pfimek
SM a XY plyne rovnost [SY X| = 180° — w. Obsah trojuhelniku SXY je roven

%pq sin(180° —w) = %pq sin w.
Protoze thel w je neménny, obsah bude maximalni, pravé kdyz bude maximalni soucin
pq. Jeho velikost odhadneme pomoci kosinové véty v trojuhelniku SXY (|SX| =r):

r? = p? +¢% — 2pgcos(180° — w) = (p — ¢)* + 2pq + 2pg cos w,

r* = (p—q)* + 2pq(1 + cosw),

-9 _ 1
2(1+cosw) ~ 2(1+cosw)’

pg =

150 MQO] dloha 50-A-T1-3]
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Obr. k tloze 2.8.22

Rovnost nastane, pravé kdyz p = ¢, proto ma ze v8ech trojuhelniki SXY nejvétsi obsah
prave ten, ktery mé shodné strany SY a XY. Jeho vnitini tthel o u vrcholu S je shodny
s vnitFnim thlem u vrcholu X, a tak plati 2a + (180° — w) = 180°, odkud a = %w, coZ
znamend, ze polopfimka SX je osou tthlu MSN. Prusecik této osy s kruznici k proto
uréuje hledany bod X. O

Uloha 2.8.23. Stiedy Si, Sa, Sz tri shodnych kruznic ki, ke, ks tvoit vrcholy rov-
nostranného trojuhelniku, kruZnice k md se vSemi kruznicemi ki, ko, k3 wvnitini dotyk
(kruznice k1, ko, ks leZi ve vnitind oblasti kruZnice k). Z libovolného bodu M € k se-
strojime po jedné tecné ke kazZdé z kruznic ki, ko, k3. DokaZte, Ze vzddlenost bodu M od
jednoho z bodi dotyku tecen je rovna souctu vzddlenosti od zbyljch dvou bodi dotyk:uFirl

Obr. k uloze 2.8.23

151 [Pra—86h), str. 83/17.7]
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RESENI:
Ozna¢me R polomér kruznice k, S jeji stfed, r polomér kruznic ki, ko, k3 a T; bod
dotyku jedné (libovolné) te¢ny z bodu M ke kruznici k; (i = 1,2,3). V pfipadé, Zze bod
M lezi na nékteré polopiimce SS;, je |[MT;| = 0, zbyvajici dvé vzdalenosti bodu M od
bodt dotyku se rovnaji a tvrzeni plati.

Necht bod M lezi (bez tjmy na obecnosti) uvniti thlu S;5S53. Vzdalenost |MT5|
bude v takovém piipadé vétsi nez |[MTy| i |[MT3|, a tak musime dokazat rovnost

M Ss| = |MSq| + |MSs].
V trojuhelniku M SS; (kde a; = |[M SS;|) uzijeme kosinovou vétu:

|MS;|? = |SM|? + |SS;|* — 2|SM|-|SS;| cos oy = R* + (R — r)* — 2R(R — r) cos o,

pomoci Pythagorovy véty v pravothlém trojahelniku MT;S; (pfip. pomoci mocnosti
bodu M ke kruznici k;) uréime

|MT;|> = |MS;|*> —r? = 2R*> — 2Rr — 2R(R — ) cos a; = 2R(R — r)(1 — cos o).

Uvazime-li, Zze velikost thlu «; je maximalné 180°, muZzeme pro urceni velikosti |MT;|
vyuZit vzorec pro sinus polovi¢niho argumentu a odstranit v ném absolutni hodnotu:

|MT;| = /2R(R — 1)1 —cosa; = /2R(R —r)|sin %|\f2 =2y R(R —r)sin 3.
Dosadime-li nyni za |MT;| do dokazované rovnosti |MTy| = |MT|+|MTs| a vydélime-li
obé strany vyrazem 24/ R(R — r), obdrZime rovnost

. Q2 . Qg . as
SIn — = sin — —+ sin —,
2 2 2

kterou dokazeme uzitim vzorce pro soucet dvou sint:

a4 ag a1 _ a3 _
sin% —|—sin% = 2sin (222> CcOoS <222> = 2sin (all—a;;) CcoS (al 1 a3> .

Ziejmé plati ag + ag = 120°; je-li a; > a3 (coz mizeme bez Gjmy na obecnosti pred-
pokladat), pak navic ag = 120° 4+ ag, a proto a3 — az = 120° — 2as = 360° — 2as.
Celkem

sin % 4+ sin % = 25sin 30° cos (90O — %) = sin %

a tvrzeni je dokazano. O

Uloha 2.8.24. V tétivovém pétiihelniku ABCDE je AC || DE a|AM B| = |BMC),
kde M je stied BD. Ukazte, Ze primka BE déli usecku AC na dvé shodné édsti@

152[Neg—08] str. 12/8]
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Obr. k uloze 2.8.24

RESENI:

Oznacme L pruseéik BE a AC, dale ozna¢me r polomér kruznice opsané zadanému
pétithelniku. Nejprve nalezneme podminku ekvivalentni s dokazovanym tvrzenim, Ze
bod L je stfedem tsecky AC. Podle sinové véty v trojuhelnicich ALB a BLC' je

|AL| |AB| |CL| |BC|

sin[XABE|  sin|SALB|’ sin|<CBE|  sin|XBLC|

Vzhledem k rovnosti sini vedlejSich thla ALB, BLC muZzeme z uvedenych vzorct vy-
jadrit pomér

|AL|  |AB| sin|XABE)|

|CL|  |BC| sin|<CBE|

Pridejme jesté rozsifeny tvar sinové véty v trojtuhelnicich ABE, BCE

|AE| = 2rsin |[XABE|, |CE| = 2rsin|XCBE]

a ziskdme vztah

|AL| |AB| |AE|

|ICL|  |BC| |CE|
Bod L je stfedem tusecky AC pravé tehdy, kdyz |AL| : |[LC| = 1, coz lze podle odvoze-
ného vztahu vyjadrit rovnosti |[AB|-|AE| = |BC|-|CE|. V rovnoramenném lichob&zniku
ACDE je navic |AE| = |CD| a |CE| = |AD|, takze nutnou a postacujici podminku pro
zkoumanou vlastnost bodu I miiZeme pfepsat pomoci ¢tyf bodi A, B, C, D do tvaru

|AB|-|CD| = |AD|-|BC|.

Nyni se zaméfime na dtkaz této rovnosti. Bod M je podle zadani stfedem tusecky
BD, tsetka AM je tedy téznici trojihelntku ABD a podle vzorce pro délku téznice
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je |[AM> = L1(2|AB|? + 2|AD|*> — |BD|?). Uvedené vyjadieni dosadime do rovnosti
z kosinové véty v trojuhelniku AM B:

|AM|?> 4 |BM|?> — |AB/?
2[AM|-|BM| -
1(2|ABJ? + 2|AD|?> — |BD|?) + }|BD|? — |ABJ?
[AM[|BD] N

cos [XAMB| =

_ |AD|? — |ABJ?
- 2|AM|-|BD| -

|CD|? - |BC?

Analogicky se odvodi rovnost cos |[XBMC| = 2|CM|-|BD|

Uhly AM B, BMC jsou podle zadani shodné, vydélenim tedy ziskdme rovnost

_ |ADP? — |AB]* |CM|

1=
|ICD|*> - |BC|* |AM]|

Pro vyjadfeni poméru |CM| : |AM| pouzijeme opét sinovou vétu, tentokrat v trojihel-
nicich ABM, BCM, ABD a BCD:

|AB]  |AM| |BC|  |CM]|
sin[QXAMB|  sin|ABD|’  sin|xBMC| sin|CBD|’

AD CD
sin [XABD| = \27417 sin [KCBD| = u

Vydélenim prvnich dvou rovnosti (vime, ze |[XAM B| = |[XBMC) a dosazenim druhych
dvou vztahi ziskdme

AB| _ |AM| |cD| . . |CM|_ |cD| |BC|
[BC| ~ |CM| " |AD|’ [AM| ~ |AD| [AB|

Zbyva dosadit, upravit a interpretovat vysledek:

_|AD]? - |ABP* |CD| |BC]
~ |CD]2 - |BC]? |AD| |AB|’
|ICD|* — [BC|*  |AD]> — |ABJ?

|CD|-|BC| ~ |AD|-|AB| "’

|CD| |BC| |AD| |AB|

|IBC| |CD|  |AB| |AD|

1

Funkce y =z — % je na mnoziné kladnych ¢isel  rostouci (jako soucet dvou rostoucich
funkci y; = x a y9 = —%), a tedy prosta, nutné proto plati
|CD| |AD| . . :
—— =-——, mneboli |AB|-|CD|=|AD|-|BC]|, coz jsme chtéli dokéizat.
501 = 48] |AB||CD| = |AD||BC], o7 j
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Dodejme, Ze uvedeny postup — vydéleni vzorci pro kosiny thla AMB a BMC — je
korektni jen v ptipadé, kdy oba (podle zadéani tlohy) shodné tthly AM B a BM C' nejsou
pravé. V opacném piipadé ze zminénych vzorct plyne

|AD|? — |AB|*> = |CD|?> = |[BC|> =0, neboli |AD|=|AB|a |CD|=|BC],

takze dokazovana rovnost |AB|-|CD| = |AD|-|BC| plati trivialng. O
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Kapitola 3

Rozsirujici poznatky a jejich
aplikace

Kromé zékladnich poznatkl obsaZzenych v u¢ebnicich matematiky pro gymnazia existuje
cela fada zajimavych tvrzeni a vztaht mezi zékladnimi prvky trojahelniki a ¢tyrtahel-
nikt rozsifujicich moznosti vypoc¢ti. Nékteré z nich jsme vybrali pro tuto ,nadstavbo-
vou‘ kapitolu. Jejich dikazy mohou byt formulovany jako tulohy pro zdatnéjsi zaky, my
v8ak zvolime formu souvislého vykladu s dikazy vedenymi prostfedky, kterym jsme se
vénovali v pfedchozi kapitole. Budeme tedy zejména opakované uplatiiovat sinovou a ko-
sinovou vétu, vyjadfovat riznymi zpusoby stejné obsahy a také pouzivat goniometrické
vzorce.

3.1 Trojahelnik

V celé podkapitole je pouzito obvyklé znaceni prvkii v trojuhelniku ABC: délky stran
|BC| = a, |AC| = b, | AB| = ¢, velikosti vnitinich thli u vrcholit A, B, C po fadé a, 3,
~v. Déle s = %(a + b+ ¢) je polovina obvodu a S obsah trojthelniku.

Ve znénich vét o analogickych trojicich prvka trojahelniku je uveden vzdy jeden ze
t¥{ vzorct, které se navzajem lisi zaménou poradi vrcholi. V dal$im textu je pouzivan
podle potieby kterykoliv z nich.

Osa vnitfniho thlu trojihelniku rozdéluje protéjsi stranu v poméru délek prilehlych
stran. (3.1)

Pfi oznaceni podle obr. 23| tedy plati |BU| : |CU| = |BA| : |CA| =c:b.

DUKAZ:
VyuZijeme sinovou vétu v trojuhelnicich ABU a ACU:

|\BU|  |BA] |CU|  |CA|

sing  sin|BUC|” sin§  sin[SAUC|
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Obr. 23

Uhly BUC a AUC jsou vedlejsi, proto sin|xBUC| = sin |[XAUC|. Vydélenim obou
rovnosti ziskdAme pozadovany vztah. n

Stewartav VzoreczEl Ozna¢me X libovolny bod strany AB trojihelniku ABC'. Déle
ozna¢me z délku |C'X| a p, ¢ koeficienty takové, ze |AX| = pe, | BX| = gc (tedy p+q = 1,
viz obr. . Pak plati

22 = pa® + gb* — pqc?.

C

A" pe x qc B

Obr. 24 — ke Stewartovu vzorci

DUKAZ:
Pouzijme nejprve kosinovou vétu v trojihelnicich AXC a BXC:

b = 2% + (pc)? — 2xpecos |XAXC|, a® = 2° + (qc)* — 2zqccos |ABX .
Uhly BXC a AXC jsou vedlejii, dosadime proto do druhé rovnosti
cos [BXC| = —cos [XAXC],

"Vzorec zvefejnil v roce 1746 skotsky matematik Matthew Stewart (1717 — 1785, [4]).
Podle [Cox=67] str. 6] vzorec pravdépodobné objevil Archimedes kolem roku 300 pf. n. 1., prvni znamy
dikaz je z roku 1751 od Stewartova ucitele R. Simsona (1687 — 1768, [3]).
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nasledné prvni rovnost vynésobime koeficientem ¢, druhou koeficientem p a obé rovnosti
seCteme:

pa* + qb* = 2%(p + q) + p*qc® + pg*c®.

2

Vyjadfenim xz* ze ziskané rovnosti obdrzime

2 _ pa®+ab? —pac*(p+q)
p+aq

Nyni zbyva vyuzit rovnosti p4+q = 1 a tvrzeni je dokézéno.ﬂ Dodejme jesté, ze oznacime-
i |AX|=m, |BX|=n (tedy m +n = ¢), bude mit Stewartiv vzorec podobu

cx® = ma® + nb® — cmn. OJ

Tangentova véta: V libovolném trojuhelniku ABC' plati
B

a—b_tga%
- 18"
a+b tg 4=

DUKAZ:
Pouzijeme sinovou vétu a vzorce pro soucet a rozdil goniometrickych funkei

a—>b a—asmg _sina—sinf 2cosa;ﬂsm 25 tgo‘;ﬁ' O
a+b a—l—aziﬁg sina+sinf8  2sin O‘gﬁ cos 25 tg °‘+’B

Véta o polovi¢nich thlech trojihelniku: V libovolném trojihelniku ABC plati pro
hodnoty goniometrickych funkeci polovin velikosti jeho vnitfnich thla vzorce

. a  [(s=b)(s—¢) a  [s(s—a) a  [(s=b)(s—c)
smE— T, cosg— T’ tga— W.

DUKAZ:

Pouzijeme vzorce pro goniometrické funkce poloviéniho thlu uvedené v podkapitole
Vime, Ze 0° < a < 180°, proto 0° < § < 90°. Z toho plyne, Ze ¢isla sin § i cos § jsou
kladné a znaky absolutnich hodnot v pfislusnych vzorcich miZeme vynechat. Za cos «

2Tvrzeni lze dokazat také pomoci mocnosti bodu ke kruznici, viz [Sim-02].
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dosadime z kosinové véty:

l—cosa b2+§;g“2 2bc — b? — 2 +a?
sm— =
4bc
_\/ \/a—b—l—c a+b—c)_\/(s—b)(s—c)
N 4bc 4bc N be ’
l—i—cosa b2+20§c_a2 2bc + b2 + 2 — a?
cos— = =
4bc
_\/b—i—c —aQ_\/b—i-c—&- b—i—c—a)_\/s(s—a)
B 4bc B 4be B be
tgg:SiD% _ (s —b)(s—c)
2 cos§ s(s—a)

0

Eulertv vzorec: Jsou-li p a r poloméry kruznice vepsané, resp. kruznice opsané libo-
volnému trojuhelniku, pak pro vzdalenost x jejich streda plati

z? = r(r — 2p).

Tento vzorec lze rovnéz psat ve tvaru

DUKAZ:
V rovnostranném trojahelniku splyvaji stfedy obou kruznic a jejich vzdalenost je tedy
nulova. ProtoZe v takovém piipadé lezi stfedy kruZnic v tézisti trojihelniku, je r = 2p
a vzorec plati. Uvazujme dale trojihelnik, ktery neni rovnostranny.

Ozna¢me S stied kruZznice vepsané, O stied kruznice k opsané trojuhelniku ABC,
X prisecik primky AS (osy thlu a) s kruznici k rizny od bodu A (viz obr. 25)). Pro
dalsi avahy vyuzijeme dvojiho vyjadfeni mocnosti bodu S ke kruznici k:

r? —x? =|AS|-|SX]|.

Abychom mohli upravit pravou stranu, nejprve dokdzeme, ze |XS| = |X B|. St¥ed S
kruznice vepsané lezi na osach vnitinich ahla trojuhelniku ABC, proto |[IXAC| =
= [KBAX| =% |<):CBS| = [9SBA| = ﬁ Ze shodnosti obvodovych ahla XBC a XAC
plyne |<1X BS] ﬁ , zaroven viak take plati [QXSB| = §+475, 5 nebot se jedna o vngjsf
thel trojuhelniku S’AB Trojahelnik X SB ma tedy 5h0dne antfni thly u vrcholi B,
S, takZe je rovnoramenny a vskutku | X S| = |XB].
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Obr. 25 — k dikazu Eulerova vzorce

Z roziifeného tvaru sinové véty v trojihelniku ABX plyne | X B| = 2rsin § (kruz-

nice k je tomuto trojihelniku opsana). Dale |AS| = P+ a konetné
2

|AS|-|SX| = in92r8in% = 2rp.

2
Zbyva dosadit oba soucty do ptivodni rovnosti a odtud pak vyjadiit z2:

r? — 2% =2rp, mneboli z? =r(r—2p). O

3.2 Ctyrihelnik
V celé podkapitole je pouzito obvyklé znaceni prvkia ve &étyFtahelniku ABCD: délky
stran AB, BC, CD, DA jsou oznaleny po fadé a, b, ¢, d, délky thlopticek |AC| = e,
|BD| = f, velikosti vnitinich thlid u vrchold A, B, C, D po fadé «, 3, v, §. Dale
s = 3(a+b+ c+d) je polovina obvodu a S obsah ¢tyFahelniku.

Piehled poznatktl zahajime elegantnim vzorcem pro vypocet obsahu ¢tyfthelniku.

V libovolném é&tyiuhelniku ABC'D (konvexnim i nekonvexnim) plati
S = fefsinw, (3.2)

kde w je jeden z thla sevienych primkami, na kterych lezi ihlopiicky.

DUKAZ:
Diikaz povedeme soubézné pro konvexni i nekonvexni étyiihelnik. P¥ipadny nekonvexni
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thel necht je u vrcholu D. Ozna¢me X prisecik pFimek, na kterych lezi ihlopfticky, dale
oznatme w = [XAX B| (viz obr. [26). Plati

sin |[XAX B| = sin |[IBXC| = sin |KCX D| = sin [DX A| = sinw.
Obsah S ¢tyiahelniku ABC D uréime pomoci obsahti trojihelniki ABX, BCX, CDX

a DAX vyjadienych pomoci dvou stran a jimi sevieného ihlu. Znaménko plus odpovida
konvexnimu ¢tyrahelniku, znaménko minus nekonvexnimu ¢tyftahelniku.

D C
C
e e
X,
; 0/
A B A B

Obr. 26 — k dikazu vzorce S = %ef sin w.

S = Sapx + Spox £ Scpx + Spax =
= %\AXHBX\ sinw + %|BXHC’X\ sinw =+ %|CX]-|DX]sinw + %\DXHAX\ sinw =
= L(|AX|(|BX| £ |DX|) + |CX|(|BX| £ |DX|))sinw =
= 5(([AX] + |CX|)(|BX| + |DX])) sinw =

= %efsinw. O

Platnost uvedeného vzorce lze zdtuvodnit i podle obrazku na kterém jsou Ctyii
shodné ¢tyiuhelniky ABCD =2 JKDC = MDKL = DMNA. Obsah rovnobézniku
ACK M tvoreného jejich thlopiickami je

Sackm = |AC|-|AM|sinw = ef sinw,
nebot |AC| = e, |AM| = |BD| = f. Souc¢asné plati Sacxnm = (Sacp + Sukp) +
+ (Scxp+Samp) = 2Sapcep- Celkem Sypep = %ef sinw. Obdobny obrazek je mozné
pouzit i v pfipadé nekonvexniho ¢tyithelniku.

Zname-li kromé délek uhlopficek také délky stran ¢tyfuhelniku, miZeme pro uréeni
jeho obsahu vyuzit nasledujici vétu.

Pro libovolny étyifahelnik ABC' D plati

(49)% = 422 — (a® — b2 + * — d*)2. (3.3)
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‘ C
N 2
A

DUKAZ:

Ozna¢me velikosti konvexnich thli oy = [<XBAC|, ay = [KCAD] (viz obr. [2§)). Vyuzi-
jeme kosinovou vétu postupné v AABC, NACD, AABD:

b’ = €% + a? — 2ea cos 3.4)

A =e+d? —2edcos s,

f*=a®+d* — 2ad cos(ag + as).

Obr. 28 — k ditkazu rovnosti 1)

V posledni rovnosti znaménko plus odpovidé piipadu, kdy vnitini thly u vrcholi B a
D jsou oba konvexni, znaménko minus je vyuzito, je-li jeden z téchto thli nekonvexni.
Dosadme nyni do pravé strany dokazované rovnosti za b2, ¢2, f2 ze vztahu (3.4)), (3.5)
a (3.6) a upravme:

4€2f2 _ ((12 _ b2 +C2 _ d2)2 —

= 4e*(a® + d* — 2ad cos(ay £ ag)) — (—€? + 2eacosaj + € — 2ed cos az)? =

= 4e*(a® + d® — 2ad cos(ay & ap) — (acos o — dcos ap)?) =
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2(a® + d? — 2ad cos(ag £+ ag) — a’? cos® ag — d? cos® ag + 2ad cos aq cos ag) =

2(a®(1 — cos® ay) + d2(1 — cos?

e ag) — 2ad cos(aq £+ ag) + 2ad cos o cos ag) =

e2

4¢”(a®

de”(

4e? (a2 sin? o + d? sin? s £ 2ad sin o sin ag) =
4e*(asinay + dsinap)? =

1

6 (feasinoy + edsmag) = (49)2.

V pribéhu dprav byl pouzit souc¢tovy vzorec pro funkci kosinus, v poslednim Fadku se
v zévorce vyskytuje soucet (resp. rozdil) obsahii trojuhelniki ABC a ACD, coZ pii
uvedeném pouziti znaménka plus (resp. minus) vzdy dava obsah ¢tyitahelniku ABCD.

O

Porovnanim vzorct pro obsah z dokazanych tvrzeni (3.2)) a (3.3)) obdrzime po snadné
dpraveé dilezity vztah mezi délkami stran a thlopri¢ek obecného ¢tyfihelniku.

Pro libovolny étyitahelnik ABC' D plati
la® — b% + ¢® — d?| = 2ef cosw,
kde w je ostry nebo pravy thel sevieny primkami, na kterych lezi ihlopiicky.

V uvedeném vztahu miizeme odstranit znaky absolutni hodnoty, kdyZ si promyslime
jiny postup odvozeni vyuzivajici kosinové véty, ktery nyni uvedemeﬂ

Oznafme X prusecik pfimek, na kterych lezi tthlopticky ¢tyFahelniku ABC'D (ktery
miize byt i nekonvexni), w = |[XAX B|. Diikaz povedeme zvlast pro konvexni a nekon-
vexni ¢tyfahelnik. Pro vizualizaci vyuzijeme drivéjsi obr.

V konvexnim étyfthelniku ABCD plati |[<CX D| = w (dvojice vrcholovych thli)
a [IBXC| = [DXA| = 180° — w (k nim pfislusné thly vedlejsi). Uvazme nyni, ze
cos(180° —w) = — cosw a pouzijme kosinovou vétu v trojiuhelnicich AX B, BXC, CXD
a DXA:

a? = |AX* + |BX|* - 2|AX|-|BX|cosw, b*=|BX[*+|CX|*+ 2|BX|-|CX]|cosw,
& =|CX|? + |DX|* - 2|CX|-|DX|cosw, d*>=|DX|*+|AX|* +2|DX|-|AX|cosw.

Celkem plati

a2 -+ —d?=

= |AX|* + |BX|* - 2|AX|-|BX|cosw — |[BX|* — |CX|* = 2|BX|-|CX|cosw +

+|CX > 4+ |DX|? - 2|CX|-|DX|cosw — |DX|* — |AX|* = 2|DX|-|AX| cosw =
—(JAX|-|BX| + |CX|-|DX| + |BX|-|CX| 4+ |DX|-|AX|)2 cosw =
—(|AX|(|BX| + |DX|) + |CX|(|BX]| + |DX]))2 cosw =
—(|AX |+ |CX])(|BX| + |DX])2cosw = —2|AC|-|BD| cosw = —2ef cosw.

3Jinak uréeny (v dalsi vété vykladu) thel w v takovém vzorci bez absolutni hodnoty pak ovem
miize byt i tupy.
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Ve ¢tyfahelniku ABCD s nekonvexnim thlem u vrcholu D plati [XAXD| = w a
IKCX D| = [ BXC| = 180° — w (vedlejsi thly). Postupujme analogicky:

a® = |AX|? +|BX|? — 2|AX|-|BX|cosw, b*=|BX]*>+|CX*+2[BX|-|CX|cosw,
& =|CX|? + |DX]* +2|CX|-|DX|cosw, d*>=|DX|*+|AX|* - 2|DX|-|AX|cosw.
Celkem plati

a2 -4+ —d? =

= |AX|* 4+ |BX|* - 2|AX|-|BX|cosw — |[BX|* — |CX|* = 2|BX|-|CX|cosw +
+|CX|? + |DX|? + 2|CX|-|DX|cosw — |DX|? — |AX|? + 2|DX|-|AX | cosw =
= (—|AX|-|BX| — |BX|-|CX| + |CX|-|DX| + |DX|-|AX|)2 cosw =

= (—-[AX[(|BX] - |[DX]) - |[CX[(|BX]| — |[DX]))2cosw =

= —(|AX| +|CX|)(|BX| — |DX])2cosw = —2|AC|-|BD| cosw = —2ef cosw.

Primym disledkem dokézaného vzorce je velmi zajimavy vysledek.

Uhlopiicky AC a BD &tyiahelniku ABCD jsou navzajem kolmé, pravé kdyz pro délky
jeho stran plati
a? +c? =2 +d2

Dalsi pozoruhodné tvrzeni se tyka horniho odhadu obsahu ¢tyrfiahelniku.

Pro libovolny ¢étyitihelnik ABC' D plati

S <V/(s—a)(s —b)(s —o)(s — d),

pritom rovnost nastava pravé pro tétivovy étyfﬁhelnikEl

Misto uvedené nerovnosti dokézeme rovnou silnéjsi vysledek, ze kterého navic okamzité
vyplyne, Ze ¢tyithelnik s nejvétsim obsahem pii zadanych délkach stran je ¢tyithelnik
tétivovy.

Pro libovolny ¢tyiihelnik ABC' D plati

2 = (s — a)(s — B)(s — )(s — d) — abed cos? (‘”;7) . 3.7)

4Zminénou rovnost nazyvame Brahmaguptiv vzorec. Brahmagupta (598-670), indicky matematik
a astronom. Vice o Brahmaguptovi viz napf. [I], [5], o uvedenych vztazich viz napf. [§], [9] a [10].
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DUKAZ:
Obsah S étyriahelniku ABCD bude vhodné vyjadrit jako soucet resp. rozdil obsahi
trojihelnikt ABD a BCD (viz obr.[29). V obou pripadech plati

S =

1 1
§adsinoz + 2bcsin'y’ .

Obr. 29 — k dikazu rovnosti 1)

Vnitini thly a0 a v mohou byt nekonvexni, pfitom sinus nekonvexniho thlu je zédporny,
coz odpovidé odecteni obsahti uvedenych trojahelnikii. Pokracujme déle umocnénim
obou stran rovnosti na druhou a podobnymi upravami jako v pfedchozim dikazu (,go-
niometricka jednicka®, sou¢tovy vzorec pro funkei kosinus, navic vzorec pro kosinus dvoj-
nasobného thlu):

2d2 b2 2 bed
52:a4 Sin20z+Tcsin27+aC sinasiny =
2,42 b2 2 bed
= a4 (1-— cos? a) + Tc(l — coszfy) + abe (cosacosy — cos(a + 7)) =
= a’d’ + v’ - a*d” cos? o — 75202 cos? v+
4 4 4 4

bed
COS (X COS Y — abed cos? <W> + aved _

2 2 2

1 1
= Z(ad + be)? — Z(adcosa — becosy)? — abed cos? (T) :

Pouzijeme-li nyni pro vyjadieni vyrazu ad cos « a bc cos v kosinovou vétu v trojihelnicich
ABD a BCD ve tvaru rovnosti

fP=a?>+d?>—2adcosa, f?=0b%+c*—2bccosy

(vzorce plati, at jsou dhly «, v konvexni & nekonvexni), dostavame postupnymi tpra-
vami

1 1
5% = Z(ad + be)? — Z(adcosa — becosy)? — abed cos? <a—2|—’y> =
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1 |
— (ad+b0)? = T(a? + & — 2 =1 — ¢+ )2 — abed cos? (T) _

1
= 1 (4(ad + be)? — (a® + d? — b% — )?) — abed cos? <a2+’y> =

1
:E(Qad—f—QbC—aQ_dQ_’_bQ+62)(2ad+2bc+a2+d2_bQ_CQ)_

— abed cos? <04—2|—7> =

1 a+y
= E((b—i— ¢)? —(a—d)*)((a+d)?— (b—c)*) — abed cos® <2) =
:%(b—l—c—a%—d)(b—i—c—l—a—d)(a+d—b+c)(a+d+b—c)—
— abed cos? (T) =
— aty
= (s—a)(s—Db)(s —c)(s —d) — abed cos® <2> O

Kosinova véta pro trojuhelnik je velmi dobfe znamé. Malokdo v8ak vi, Ze také pro
¢tyrihelnik existuje stejné pojmenované véta, kterda ma dokonce podobny tvar jako jeji
jednodussi jmenovkyné.

Kosinova véta pro ¢tyiahelnik (Bretschneiderova véta): Pro libovolny ¢tyitahel-
nik ABCD plat{]
e2f? = a?c? + b2d? — 2abed cos(a + 7). (3.8)

DUKAZ:

Plyne z dfive dokazanych vztahu (3.3]) a (3.7]) pro obsah ¢tyftuhelniku s vyuZzitim tpravy

vztahu 1} na tvar S% = 1(a®@® + b*c?) — L(a® + d? —b* — *)% — %Cd cos(a+7). O
Pro zajimavost dodejme, Ze kosinovou vétu pro ¢tyrihelnik je mozné zapsat v podobé

kosinové véty pro trojuhelnik o stranéch ef, ac, bd a vnitinim thlu a + ~:

(ef)? = (ac)* + (bd)* — 2(ac)(bd) cos(a + 7).

Takovy trojuhelnik skutecné lze eukleidovsky sestrojit z daného ¢tyiuhelniku (pfi zvo-
lené jednotce délky, bez ni jsou ef, ac, bd obsahy, nikoliv délky). Konstrukce nas nés
miize privést k novému dikazu posuzované kosinové véty, zalozeném na obrazku
ktery nyni popiéemeﬁ

CtyFtahelnik ABCD je rozdélen na trojahelniky ABD a BCD, které jsou otofeny
kolem bodu B do poloh AyBD1, resp. BCyDs, a to tak, Ze bod Dy leZzi na polopfimce

5Carl Anton Bretschneider (1808-1878), ndmecky gymnazialni profesor. Vice o jeho vété viz napf.
[10], [T1].
SInspirovano [Lei-06]
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BC' a bod Ds lezi na polopfimce AB. Body B, Aj, Co nutné lezi v piimce, nebot
|<LD2BCs|+ |[XA1 BD1| = [ DBC| + |<XABD| = |[<XABC/|. Na této piimce je dale zvolen
bod E tak, ze AE || DoCs. Trojahelniky BCo Do a BE A jsou podobné, proto

|AB|[BC,| _ ab

BE| = = .
IBE] | BD;| f

Pokud bychom ovSem na polopiimce BA; zvolili bod F' tak, aby CF || DjA;, pak by
analogicky z podobnosti trojiuhelnika BDj A; a BC'D vyplynulo |BF| = % = bT“,

a tedy E = F. Proto také CE || D1 A;. Dopocitame jesté délky
|AB|-|C2Ds|  ac

FA| = AP De_ac by
[EA] | D2 B| f IEC

|BC|-|A1D1| _ bd
|BD1| [

abychom vyuzili kosinovou vétu v trojuhelniku ACE, o némz vime, ze |[SAEC| = a+7y
(nebo [QXAEC| = 360° — (a +7)):

2 2
e = <O}C) + <(T;i) — 26?[?cos(a+7).

Vynasobenim obou stran rovnosti vyrazem f? okamzité ziskame kyZzenou kosinovou vétu
pro ¢tyfahelnik a druhy dikaz Bretschneiderovy véty je tak ukoncen.

Na prvni pohled se muze zdat, Ze jsou vzorce a asymetrické, ovSem tato
asymetrie je pouze zdanliva, nebot diky rovnosti oo + 5 + v 4+ d = 360° plati

a+7:cos275+5
2 2

cos(a+7) =cos(B+6) a cos?
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Ptolemaiova nerovnost: V libovolném cétyfihelniku ABC'D plati
ef < ac+ bd,

pritom rovnost nastava praveé pro tétivovy étyfﬁhelnikﬂ

DUKAZ:
Dtikaz této dulezité nerovnosti je snadny, vyuzijeme-li jiz dokdzanou kosinovou vétu pro
¢tyrahelnik. Postupnymi tpravami doty¢né rovnosti dostavame

e2f2 = a?? + V2d® — 2abed cos(a + ),

e f? = a®c® + b2d? — 4abed cos? (T) + 2abcd,
e’ f? = (ac + bd)* — 4abed cos? (CY;L7> .

ProtoZe na pravé strané odecitame od druhé mocniny nezapornou hodnotu, plati
e?f? < (ac+bd)?, mneboli ef < ac+ bd.

Rovnost v dokédzané nerovnosti nastane, pravé kdyz cos O‘Tﬂ = 0, neboli a + v = 180°.
O

Poznamenejme, Ze Ptolemaiova nerovnost plyne piimo také z obrazku [30] konkrétné
vyuzitim trojihelnikové nerovnosti v trojihelniku AC'E. Jak jsme totiz dfive zjistili,
jeho strany maji délky v poméru (ac) : (bd) : (ef).

Na zavér paragrafu o obecnych ¢tyituhelnicich uvedeme jeden vyznamny vysledek
tykajici se rovnobéznikii.

Rovnobéznikova rovnost: V libovolném rovnobézniku je soucet ¢tverct thlopiicek
roven souctu ¢tverci vSech ¢ty stran.

DUKAZ:
Pro libovolny rovnobéznik ABC'D (viz obr. mame overit vztah

€2+f2:a2+b2+02+d2,
protoze v8ak a = ¢ a b = d, budeme zapsanou rovnost dokazovat ve tvaru

e? + f? = 2a% + 20°.

"Klaudios Ptolemaios (asi 85-165), fecky astronom, matematik, fyzik a zemé&pisec. Vice o Ptolemai-
ovi viz napt. [2], o Ptolemaiové nerovnosti viz napf. [Lei=05], [Lei=06], [Lei=08].
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Obr. 31 — k dikazu rovnobéznikové rovnosti

Kosinova véta v trojuhelnicich ABC a ABD dava

e =a?>+b%> —2abcos B, f?=a®+b>—2abcosa.

Protoze 8 = 180° — a, plati cos 8 = — cos v, a tedy e = a® + b? + 2ab cos a.. P¥i¢tenim
rovnosti pro f? dostavame pozadovany vztah e? + f2 = 2a? + 2b°. ]

Pravé dokazané tvrzeni a jeho obracenou variantuﬁ 1ze také ziskat piimo jako disle-
dek nasledujiciho vztahu, ktery je spojovan se jménem L. Eulera.

Eulertv Vzorecﬂ Pro vzdélenost z stfedu uhlopiicek libovolného ¢tyiahelniku ABC D
plati
a2+ +P+d? =€+ 2+ 422

DUKAZ:

V diikazu vyuzijeme opakované vzorec pro délku téznice trojihelniku, podle kterého pti

obvyklém znaceni prvki v trojihelniku ABC plati

1

4
Oznatme E stied uhlopticky AC a F' stfed dhlopiicky BD ¢&tyfahelniku ABCD,

takze x = |EF| (viz obr. 32). Pak v trojihelnicich ABC, ACD a DBE pro prislusné

téznice BE, DFE resp. E'F plati

t2 = — (20 + 2¢% — d?).

|BE|* = i(2a2 + 20 — €2),
|IDE? = 1(2¢® + 2d* — €?),
2? = 1(2|BE|* + 2|DE[* — f?).

Zbyva dosadit z prvnich dvou rovnosti do tieti:

z? = i(a2+b2— %€2+62+d2— %eQ—fQ).

8 Jestlize pro strany a thlopiicky konvexniho ¢tyfuhelniku ABCD plati € + f2 = a® 4+ b* + 2 + d?,
potom je tento ¢tyfuhelnik rovnobéznikem. Dukaz viz napf. [Bo¢=84l 27/75].
9Vzorec odvodil Euler jako disledek jiného tvrzeni — viz [7].
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Po zfejmé tpravé obdrzime dokazovany vzorec.

V pripadé, kdy bod E lezi na pifimce BD, nelze mluvit o trojuhelniku DBE, ale
pouzity vzorec pro délku z presto plati. Ovéfime to nejprve pro bod F na tsecce BD.
Dosadime-li do vzorce f = |BE|+|DE]|, ziskdme po tpravé z = 3 || BE| — |DE||, coz je
skute¢né platna rovnost. Lezi-li bod E mimo tsecku BD, dosadime f = || BE| — |DE||
a dojdeme k z = % (|BE| + |DEY|), coz opét plati. O

Obr. 32 — vzdalenost stfedit thlopficek ctyituhelniku

3.3 Tec¢novy a tétivovy c¢tyriuhelnik

V této podkapitole nejprve uvedeme jedno tvrzeni o te¢novych ¢tyfihelnicich, dalsi
tvrzeni se budou tykat ¢tyiihelnika tétivovych. Znadeni prvka ve étyfahelniku ABC D
je stejné jako v podkapitole

V libovolném te¢novém ¢tyiihelniku prisecik spojnic protilehlych bodi dotyku kruznice
vepsané splyva s pruse¢ikem thlopficek (viz obr. .

DUKAZ:
(Podle [13].) Ozna¢me nejprve X prisecik uhlopficky AC' a spojnice bodii dotyku K M.
Plati [FAX K| = |[<CX M| (vrcholové thly), a tedy i
sin [XAX K| = sin |[ICX M|,
dale (ze symetrie te¢en AB a CD) QAKX | = |[lDM X | = 180° — |[XCM X |, proto
sin |XAK X | = sin [SCMX].
Pro obsahy trojihelnikit AKX a CMX plati
Sakx = JAX|-|[KX|sin |RAX K| = L|AK|-|K X|sin [<AK X]|.
Semx = 5|CX|-|MX|sin |RCX M| = 3|CM|-|MX|sin|xCMX]|.
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D cL

A

Obr. 33 — k tvrzeni o pruseciku spojnic bodt dotyku

Odtud
Sakx _ |AX|-|KX| |AK|-|KX]|
Semvx  |CX|-IMX| |CM|-|MX|’
a tedy
4] _ 14K 59
|CX| |CM| ’

Analogickym vypoctem zjistime, Ze pro prusecik Y thlopticky AC a spojnice bodu
dotyku LN plati

|AY|  |AN|

IcY|  |CL|”

Ze symetrie tecen plynou rovnosti |[AK| = |AN| a |CL| = |CM]|, které podle a

(3.10) znamenaji, ze body X a Y déli tsecku AC' ve stejném poméru, takze X =Y.

Dokéazali jsme, Ze uhlopticka AC prochazi prusecikem useéek KM a LN. S ohledem na

symetrii musi timto prisecikem prochéazet i dhlopticka BD a cely dikaz je hotov. [

(3.10)

7 pravé dokonceného diikazu p¥imo plyne také nésledujici tvrzeni.

V te¢novém ctyruhelniku ABCD ozna¢me O prusecik uhlopricek a p, ¢, r, s po fadé
délky tecen z vrchola A, B, C, D ke kruznici vepsané (viz obr. . Pak plati

|AO| : |OC| =p:r, |BO|: |OD| =q: s.
Prehled tvrzeni o tétivovych ¢tyfihelnicich zahdjime tim, Ze zopakujeme dva speci-
alni pripady vét dokézanych v predchozi podkapitole.

Brahmaguptiv vzorec: Pro libovolny tétivovy ¢tyiahelnik ABCD plati

S=+/(s—a)(s—b)(s—c)(s—d).
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Obr. 34 — useky stran te¢nového ¢tyiuhelniku

Ptolemaiova véta: V libovolném tétivovém étyiuhelniku ABC D plati
ef = ac—+ bd.
Ptolemaiovu vétu je mozné dokazat také uzitim nasledujiciho vyjadreni délek ahlopricek
tétivového ctyfihelniku pomoci délek jeho stran.
V libovolném tétivovém ctyithelniku ABCD plati

_\/(ac+bd)(ad+bc) _\/(ac+bd)(ab+cd)
‘= ab + cd ’ f= ad + be :

DUKAZ:
PouZijme nejprve kosinovou vétu v trojuhelnicich ABC a ACD:

e? =a?+b%> —2abcos B, e®=c?+d*—2cdcosé.

Do druhé rovnosti dosadime cosd = — cos 8 (nebot 3 4+ § = 180°), prvni rovnost vynéa-
sobime vyrazem cd, druhou vyrazem ab, pak rovnosti se¢teme a vyjadiime e?:

e*(ab + cd) = abc® + abd* + a*cd + b*cd,
2 ac(bc + ad) + bd(ad + bc)

ab + cd ’
9 (ac+bd)(bc+ ad)
e‘ = .
ab + cd
Analogickym postupem v trojihelnicich ABD a BCD ziskdme druhy vzorec. O
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Vydélenim dokazanych vztahti ziskdme dalsi elegantni vzorec.

V libovolném tétivovém ctyituhelniku ABC D plati

ad + bc

€
f  ab+cd

Tento vztah byva ¢asto uvadén také v ekvivalentnim tvaru
abe + cde = adf + bef.

Na konec podkapitoly zafadime dva vzorce pro polomér r kruznice opsané tétivovému
¢tyrihelniku.

V libovolném tétivovém ctyituhelniku ABC D plati

. V/(ab + cd)(ac + bd)(ad + bc)'

45

DUKAZ:
Obsah ¢tyrahelniku ABCD zapiSeme jako souet obsahu trojihelniki ABC a ACD.
Kruznice opsana ¢tyithelniku ABCD je také kruZnici opsanou obéma trojahelnikim,
proto

abe ~cde e

S = Sapc + Sacp = I + e 4T(ab+cd).
Analogicky
adf  bef f
SZSABD—FSBCD:? ?:Ewd_‘_bc)'

Vynésobenim obou vyjadreni obsahu a pouzitim Ptolemaiovy véty dostavame

o2 _ ef(ab+ cd)(ad +bc)  (ac+ bd)(ab+ cd)(ad + be)
B 1672 B 1672 ’

odkud jiz lze dokazovany vzorec ziskat vyjadienim r. O

Dosazenim za obsah ¢tyftuhelniku z Brahmaguptova vzorce ziskdme z predchoziho
vysledku druhy vzorec pro vypocet poloméru r, tentokrat vyluéné pomoci délek stran.

V libovolném tétivovém ctyitahelniku ABCD plati

T =

1\/(ab + cd)(ac + bd)(ad + be)
4\ (s—a)(s=Db)(s—c)(s—d)’
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3.4 Dvojstredovy c¢tyitahelnik

V podkapitole se budeme zabyvat ¢tyttuhelniky, kterym lze soucasné opsat i vepsat kruz-
nici. Témto ¢tyftahelnikiim, které jsou soucasné tétivové i te¢nové, fikdme ctyiihelniky
dvojstredové.

Necht ABCD je dvojsttedovy ctyituhelnik, K, L, M, N necht zna¢i body dotyku kruz-
nice jemu vepsané po fadé se stranami AB, BC, CD, DA. Potom piimky KM a LN jsou
navzéjem kolmé. Obracené, kazdy teénovy ¢tyrihelnik, v némz jsou spojnice protéjsich
bodi dotyku vepsané kruznice navzajem kolmé, je rovnéz tétivovy, a tedy dvojstiedovy.

Obr. 35 — dvojstiedovy ¢tyiahelnik

DUKAZ:

Oznaéme jako obvykle vnitini thly u vrcholi A, C' po fadé «, . Dale oznacme x =
= [QAKM|, A\ = RINLC|, p = [RCMK|, v = |[RLNA| a w = |[RRKON| = |[XLOM|,
kde O je prisecik usecek KM, LN (obr. [35).

Pfimky AB a CD jako teény v bodech K a M jsou soumérné sdruZzené podle osy
tétivy M K kruznice vepsané, proto jsou u vrcholi M a K shodné dvojice vedlejsich ahla
o velikostech x a p. Totéz plati pro vedlejsi uhly o velikostech A a v u vrcholu L a N.
Ve ¢tyituhelnicich AKON a CMOL plati

Y+ u+A+w=360°, a+k+rv+w=2360°
Sectenim téchto rovnosti dostaneme

a+y+pu+r+A+rv+2w="720° odkud w = 90°.
—_—— - =~
180° 180° 180°
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Obracenim pfedchozich vah zjistime, Ze v te¢novém ¢tyiihelniku ABC D z rovnosti
w = 90° plyne a+~ = 180°, takze jde i o tétivovy ¢tyftuhelnik. Tim je dikaz hotov. 0O

Vyjdeme-li tedy od dvou libovolnych na sebe kolmych tétiv dané kruznice a v jejich
krajnich bodech sestrojime teény k této kruznici, vymez{ tyto ¢tytfi pfimky dvojstie-
dovy ¢tyrtahelnik (s danou vepsanou kruznici). Tohoto postupu lze vyuZit pro sestrojeni
obecného dvojstfedového ¢tyrtuhelniku.

Fusstiv problém

Dvojstredové ¢tyiuhelniky a obecné dvojstfedové mnohothelniky podrobnéji zkoumal
Nicolaus Fuss (1755-1826), Svycarsky matematik, ktery na doporuceni Daniela Bernoul-
liho odesel pracovat do St. Petersburgu k Leonhardovi Eulerovi. Pod vedenim L. Eulera
se zabyval sférickou geometrii, trigonometrii, diferencialni geometrii, diferencidlnimi rov-
nicemi a mnohymi dal$imi tématy. Za svoje prace ziskal né€kolik vyznamnych ocenéni.
N. Fuss objevil vztah mezi polomérem vepsané a opsané kruznice a vzdélenosti
jejich stfedt pro dvojstiedovy ¢tyrihelnik, pétithelnik, Sestithelnik, sedmithelnik a
osmitthelnik. Pro mnohotihelniky s takto ,malym* po¢tem vrcholt tak vyfesil tlohu,
kterou dnes nazyvame Fusstv problém. Vyfesime zde pouze prvni z této fady tloh.

Uloha 3.4.1. Najdéte vztah mezi polomérem kruznice vepsané a opsané a vzddlenosti
jegich stiedi v obecném dvojstiedovém étyfu’helm’kum

RESENI:

Vratme se k oznacdeni podle obrazku Zjistili jsme, ze tsecky KM a LN déli dvoj-
stfedovy ¢tyfihelnik ABC'D na Ctyfi mensi ¢tyiahelniky AKON, BLOK, CMOL a
DNOM, které jsou téhoz typu: maji pravy thel u spole¢ného vrcholu O, k nému sou-
sedni vrcholy leZi na mensi kruZnici a strany neobsahujici vrchol O lezi na teénach k této
kruznici. Takovy typ ¢tyfahelniku OX PY vySetiime obecné. Déle uvazujme nésledujici
situaci:

e Je dana kruznice k se stiedem V|
e ve vnitini oblasti kruznice k je dan bod O,
e sestrojime libovolny pravy thel s vrcholem v daném bodé O,

e v prisecicich X, Y ramen thlu s kruznici k sestrojime tecny.

Zkoumejme nyni polohu pruseciku P sestrojenych tecen pfi rotaci pravého thlu XOY
kolem vrcholu O.

Pomoci vhodného programu, napiiklad Cabri nebo Geonext, je mozno hledanou
mnozinu bodi naértnout (obr. . Na prvni pohled se zda, Ze je to pravdépodobné
kruznice. Tuto domnénku ted ovéFime exaktnim vypoctem.

Trojuhelnik OXY je pravoihly s pravym thlem u vrcholu O. Oznacime-li patu vysky
z vrcholu O pismenem F, pak podle Eukleidovy véty o vyice plati |OF|> = |FX|-|FY].

10Uvedeny postup je z prace [Hav—07], ktera byla inspirovana paragrafem z knihy [Dor—65]. Uloha je
také FeSena v [Hon=97, 100/2].
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Obr. 36 — vystup programu Cabri

P

Obr. 37 — oznadeni bodu pii vypoctu

Dale oznacime e velikost tsecky VO, ¢ velikost ahlu OV P, p polomér kruznice k a p
velikost tsecky V' P, jejiz prisecik s tseckou XY oznac¢ime N (obr. . Piimka VP je
osou tsecky XY, proto [INX| = |NY| a thel VNY je pravy. Déle plati

|INF| = esingp, |FX|=|NX|—esing,
|OF| = |VN| —ecos, |FY| = |NX|+ esin .

Po dosazeni do rovnosti |OF|? = |[FX| - |FY| postupné dostaneme

(JVN| —ecosp)? = (INX| — esin@)(|[NX| + esin ),
[VN|> —=2|[VNlecosp + e*cos® ¢ = |[NX|? — *sin? o,
|[VN|? — 2|V Nlecosp + 2 = [INX|2.
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Trojthelnik VXN je pravouhly, |V X| = p, a proto |[NX|? = p? — [V N|? (Pythagorova
véta). Po dosazeni do predchoziho vztahu vychézi

2|[VN|? — 2|V Nl|ecosp + €2 = p°.

Také trojuhelnik VX P je pravouhly (pfimka X P je te¢na), proto podle Eukleidovy
véty o odvésné plati [V X|? = |[VP|- |V N|, neboli p? = p|V N|. Dosadme nyni za |V N|
a upravujme:

4 2
2% — 2p—ecosg0+ e? = p?,
p p
2p4 = 2p26pcos<p + p2 - 62,
2p* pie 2
s :2p2_€2pcos<p—i—p . (3.11)

V tomto vztahu jsou p a ¢ proménné zavislé na poloze bodu P (a tedy na otoceni
pravého thlu XOY'), p a e jsou pro zadanou kruznici a zadany bod O konstanty. Leva
strana rovnosti je konstantni, proto je i vyraz na pravé strané konstantni pro
libovolny bod P.

Podle vysledku programu Cabri mtizeme usoudit, Ze vSechny takové body P lezi na
kruznici, jejiz stfed S musi lezet na piimce VO (plyne ze symetrie problému). Ozna¢ime-
li x = |SV| vzdalenost obou stfedt, pak pro polomér r = |SP| ,pfedpokladané” kruznice
se stredem S plati

r? =22 + p? + 2xpcosyp (3.12)

(kosinova véta pro trojihelnik SV P, obr. .

Obr. 38 — oznaceni prvki v trojihelniku SV P

Srovnanim rovnosti (3.12)) s diive odvozenym vztahem (3.11)) zjistime, Ze pro vzda-
lenost

(3.13)
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bude r konstantni, nezavislé na poloze bodu P, a pojmenovani ,polomér je opravnéné.
Kazdy bod P s pozadovanymi vlastnostmi tedy skutecné lezi na kruznici o stfedu S
(daném urc¢enou hodnotou ) a poloméru r, pro ktery plati

2p*
2 2 _

Zbyva eliminovat vzdalenost e. Vydélenim rovnosti (3.13)) a (3.14)) a upravou zjistime, ze

2xp>
2_72>

dosazenim zpét do (3.13) a upravou ziskime vysledny vztah mezi polomérem
zadané kruznice p, nalezené kruznice r a vzdalenosti = jejich stfedu

e =

20%(r? + 2?) = (r? — 2?)*.

Vyjdeme-li v nasi situaci naopak z bodu P vnéjsi kruznice, sestrojime z néj te¢nu
k vnitfni kruZnici, z pruseciku s vnéjsi kruznici opét te¢nu k vnitini atd., vratime se
¢tvrtou te¢nou zpét do bodu P, nebot ziskime ¢tyithelnik ,slepeny* ze ¢tyt ¢tyithelniki
zkoumaného typu, a tedy ¢tyruhelnik dvojstredovy. Bod P muze byt na vnéjsi kruznici
umistén libovolné, pohybem bodu P proto obdrzime vSechny dvojstifedové ¢tyitahelniky
se zadanou opsanou a vepsanou kruznici. Provedenym vypoc¢tem jsme nejen potvrdili
domnénku o zkoumané mnoziné bodi, ale rovnéz nalezli feseni Fussova problému[T] O

Zaveér
Shriime nyni vysledky predchozich tvah a vypocti.

Jsou-li p a r poloméry kruznice vepsané a opsané libovolnému dvojstredovému ctyitahel-
niku, pak vzdélenost x jejich stfedi vyhovuje rovnici

20%(r? + 22) = (r? — z?)2.

V oboru z € (0;7 — p), kde r > pv/2, ma tato rovnice jediné Feseni

z =124 p? — p\/4r2 + p2.

Pro r < py/2 rovnice zadné feSeni nema, a tedy dvojstiedovy &étyfihelnik nelze v tomto
pifpadé sestrojit. Pro r = pyv/2 vychéazi x = 0, stiedy obou kruznic splyvaji a kazdy
odpovidajici dvojstiedovy ¢tyrihelnik je ¢tverec.

Odvozeny vztah mezi veli¢inami p, r a x lze jeSté upravit na ,zlomkovy“ tvar

1 1 1

(1”—:5)2+ (r+x)2 p2

7Zajimavé zobecnéni pro dvojstiedové mnohothelniky s vétsim poétem vrcholi lze nalézt v [12].
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Dalsi vlastnosti dvojstifedového ¢tyiahelniku

V pribéhu feSeni Fussova problému jsme objevili a dokazali néasledujici Vé‘uuﬂ

Stied kruznice opsané, stfed kruznice vepsané a prusecik spojnic protilehlych bodt do-
tyku kruznice vepsané dvojstfedovému ¢tyfuhelniku (tj. podle strany také prusecik
thlopficek) lezi na jedné primce.

Nasledujici tvrzeni ukazuje zajimavou souvislost mezi vlastnostmi teénovych a téti-
vovych ¢tyfihelniki, kterou je mozné vyuzit pro konstrukci obecného dvojstiedového
étyfﬁhelniku@

Paty kolmic vedenych z priseciku thlopricek tétivového ctyrtuhelniku na jeho strany
tvori vrcholy te¢nového ctyrahelniku.

Jsou-li navic thlopficky ptvodniho tétivového ctyrihelniku navzajem kolmé, pak je
vysledny ctyrihelnik také tétivovy, a tedy dvojstfedovypﬂ

S

Obr. 39

DUKAZ:

Oznac¢me PQRS vychozi tétivovy ¢tyitahelnik, V prisecik jeho thlopticek a A, B, C, D
po fadé paty kolmic z bodu V na strany PQ, QR, RS, SP (obr. . Ctyfﬁhelnik AQBV
je tétivovy (pravé ahly u vrcholit A a B), proto plati |[XABV| = |[XAQV|. Ze stejného
davodu ve ¢tyfahelniku VBRC plati [V RC| = |V BC| a ve ¢tyfuhelniku PQRS' je

12 Jinak pojaty diikaz této véty je napiiklad v |[I4].
13[Mon=-97] 60/2], [Pra—86al, 12.7]
MTato East tvrzeni plati obecn& pro libovolny &tyfahelnik, jak je dokazano v tloze[2.5.12
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|IPQS| = |[XPRS]|. Protoze SAQV a xPQS jsou rizna oznaceni téhoz uhlu stejné jako
JIPRS a <V RC, celkem plati

[XABV| = |9V BC| = 5.

7Z toho plyne, Ze polopiimka BV je osou thlu ABC. Analogicky jsou i poloptimky C'V,
DV a AV osami uhla BCD, CDA a DAB. ProtoZze v8echny tyto osy vnitfnich thla
prochazeji jednim bodem V', ¢tyfihelnik ABC' D je tetnovy a bod V je stfedem kruznice
jemu vepsané.

Nyni zbyva dokazat, ze ¢tyfuhelnik ABCD je také tétivovy. Jiz vime, Ze

AV Q| = |FABQ| = 90° — |[XABV| = 90° — 5.
Analogicky [XAV P| = 90° — %. Protoze piimky PR a QS jsou na sebe kolmé, plati
LAV Q| 4 |[<LAV P| = 90°, neboli po apravé [+ 6 = 180°, coz znamena, Ze Ctyithelnik
ABCD je tétivovy a dikaz je hotov. d

Posledni véta podkapitoly vénované dvojstfedovym ¢tyiuhelnikim ukazuje velmi
zajimavy a jednoduchy vzorec pro vypodet jejich obsahii. Ve ¢&tyfihelniku ABCD je
opét pouzito obvyklé znaceni délek stran a, b, ¢, d.

Pro obsah S libovolného dvojstiedového étyfuhelniku ABC D plati

S = Vabcd.

DUKAZ:
Vyjdeme ze vztahu (3.7)) pro obsah obecného ¢tyithelniku

5% = (s —a)(s — b)(s — ¢)(s — d) — abed cos? (T) .

Pro tétivovy étyfihelnik plati o+~ = 180°, proto cos & (a+7) =0 a
S? =(s—a)(s—b)(s—c)(s—d).

Pro te¢novy ¢étyrtuhelnik ovSem plati a + ¢ = b+ d = s, takZe Cinitelé v pravé strané
posledniho vzorce pro S? se po fadé rovnaji ¢, d, a, b. Odtud jiz plyne S = Vabed. [

3.5 Aplikace rozsirujicich poznatka

znatky popsané v této kapitole. Uvédomime-li si obecné zékonitosti dané geometrické
situace, miizeme casto vyrazné zkratit nékteré etapy feseni dané talohy. UkdZeme to na
feSenich uloh této podkapitoly, pii kterych takto vyhodné vyuzijeme (a tim zaroven
procvi¢ime) tii obecné vysledky: vétu o ose vnitiniho thlu trojuhelniku, Stewartav
vzorec a Ptolemaiovu vétu. Nékdy je uplatnéni znamych hlubsich poznatkt prekvapivé
a necekané, jak uvidime v ¢asti vénované Ptolemaiové vété a nerovnosti.
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Osa vnitfniho dhlu trojihelniku

Uloha 3.5.1. Dokazte, Ze osa vnitiniho uhlu trojihelniku déli téznici na pilehlou stranu
a protilehlou stranu v pomérech, jejichZ hodnoty jsou samy v pomeru 2 : 1@

Obr. k tloze 3.5.1

RESENT:

V trojuhelniku ABC ozna¢me U prisecik osy thlu « a strany BC', By stied strany AC
a X prisecik osy AU a téznice BBy. Podle véty [3.1]vime, Ze |BU| : |CU| = |BA| : |CA|.
V trojtuhelniku AB B je polopiimka AX osou tthlu u vrcholu A, proto podle stejné véty
plati

BX| _ |BA| _ |BAl _|BA| _,|BU|
[BiX| B4l glcA] T|CAl ool

coz jsme chtéli dokézat. O

Uloha 3.5.2. Pro libovolny konvezni ctyiihelnik ABC'D dokazte turzeni: Osy vnitinich
uhli u vrcholi A a C se protinaji na dhlopiicce BD, prdvé kdyZ se osy vnitinich whli
w vrcholii B a D protinaji na ihlopicce AC’E

RESENI:

Vyuzijeme zfejmou obménu: dvé osy se protinaji na hlopiicce, pravé kdyz jeji prisecik
s jednou osou lez{ i na druhé ose. Ozna¢me proto X prisec¢ik thlopficky BD s osou
vnitintho thlu BAD a podobné Y prusecik thlopticky AC' s osou vnit¥niho thlu CBA.
Podle véty B.1]je |[BX| : [DX|=a:da|AY|: |CY| = a: b. Podle téZe véty bod X
lezi také na ose vnitiniho ahlu DCB, pravé kdyz |BX| : |DX| = b : ¢, neboli pravé
kdyz a : d = b : ¢. Tuto rovnost pomért upravime do ekvivalentniho tvaru d:c=a: b
(= |AY| : |CY]), coZ opét podle véty nastane, pravé kdyz je Y bodem osy vnitiniho
thlu ADC, a to jsme méli dokézat. O

15 [Ber—04) str. 37/VILS|
6Navrh autorky prace
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A a B
Obr. k uloze 3.5.2

Uloha 3.5.3. a) Vyjddrete délku tseki, na které rozdéluje protéjsi stranu osa vnitiniho
uhlu trojuhelniku, pomoct délek jeho stran.

b) V libovolném trojuhelniku ABC oznaéme P, Q priseciky os vnitinich whli u vrcholi
A, resp. B s protéjsimi stranami. Dokazte, Ze rovnost |AB| = |BP| + |AQ)| plati, prdvé
kdyz md tieti vniting tihel u vrcholu C wvelikost 60° 7]

RESENI:

a) S ohledem na symetrii vyjadifme pouze délky tsekii, na které je strana BC' troj-
thelniku ABC rozdélena bodem U, v ném? ji protne osa protilehlého thlu BAC.
Podle véty [3.1] plati |BU| : |CU| = |BA| : |CA| = ¢: b, odkud a = |BU| + |CU| =
= [BU| (1 + 2), neboli

ab
b+c

|BU| = %, analogicky |CU| =

Obr. k uloze 3.5.3

b) Do rovnosti |AB| = |BP|+ |AQ)| ze zadani dosadime podle vysledku predchozi ¢asti
(pro uréeni |AQ| pouZijeme cyklickou zaménu):

ac bc
= + ,
b+c a+c
17 [Bra—05] str. 62/81], kde podminka v = 60° je uvedena jen jako postacujici.

Cc
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obé strany vynéasobime nenulovym (b + ¢)(a + ¢) a vydélime nenulovym c:
(b+c)(a+c)=ala+c)+bb+c)
a po snadné tpravé ziskame rovnost ¢ = a® 4 b? — ab, jez je tedy ekvivalentni

s podminkou |AB| = |BP| + |AQ)|. Podle kosinové véty je ¢ = a? + b> — 2abcos~,
odvozené rovnost proto plati, pravé kdyz cosy = %, neboli pravé kdyz v = 60°.

Uloha 3.5.4. Pomoci délek stran trojihelniku vyjddrete, v jakém poméru stied kruznice
vepsané déli usecky, které trojuhelnik vytind na osdch sviych vnitinich dhld@

Obr. k uloze 3.5.4

RESENI:

Oznacme S stied kruznice vepsané trojuhelniku ABC a U prusecik osy vnitiniho thlu
BAC se stranou BC' (viz obrézek). Polopfimka BS je osou tthlu ABU, proto podle véty
[B-1] plati améra

|AS|: |SU| = c: |BU|.

Pro délku |BU| vyuZijeme vzorec z feSeni ¢asti a) predchozi tlohy

ac

B =
|BU| b+c

a po dosazeni do vztahu pro |AS| : |SU| ziskdme hledany pomér

b
A4S : |SU| = 21€
a
Analogické vzorce plati pro tseky os thlit ABC a ACB. (Il

Uloha 3.5.5. Uvniti strany BC' trojihelniku ABC' je ddn bod D. Osy ihli ADB, ADC
protinaji strany AB, AC po Fadé v bodech M, N a osy uhli ABD, ACD protinaji secky
DM, DN po fadé v bodech K, L. Dokazte, Ze |AM| = |AN|, prdvé kdyzZ M N || KLE
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Obr. k uloze 3.5.5

RESENT:

Polopiimka AK je osou thlu BAD), nebot se zbyvajici dvé osy vnitinich uhla troj-
thelniku ABD protinaji pravé v bodé K. Podle véty pro osu dhlu u vrcholu A
v trojuhelniku AM D plati |KM| : |[KD| = |AM] : |AD|. Analogicky v trojuhelniku
AND plati |[LN|: |LD| = |AN]|:|AD|.

Timto postupem zjistujeme, Ze rovnost |[AM| = |AN| ze zadani je ekvivalentni
rovnosti poméra |[KM| : |[KD| = |LN| : |LD|, coz nas ptivadi k vyuziti podobnosti.
Usecky M N, KL jsou rovnob&zné pravé tehdy, kdyz jsou trojuhelniky MND, KLD
podobné, a to nastane, pravé kdyz |[MD|: |KD|= |ND|: |LD| (sus).

Jednoduchym vypoctem ovérime ekvivalenci poslednich dvou rovnosti poméri

|\MD| |KM|+|KD| |KM)|
|[KD| |KD| - |KD|

IND| |LN|

= O
|LD| |LD|

+1 a podobné

Uloha 3.5.6. Osa wnitiniho whlu u vrcholu B trojihelniku ABC' protind stranu AC
v bodé P, bod S je stied kruznice vepsané tomuto trojuhelniku. Dokazte, Ze z podminky
|AB| + |AP| = |BC| plyne, Ze trojihelnik APS je Tovnommenny’m

RESENI:

Predpokladejme, Ze plati podminka uvedenéd v zadéani. Vyzna¢me na piimce AB bod
P’ tak, aby tusecka PP’ byla rovnobézna s osou AS vnitintho dhlu BAC. Potom je
[XAPP'| = |[4SAP| = Ja (stfidavé dhly) a také [SAP'P| = [<SAB| = Ja (souhlasné
thly), takze trojihelnik PAP’ je rovnoramenny. Proto |BC| = |AB| + |AP| = |AB| +
+ |AP'| = |BP'| a také trojuhelnik P'BC' je rovnoramenny. Bod P lezi na ose uhlu
P'BC (a tedy i na ose zédkladny P’C), takZe trojihelnik P’ PC' je rovnéZ rovnoramenny
(IPP'| = |PCY).

18|Sar-86, str. 9/25]
19[Bech—04], str. 3/2]
20[Shi—09] str. 33/1]
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¢

Obr. k tloze 3.5.6

Trojthelniky BSA, BPP' jsou podobné (uu), takze

|SA|  |BA]
|PP'|  |BP|

Jiz vime, ze |BP'| = |BC|, a jesté miizeme uplatnit vétu |3.1{ pro osu tthlu ABC"

|BA|  |BA| |AP
|BP'|  |BC| |PC|

Kone¢né vyuzijeme shodnost tseéek PC a PP’ a dohromady dostaneme rovnost

|SA|  |AP|
\PP'|  |PP)’
odkud plyne |SA| = |AP]|, takZe trojahelnik APS je rovnoramenny. O

Stewartiv vzorec

Uloha 3.5.7. S vyuZitim Stewartova vzorce urcete délku téinice t. trojihelniku ABC
pomoci délek jeho stranT]

RESENT:
Dosazenim koeficientti p = g = % dostavame ze Stewartova vzorce primo

t2 = %(2@2 +20% — ¢?), neboli t.= V242 +2b% — 2. O

21Pfimy vypodet délky t. pomoci kosinové véty jsme provedli v feSeni tlohy [2.8.13
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Uloha 3.5.8. a) Délky tsecek, které trojihelnik vytind na osdch svijch vnitinich ahli,
vyjddiete pomoct délek stran tohoto trojuhelniku.

b) Jsou-li shodné dvé z usecek, které trojuhelnik vytindg na osdch svych vnitinich hli,
pak je tento trojuhelnik rovnoramenny. Dokaite@

RESENI:

a) Ulohu vyfesime pro tisecku z vrcholu C, zbylé dva vzorce obdrzime z vysledku cyk-

lickou zaménou. Protoze |AU| : [BU| = b : a (véta 3.1)), dosadime do Stewartova
a .

vzorce pro délku |CU| koeficienty p = aLer, =4

a’b ab? abc? c c
CUT = atb T ars (arbp :ab<1_a+b> <1+a+b) -
abla+b—c)la+b+c)
(a+0b)? ’
Vabla+b—c)(a+b+c)
(a+0b) ’

ICU| =

7 uvedeného postupu plyne, Ze vysledny vzorec muzeme zapsat i ve tvaru

|CU| = Vab - 1—< ¢ >2.

a+b
b) Predpokladejme, Ze jsou shodné tseky os vnitinich thli u vrchola A, B. Podle
vysledku ¢asti a) plati

be(b+c—a)a+b+c) aclc+a—>b)(a+b+c)
(b+c)? B (a+c)? ’

vydélenim nenulovym c(a + b + ¢) a odstranénim zlomki dojdeme k rovnosti
bla+c)?(b+c—a) =alb+c)(c+a—b).

Vedeni snahou ziskat souinovy tvar s Cinitelem (a — b) rovnost anulujeme a pak
¢leny sdruzime do podoby

(a—b)[a(d+ c)* +bla+c)?] + cla(b + c)* — bla + ¢)?] = 0,
kterou déle upravime:

(a—b)[alb+c)? + bla+ ¢)?] + c(ab® + ac® — ba® — bc?)
(a —b)[a(d+ c)? +b(a+ c)* + c(c* — ab)] =

0,
Druhy c¢initel bude vzdy kladny (neni nutné cely vyraz v zavorce roznasobovat,

stadi se zamyslet nad celkovym poctem ¢lenti abc), proto je rovnost splnéna pravée
v piipadé, kdy plati a = b.

22 p . - . . e . .
Uvedené tvrzeni se nazyva Steinerova-Lehmusova véta a ma zajimavou historii, viz [Ber=04].
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Jing postup:
Podle vysledku ¢asti a) za predpokladu shodnych useki os vnitinich ahla u vrchola

A, B plati
2 2
bc[l—( a4 ) :acll—( b )
b+ c a+c

Po vydéleni obou stran rovnosti kladnym ¢ a snadné tpravé obdrzime

ab[(a—f—)c)2 B (bf@?] —o—b

Ukazeme, Ze posledni rovnost neplati ani v pfipadé a > b, ani v pfipadé a < b. Je-li
a > b, pak také a 4+ ¢ > b+ ¢, a tudiz plati

a S b
(b+c)2 " (a+c)?

takze leva strana rovnosti je zaporna, zatimco prava strana je kladné. Stejnym zpt-
sobem dosdhneme sporu i v piipadé a < b, takze musi byt a = b. Dukaz je tak
hotov. O

Uloha 3.5.9. Urcete délky thlopricek v lichobéiniku, jehoZ zdkladny maji délky a, ¢ a
ramena délky b, d@

Obr. k uloze 3.5.9

RESENI:

Vedme v lichobézniku ABC'D (CD je kratsi zakladna) bodem C' rovnobézku se stranou
AD a jeji prusecik se stranou AB ozna¢me X (viz obréazek). V trojuhelniku ABC
pouZijeme Stewartiv vzorec

|CX|* = p|BC|? + q|CAI* — pq| ABJ?,

23[Ars—04) str. 364/3]
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kam dosadime délky stran a, b, e, |CX| = d a koeficienty

7]AX\7£ _|BX| a-c

P=aBl "« 1T 1AB| T a

Pro hledanou délku e = |AC| tak dostaneme rovnici, kterou vyfesime:

c a—c ca—c
?=-b*+ e — = a?
a a a a
2

2

ad? = cb? + ae? — ce® — ca® + ac?,

5 ad® —cb? + ca® — ac?

e’ = :
a—c

ad? — cb?

a—cC

coz je hledany vzorec. Provedeme-li v uvedeném vzorci sou¢asnou zdménu a s ca b s d,
zjistime, Ze stejny vzorec plati, i pokud ¢ > a. Zaménime-li pouze b s d, ziskdme vzorec
pro délku druhé thlopticky f = |BD|:

2 _ o2
fJact B O
a—c

Ptolemaiova véta, Ptolemaiova nerovnost

Uloha 3.5.10. Dokazte, Ze v rovnoramenném lichobéZniku ABCD (AB || CD) se zd-
kladnami délek a, c, rameny délky b a uhloprickams délky e platz@

e? = b + ac.

Obr. k tloze 3.5.10

24[Ars—04 str. 373/1], vysledek snadno ziskame i dosazenim b = d do vysledku tlohy
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RESENI:
Rovnoramenny lichobé&Znik je tétivovym ¢tytthelnikem, mizeme proto vyuzit Ptolemai-
ovu vétu. Piimo dostavame

|AC|-|BD| = |BC| - |AD| + |AB| - |CD|, neboli e*="b*+ac. O
Uloha 3.5.11. Rovnostranng trojihelnik ABC' je vepsdn do kruznice. Na jejim kratsim
oblouku BC' je zvolen bod M. Dokaste, ze IMA| = |MB| + |MC|P]

C

Obr. k tloze 3.5.11

RESEN:
Vyuzijeme Ptolemaiovu vétu v tétivovém ctyituhelniku ABMC:
|MA|-|BC|=|MB|-|AC|+ |MC| - |AB|
Trojthelnik ABC' je rovnostranny, tedy |AB| = |BC| = |AC| = a. Proto
IMA|-a=|MB|-a+|MC|-a
a po vydéleni a ziskdme dokazovanou rovnost. O

Uloha 3.5.12. Na kruznici opsané rovnostrannému trojihelniku ABC' libovolné zvolime
bod M. Dokazte, Ze hodnota virazu |AM|?+|BM |*+|CM|? nezdvisi na poloze bodu M@

RESENI:

V pripadé, kdy bod M splyvé s jednim z vrchold A, B, C, mé zkoumany soucet hod-
notu 2a?, kde a je délka strany trojihelniku ABC. S ohledem na symetrii zadani proto
pouze ukdzeme, Ze stejnou hodnotu 2a? ma dany soudet i pro kazdy bod M lezici uvniti

vy

0 120° (v némz A piejde v B) a polozme x = |[MA| = |M'B|, y = |MB| = |[M'C|,

25[Hor—66}, str. 39/13|, [Eng—98|, str. 321/53], [And=00| str. 4], feSeni pomoci sinové véty je uvedeno
n 7 g P bl " b p y -]

v tloze na strané [T49} fedeni pomoci kosinové véty je uvedeno v tiloze [2.8.11] na strané m
26[Lei—06] str. 391 /4]
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Obr. k tloze 3.5.12

z = |MC| = |M'A|. Pak rovnéz plati |[MM’'| = a a mizeme vyuzit Ptolemaiovu vétu
ve ¢tyrtahelnicich AMCM' a BMCM':

a2:z2+$y, a2:y2+zaz.

Po se¢teni obou rovnosti aplikujeme vztah x* = y + z z predchozi tlohy (dusledek
Ptolemaiovy véty pro ¢tyfthelnik ABMC) a tak dostaneme kyZenou rovnost

202 =* + 22 4 x(y +2) =y? + 22 + 22 O

Uloha 3.5.13. Je ddn ctverec ABCD. Dokazte, Ze pro vsechny body P kratsiho oblouku
AB kruznice ctverci opsané md vyjraz

|AP|+ |BP|
|CP|+ |DP|
stejnou hodnotu. Urcete ji@
RESENI:
Délka thlopiicky ¢tverce ABCD o strané a je ay/2. Je-li bod P vnitinim bodem krat-

stho oblouku AB, podle Ptolemaiovy véty pro tétivové étyfuhelniky APBC, APBD
plati

|AP|-a +|BP|-av2 = |CP|-a, |AP|-av2+ |BP|-a = |DP|-a.

Obé rovnosti jsou trivialné splnény také v pripadé, kdy plati P = A nebo P = B. Jejich
seCtenim dostaneme

(|AP| + |BP|)(a + av2) = a(|CP| + |DP|), odkud

AP BP 1
|AP| + |BP| _ Va1,
CP|+|DP| ~ 142
coz je hledana konstantni hodnota. ]

2TIMO), 48-A-11-2|, podobné zadani sméfujici k vyuziti Ptolemaiovy nerovnosti viz [Eng 98|
str. 339/89].
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Dy a C

“ale

P
Obr. k uloze 3.5.13

Uloha 3.5.14. Lichobéznik ABCD je vepsdn do kruznice k tak, Ze zdikladna AB je
jejim priumérem a zdkladna C'D md délku jejiho poloméru. Dokazte, Ze pro kaZdy vnitind
bod M toho oblouku AB kruznice k, kteryj neobsahuje body C' a D, maji oba vijrazy

MA|+|MC| 2[MC| - [MA]
|\MD| |M B

stdlé hodnoty, které na vgbéru bodu M nezdm‘sz’@

D

Obr. k uloze 3.5.14

RESENI:

Nejdrive je nutné si uvédomit, Ze lichobéznik vepsany do kuZnice je rovnoramenny a ze
v zadaném piipadé je délka obou ramen rovna poloméru r kruznice k (lichobé&znik tak
tvoii polovinu pravidelného Zestitihelniku). Délka obou thlopiicek je proto rovna /3.

28Navrh autorky prace
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Aplikujeme Ptolemaiovu vétu na ¢tyirihelniky AMCD a AM BC:
|MD|-rv/3 = |MA|-r +|MC|-r, |MC|-2r =|MA|-r+ |MB|-rV3.

7 téchto rovnosti ihned dostavame

IMA|+|MC| 21MC| — |MA|
a3 e am -V

takZe hodnota obou zadanych vyrazi na volbé bodu M skutecné nezalezi. O

Uloha 3.5.15. Uvazujme kratsi oblouk AB kruznice opsané pravidelnému pétiihelniku
ABCDE a na ném libovolné zvolenyj bod M. Dokazte, Ze pak platzﬂ

|EM|+ |CM| = |AM|+ |BM|+ |DM|.

D

AS—~"B
M

Obr. k tloze 3.5.15

RESENI:

Oznacme a, u délky stran, resp. thlopfi¢ek pravidelného pétithelniku ABCDE a pro
zvoleny bod M vhodné zapiSme tii Ptolemaiovy rovnosti ve ¢tyftuhelnicich AM BE,
AMCE, AMDE:

|[EM|-a = |AM|-u + |BM|-a,
|[AM|-uw+ |CM|-a = |EM|-u,
|[EM|-u = |AM|-a+ |DM]|-a.
Po jejich sec¢teni a vydéleni kladnym a ihned obdrzime dokazovanou rovnost. ([l

Uloha 3.5.16. Urcete délku uhlopricky pravidelného pétiihelniku o strané a@

2 Lei06], str. 391/6]
30[Ars—04, str. 373/6], [Lei-05, 135/2]
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D

B

<

Obr. k uloze 3.5.16

RESENI:

Ozna¢me u hledanou délku uhlopficky. Pravidelny pétithelnik ABCDFE lze vepsat do
kruznice, proto je napt. ¢tyfuhelnik ABC D tétivovy. PouZijeme-li v ném Ptolemaiovu
vétu (délky stran a thlopfi¢ek jsou vyznaeny na obrazku), ziskime postupné

[AC|-|BD| = [BC| - |AD| + |AB| - |CD|,

u? :au+a2,

w? —au—a® = 0,
coz je kvadratickd rovnice pro neznamou u. Jeji kladné fesenf je

1+5

= . U
u=a—0p

Ptolemaiovu nerovnost jsme na str. dokézali pro délky stran a thloptic¢ek libo-
volného konvexniho ¢i nekonvexniho rovinného ¢tyfihelniku. Je vyhodné tento vysledek
preformulovat obecné pro vzdélenosti libovolnych ¢tyi boda v rovinézr] (jejich konfigu-
race, pro néz je dikaz ze str. nekorektni, se snadno posoudi zvlast, nebudeme se
tim v8ak zde zabyvat).

Pro kazdé ¢tyti body A, B, C, D dané roviny plati:
|AB|-|CD| + |BC|-|AD| > |AC|-|BD|.

Rovnost pritom nastane, pravé kdyz tyto ¢tyfi body lezi v abecednim uspofadani na
kruznici nebo jsou kolinearni v pofadi (A, B, C, D), (D, A, B, C), (C, D, A, B) nebo
(B, C, D, A).

31Lei=06], kde je posouzen i zkiiZeny Ctyfuhelnik i p¥ipad tif & &ty¥ kolinearnich bodi.
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Uloha 3.5.17. Pomoci Ptolemaiovy nerovnosti dokazte, Ze pro délky stran a téZnic
kazdého trojihelniku ABC' plati nerovnost at, + bty > ctcg

RESENT:

vty

c-3te<a-5ta+b- 3t

Tézisté je vzdy vnitinim bodem trojthelniku, nelezi proto na kruznici jemu opsané a
nerovnost je ostra. Uprava na dokazovany tvar je ziejma. O

Uloha 3.5.18. Dokaste, ze v kazdém trojihelniku ABC platz@

a b c

- < -
sing  sin g sin
RESENI:
K vrcholim trojuhelniku ABC' tentokrat pro sestaveni Ptolemaiovy nerovnosti doplnime
stfed S kruZnice vepsané. Pfi oznaceni p jejiho poloméru plati

P p p
As|= Lo s = Lo jes|= -
Sll’l2 Sln§ Sin

X
2

a dosazenim do ostré Ptolemaiovy nerovnosti (nebot stfed kruZnice vepsané je vzdy
vnitinim bodem trojihelniku) obdrzime vysledek. O

Uloha 3.5.19. V roviné je ddn pravidelny pétiihelnik ABCDE. Urcete nejmen3i hod-
notu vyraziu

|PA| + |PB|
|PC| + |PD| + |PE]|’

kde P je libovolny bod roviny daného pétmhelm’ku@
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Obr. k uloze 3.5.18

D

Obr. k tloze 3.5.19

RESENT:
Podle vysledku predchozi dlohy [3.5.10] je délka ahlopiicky pravidelného pétiahelniku
ABCDE o strané a rovna u = al%‘/g. Sec¢tenim Ptolemaiovych nerovnosti pro ¢tyi-
thelniky (resp. piislusné ¢tvetice bodu) APBE, APBD, APBC

|PA|-u+ |PB|-a > a-|PE|,

|PA|-w+ |PB|-u > a-|PD|,

|PA|-a+ |PB|-u > a-|PC|

obdrZime nerovnost

(|[PA|+ |PBJ) - (2u+a) > a(|PC| + |PD| + |PE]),

32|Lei 08, str. 453/1]
33[Lei08), str. 454/3]
34[CPS|, 2008, tloha &. 5
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ze které uré¢ime dolni odhad zadaného vyrazu:

|PA| + |PB| a a 1
> = = =V5-2.
|PC|+ |PD|+|PE| ~ 2u+a a(l+V5)+a 245

Rovnost ve v8ech uvedenych nerovnostech nastane, pravé kdyz je P = A nebo P = B
nebo jsou ¢tyfuhelniky APBE, APBD, APBC tétivové, tj. pravé kdyz bod P lezi na
krat$im oblouku AB kruZnice opsané pétithelniku ABC DE. Nejmensi mozné hodnota
zadaného vyrazu je proto v/5 — 2. ]

Uloha 3.5.20. V roviné je ddn pravidelny 3estivhelnik ABCDEF. Urcete nejmensi
hodnotu virazu

|PA| + |PB|
|PC| + |PD| + |PE| + |PFY)’

kde P je libovolng bod roviny daného §estmhelm’k:ul§|

Obr. k uloze 3.5.20

RESENTI:

Postupujme podobné jako v piedchozi tloze. Uhlopticky Sestihtthelniku ABCDEF
o strané a maji délky av/3, resp. 2a, jak je znazornéno na obrazku. Sectenim &ty¥ Pto-
lemaiovych nerovnosti pro ¢tyftuhelniky (resp. pfislusné ¢tvefice bodi) APBF, APBE,
APBD, APBC

|PA|-aV/3 + |PB|-a > a-|PF), |PA|-2a + |PB|-aV/3 > a-|PE|,
|PA|-aV/3+ |PB|-2a > a-|PD)|, |PA|-a + |PB|-aV/3 > a-|PC)|

35Navrh autorky prace
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obdrZzime nerovnost
(|PA| + |PB)) - (3a + 2aV/3) > a(|PC| + |PD| + |PE| + |PF|),

ze které uréime odhad

|PA| + |PB] L1 2V3-3
|[PC| + |PD[+|PE| + |PF| ~ 3+2V3 3

Rovnost nastane, pravé kdyz bod P lezi na kratsim oblouku AB kruZnice opsané Sesti-

thelniku ABCDEF'. O
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Zaver

Béhem prochazeni dostupné tuzemské i zahraniéni literatury — ucebnic, sbirek uloh a
rocenek matematickych soutézi — jsem nalezla velké mnozZstvi méné ¢i vice obtiznych
tloh odpovidajicich zadani prace. Pii jejich posuzovani, klasifikaci a zejména formulaci
feSeni jsem vyuzila zkuSenosti ziskané pedagogickou praxi. Praci mi zna¢né usnadnilo
pouziti sazeciho systému INTEX a programu Geonext pro tvorbu obrazki.

Zpracovani tak velkého mnozZstvi tloh bylo piinosem i pro mne samotnou, protoze
jsem si v dané oblasti jeSté rozsifila piehled ziskany studiem na vysoké skole. Jsem pre-
svédéena, ze tyto zkuSenosti a ziskanou zasobu roztiidénych tuloh v budoucnu ziro¢im
ve své profesi stfedoSkolského ucitele. Stejné tak jsem presvédcena, Ze tato prace bude
prinosem pro v8echny ucitele matematiky, ktefi se rozhodnou zpracované tlohy vyuZit
pri vykladu uciva, aniz by museli sami vyhledavat tlohy v ¢asto Spatné dostupnych
zdrojich. Navic se domnivam, Ze nejen stéZejni druhéa kapitola, ale i nasledujici kapitola
tfeti se mohou stat vhodnym podkladem pro piipravu budoucich uéitelt matematiky
pii studiu na vysoké gkole, nebot dobry ucitel by mél mit znalosti hlubsi, nez je ra-
mec bé&znych gkolskych osnov, a tato prace je vhodnym materidlem pravé k takovému
prohloubeni.

Jsem si védoma skutec¢nosti, Ze jsem v ramci zpracovani tiloh ze zadané oblasti ne-
prosla a ani nemohla projit uplné€ vSechny dostupné zdroje. Stejné tak vim, Ze by tato
prace mohla pri zvétSeni svého rozsahu obsahovat dalsi témata vypoctové geometrie,
jakymi jsou napiiklad Cevova a Menelaova véta nebo metoda hmotnych bodtd. Budu
potéSena, kdyZ se moje préice stane inspiraci pro dalsi kolegy, ktefi na ni navazou ob-
dobnym zpracovanim dalsich vhodnych témat.

Snazila jsem se ve stanoveném rozsahu préce i v jejim Casovém ramci zadanou oblast
zpracovat co mozné nejpeclivéji a takovym zptisobem, aby byla uZiteénou pomitckou jak
pro mne, tak i pro v8echny ostatni kolegy, ktefi se vénuji profesi ucitele matematiky nebo
se na ni pripravuji a kterym se moje prace dostane do rukou. Véfim, Ze se mi tohoto
vytyc¢eného cile podarilo dosahnout.
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