CVICENI K PREDNASCE DM 2

Zaklady planimetrie

Dikazové priklady feste uzitim vét o shodnych trojuhelnicich.

(1)

Rovnobéznikem nazyvame c¢tyituhelnik, jehoz kazdé dveé protéjsi
strany jsou rovnobézné. Dokazte, ze v rovnobézniku a) kazdé dvé
proté&jsi strany jsou shodné, b) obé thlopficky se navzajem puli.
Poté dokazte, ze naopak kazda z vlastnosti (a) ¢i (b) zarucuje, ze
doty¢ny konvexni ¢tyithelnik je rovnobéznik. Nakonec dokazte,
ze rovnobéznikem je kazdy konvexni ¢tyituhelnik, jehoz nékteré
dvé protéjsi strany jsou shodné a rovnobézné.

Osou thlu AV B rozumime tu polopfimku s pocatecnim bo-
dem V', kterd dany thel pili, tj. rozd€luje na dva shodné tuhly.
Dokazte, ze osa tthlu o velikosti mezi 0° a 180° je mnozina téch
jeho vnitinich bodt, které maji od obou ramen thlu stejné vzda-
lenosti.

Dokazte, ze mnozina vSech bodt roviny s danou primkou p, které
od této primky maji danou vzdalenost d, je sjednocenim dvou
rovnobézek s primkou p, které od ni maji vzdalenost d.

Dokazte, ze v trojihelniku lezi proti shodnym strandm shodné
vnitini thly a proti vétsi strané lezi vétsi vnitini thel (a naopak).
Pripomenme, ze stfedni prickou trojuhelniku rozumime usecku,
ktera spojuje stiedy dvou jeho stran. Dokazte, ze tato tsecka

je rovnobézna se treti stranou a ma ve srovnani s ni polovicni
délku.



(1)

Konstrukéni ulohy

Jsou dany dvé riizné rovnobézné primky a tfeti primka, kterd obé
rovnobézky protind. Sestrojte kruznici, ktera se dotyka vsech tii
danych primek.

V roviné je dana kruznice k£ a jeji vné€jsi primka p. Sestrojte
kruznici [ o daném polomeéru r, ktera se dotyka primky p a ktera
ma s kruznici k a) vnéjsi dotyk, b) vnitini dotyk.

Sestrojte trojuhelnik ABC), je-li dano c, t,, tp.

Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dano «, vy a v,.

Sestrojte trojihelnik ABC, jsou-li dany paty Ag, By jeho vysek
AAy, BBy a primka [, na které lezi strana AB.

V roviné je dan pravy thel XVY', jeho vnitini bod @ a tsecka
délky d. Sestrojte bod A na rameni VX a bod B na rameni VY
tak, aby tusecka AB meéla danou délku d a aby thel AQB byl
pravy.



Uhly v kruZnicich

(1) V libovolném ostrouhlém trojahelniku ABC ozna¢me S stied

kruznice opsané a P patu vysky z vrcholu A. Dokazte, ze thly
BAP a SAC jsou shodné.

(2) Kruznice k1(S1,71) a ka2(Se2,72) se protinaji v bodech K a L.
Vyberme libovolné body X € k; a Y € ky tak, aby bod K
byl vnitfnim bodem tsecky XY . Zdivodnéte, pro¢ velikost tthlu
X LY nezavisi na vybéru boda X a Y.

(3) Pfimka p protina strany AB a C'D daného konvexniho ¢tyithel-
niku ABCD tak, ze ho rozdéluje na dva tétivové ctyiuhelniky.
Dokazte, ze BC' || AD.

(4) Sestrojte AABC, je-li ddno a) a, «, tq, b) a, a, o (polomér
vepsané kruznice).

(5) V jedné z polorovin s hrani¢éni pfimkou p je ddna kruznice k a na
ni dva rizné body P a (). Sestrojte rovnoramenny trojuhelnik
ABC tak, aby jeho zakladna AB lezela na ptfimce p, vrchol C na
kruznici k, bod P uvnitf ramene AC a bod () uvniti ramene BC'.



(1)

(2)

Mocnost bodu ke kruznici

V roviné je dana kruznice k(S,5cm) a bod M tak, ze |[SM| =
= 7cm. Bodem M prochazi piimka p, ktera na kruznici k vytina
tétivu AB délky 2cm. Vypoctéte délky tisecek M A a M B.

Sestrojme spolecnou teénu dvou danych kruznic, které se pro-
tinaji ve dvou bodech A a B. Dokazte, ze pfimka AB prochazi
stredem uisecky, ktera spojuje body dotyku sestrojené tecny s da-
nymi kruznicemi.

Uvnitt stran BC, C'A, AB daného trojihelniku ABC jsou zvo-
leny po tfadé body D, F, F. Dokazte, ze kruznice opsané troju-
helnikiim ABC' a DEF jsou soustfedné, pravé kdyz plati

IDB| - |DC| = |EC| - |EA| = |FA| - |FB|.

V kruznici jsou dany tii tétivy. Kazda z nich je rozdélena prise-
¢iky s ostatnimi dvéma tétivami na t¥i shodné casti. Dokazte, ze
vSechny tfi tétivy jsou stejné dlouhé.

Je dana kruznice k se stfedem S a bod A lezici v jeji vnéjsi
oblasti. Zvolme libovolny primér M N kruznice k, pii kterém
jsou body A, M, N vrcholy trojihelniku. Dokazte, ze kruznice
[ jemu opsané prochéazi kromé bodu A jesté dalsim pevnym bo-
dem, ktery nezavisi na volbé priméru M N.

Jsou dany kruznice k a [ se spole¢nou tétivou AB. Jejim vnitinim
bodem P vedeme libovolnou tétivu KM kruznice k a libovol-
nou tétivu LN kruznice [ tak, ze vznikne konvexni ¢tyituhelnik
KLMN. Dokazte, ze vzdy jde o ¢tyrtahelnik, ktery je tétivovy.



Podobné trojuhelniky

(1) Vlastnosti stfednich pfi¢ek trojuhelniku jsme diive dokézali po-
moci vét o shodnosti A. Ukazte nyni, jak snadno plynou z vét
o podobnosti A.

(2) Je dan trojuhelnik ABC'. Dokazte, ze pro vnitini bod K strany
AB a vnitini bod L strany AC plati KL || BC, pravé kdyz oba
poméry |AK|: |KB| a |AL|: |LC| maji stejnou hodnotu.

(3) Uhlopiicky daného konvexniho étyfuhelniku ABCD se protinaji
v bodé P. Dokazte, ze plati AB || CD, pravé kdyz |AP|-|DP| =
= |BP|-|CP|.

(4) Dokazte, prusecik P uhlopticek lichobézniku ABCD, v némz
AB || CD, je stfedem té tisecky s krajnimi body na jeho rame-
nech, kterd prochazi bodem P rovnobézné se zakladnami. Pak
vyjadiete jeji délku pomoci délek a = |AB| a ¢ = |CD| (vyjde
jejich harmonicky primeér).

(5) Je dén trojuhelnik ABC' a kladna realna ¢isla p, . Body K a L
lezi po fadé na stranach BC a AC tak, ze |[BK|: |KC|=1:p
a |AL| : |LC| = 1 : q. Dokazte, ze usecka AK je tseckou BL
protata v bodé M, pro ktery plati |[AM|: |[MK|=(p+1):q.

(6) Je déna kruznice k(S,r) s pramérem AB a tecnou t v bodé A.
Vypoctéte polomér R té kruznice [(O, R) s neznamym stfedem
O na kruznici k, ktera prochazi bodem B a dotyka se pfimky t.

(7) Z tsecek danych délek a, b, ¢, d sestrojte tusecky délek

2 _p2 2
a) Va2 +b2+2c2, D) avae” — b (a>Db), c) ab
c
d) Vab+cd, €) av2.

(8) Ukaizte, Ze rovnosti v2 = ¢, - ¢, a a? = ¢4 - ¢ z Eukleidovych vét
jsou diisledky obecného poznatku o mocnosti bodu ke kruznici.
(9) Necht BP a CQ jsou vysky ostrouhlého trojuhelniku ABC'. Dvo-
jim zptsobem dokazte podobnost AAPQ ~ AABC, a to uzitim
1hla, resp. mocnosti.
(10) Dvé tétivy AB, C'D téze kruznice se protinaji v bodé M. Dokazte
|AC|-|AD|  |BC|-|BD|
|AM|  |BM|
(11) V kruznici opsané trojuhelniku ABC' sestrojme libovolnou té-
tivu C N, ktera protne stranu AB ve vnitfnim bodé, ktery ozna-
¢ime M. Dokazte, 7e rovnost |CM|-|CN| = |AC|? nastane pravé
v ptipadé, kdy |AC| = |BC.

rovnost




Osové soumérnosti

(1) Sestrojte trojuhelnik ABC, jsou-li dany jeho vrcholy A, B a
primka o, na niz lezi osa vnitiniho thlu pfi vrcholu C.

(2) Uvnitf thlu AV B o velikosti nejvyse 45° je dan bod K. Sestrojte
bod L na rameni VA a bod M na rameni VB tak, aby lomena
c¢ara K LM byla co nejkratsi.

(3) Uvnitf trojuhelniku ABC' je dan bod P. Sestrojte rovnoramenny
lichobéznik K LM N tak, aby jeho zdkladna KL lezela na strané
AB, vrchol M na strané¢ BC', vrchol N na strané AC' a aby se
jeho thlopricky protinaly v bodé P.

(4) Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li ddno a + b, ¢ a v,.

(5) Sestrojte trojuhelnik ABC), je-li dano (3, v, ad =b—a > 0.

(6) Na pruméru AB dané kruznice zvolme libovolny vnitini bod M.
Vedme jim tétivu C'D, kterd svira s prumérem AB uhel 45°.
Dokazte, ze soucet |CM|? + |DM|? nezavisi na volb& bodu M.



Stredové soumérnosti

(1) V roviné jsou dany dvé rtiznobézky a, b a dva rizné body C, T.
Sestrojte trojuhelnik ABC' s tézistém T tak, aby vrchol A lezel
na primce a a vrchol B na ptimce b.

(2) Uvnitt trojuhelniku ABC je dan bod P. Sestrojte rovnobéznik
KLMN tak, aby jeho strana K L lezela na strané AB, vrchol M
na strané BC, vrchol N na strané AC a aby se jeho thlopricky
protinaly v bodé P.

(3) Dokazte, ze pokud téZnice AK trojihelniku ABC lezi na ose
jeho vnitiniho thlu BAC, je tento trojihelnik rovnoramenny.

(4) V roviné je dan trojuhelnik K LM . Sestrojte rovnostranny troj-
uhelnik ABC' tak, aby bod K byl stfedem strany AB, bod L
vnitfnim bodem strany BC' a bod M vnitfnim bodem strany
AC.

(5) V roviné je dana kruznice k a v jeji vnéjsi oblasti dva body A, B.
Sestrojte pramér K L kruznice k tak, aby platilo |AK| = |BL]|.

(6) Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li déno t,, vy a v..



(1)
(2)

Posunuti

V roviné je dana tsecka AB a kruznice k. Sestrojte rovnobéznik
ABCD s vrcholy C, D na kruznici k.

Dvé kruznice k1 a ko o stejném poloméru r maji vnejsi dotyk
v bodé K. Zvolme body A € k1 a B € ks tak, aby tthel AK B byl
pravy. Dokazte, ze |AB| = 2r. [Navod: Je-li KL pramér ks, pak
BL || AK. Odtud vyvodte, Ze pfi posunuti, ve kterém ki — ko,
musi tétiva AK prejit v tétivu BL.]

V roviné je dana pifimka p a mimo ni bod C. Kromé toho je
dana tisecka délky c a tihel velikosti 7. Sestrojte trojuhelnik ABC
s vnitfnim thlem v u vrcholu C a stranou AB, ktera lezi na
primce p a mé délku c.

V roviné jsou dany dvé rovnobézky a, b a bod C, ktery ma od
nich rtzné vzdalenosti. Sestrojte bod A na pfimce a a bod B
na piimce b tak, aby trojuhelnik ABC' byl rovnoramenny se za-
kladnou AB predem dané délky z, ktera je vétsi nezli vzdalenost
primek a a b.

Sestrojte rovnobéznik ABCD, je-li ddno a = |AB|, b = |BC| a
w = |<ASB|, kde S je prusecik thlopticek.

Jsou dany dvé nesoustiedné kruznice ki, ko a primka p. Sestrojte

s ni rovnobéznou primku ¢, kterd na kruznicich ki, ks vytne
tétivy téze délky.



(1)

Otoceni

Dané dvé kruznice k1 a ko se protinaji ve dvou bodech. Jeden
z nich je oznacen pismenem 7T'. Sestrojte rovnostranny trojihel-
nik ABC' tak, aby bod T byl jeho tézistém, vrchol A lezel na
kruznici k; a vrchol B na kruznici ks.

Je dan pravidelny Sestitthelnik ABC'DFEF se stiedem S. Sestro-
jme v ném stied K uhlopricky BD a stfed M strany EF'. Do-
kazte, ze trojuhelnik AK M je rovnostranny.

V roviné je déna kruZnice k(S,r), pfimka p a usecka délky a,
a < 2r. Sestrojte ¢tverec ABCD o strané délky a, jehoz vrcholy
A, B lezi na kruznici k a vrchol C' na pfimce p.

Uvnitt kruznice k o stfedu S jsou dany dalsi dva body K a L,
pritom tthel K'SL neni pravy. Sestrojte dvé shodné a navzijem
kolmé tétivy kruznice k tak, aby na prvni z nich lezel bod K a
na druhé bod L.

V roviné je déna kruznice k(S,r) a v jeji vnéjsi oblasti dva
body A, B. Sestrojte tétivu KL kruznice k tak, aby méla da-
nou délku d, d < 2r, a aby platilo |AK| = |BL|. (Pro pfipad
d = 2r jde o tlohu 5 z cviceni na stfedové soumérnosti.)

Ve vnéjsi oblasti kruznice k(S,r) je dan bod A. Sestrojte pfim-
ku p, kterd prochazi bodem A a protina kruznici k£ ve dvou bo-
dech X a Y tak, ze trojuhelnik SXY ma nejvétsi mozny obsah.



(1)
(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(10)

(11)

Stejnolehlosti

Sestrojte kosoctverec o strané 6 cm, jehoz thlopricky maji délky
v poméru 2 : 3.

Na kruznici k jsou dany tfi rizné body A, B, C. Sestrojte jeji
tétivu AD, kterou tétiva BC protne v bodé, jehoz vzdalenosti
od krajnich bodt A, D jsou (v uvedeném poradi) v poméru 3 : 1.
Uvniti konvexniho tthlu XVY je dan bod T. Sestrojte rovno-
ramenny trojihelnik ABC' se zdkladnou AB a tézistém T tak,
aby jeho vrcholy A, C' lezely na rameni V' X a vrchol B lezel na
rameni VY.

Ve vnitini oblasti kruznice k(S, ) je ddn bod A, A # S. Sestrojte
rovnostranny trojihelnik ABC' tak, aby na kruznici k lezel jak
vrchol B, tak stted B; strany AC.

Uvnitt ostrého tthlu AV B je dan bod E. Na rameni V' B sestrojte
usecku C'D tak, aby polokruznice nad primérem C'D prochéazela
bodem E a dotykala se ramena V A.

V daném c¢tverci ABCD ozna¢me E stfed strany C'D. Sestrojte
rovnostranny trojuhelnik K LM tak, aby bod K lezel na strané
AB, bod L na strané¢ BC, bod M na strané AD a aby usecky
KM a BE byly rovnobézné.

Do dané kruhové tisece vymezené obloukem AB nad tseckou AB
vepiste ¢tverec K LM N tak, aby strana K L lezela na tsecce AB
(K blize A, L blize B) a aby jeho vrcholy M, N byly body
hrani¢niho oblouku AB.

Je dan bod M a tfi rtiznobézky a, b, ¢ se spolecnym bodem
P, P # M. Bodem M vedte pfimku p mimo bod P tak, aby
protala ptimky a, b, ¢ po fadé v bodech A, B, C, pro které plati
|AB|=2-|BC|.

Ve vnéjsi oblasti oblasti kruznice k(.S, ) je dana pfimka p a na ni
bod M. V kruznici k je navic sestrojena tétiva PQ, PQ || p. Na
primce p sestrojte tisecku XY se sttedem M tak, aby prisecik Z
primek PX a QY lezel na kruznici k.

Do daného trojuhelniku ABC vepiste dvé shodné kruznice k a [
s vnéjsim dotykem tak, aby se kruznice k rovnéz dotykala stran
AB, AC a kruznice [ stran BA a BC.

Je dana kruznice k(S,r) a dva jeji rtizné poloméry SA, SB. Se-
strojte tétivu XY kruznice k tak, aby byla obéma poloméry roz-
délena na tfi shodné tseky X P, PQ a QY.
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(12) Je dén ostrotuhly trojuhelnik ABC a bod K jeho strany AB
(nevylu¢ujeme, ze K = A nebo K = B). Sestrojte vnitini bod
X strany AC' a vnitini bod Y strany BC' tak, aby lomena c¢ara
CXY K byla slozena ze tii shodnych tsecek.
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Sinova a kosinova véta

. V daném trojihelniku ABC pii obvyklém oznaceni stran a vniti-
nich thla platia : b=2:3 a «a: =1 : 2. Zjistéte, zda rovnéz
pomér a : ¢ je pomérem dvou celych ¢isel (v kladném ptipadé
tato ¢isla najdéte).

. Uzitim sinové véty dokazte tzv. tangentovou vétu pro obecny
trojuhelnik ABC', kterd je pii obvyklém oznaceni jeho prvki
vyjaddfena tmérou (a —b) : (a + b) = tg (O‘—;'g> : tg <°‘T+B>

. Do kruznice o poloméru R = 3v/6 cm je vepsan trojthelnik ABC,
ve kterém plati a = 2v/30 cm, v, = 2v/5cm a o > 90°. Vypoététe
délky zbylych stran b a c.

. V trojihelniku ABC o obsahu 12cm? pfi obvyklém oznadeni
stran a whld plati ¢ = 5cm a tga = 0,75. Ukazte, Ze rovnéz
délky b, ¢ zbylych dvou stran trojihelniku jsou (v cm) vyjadieny
racionalnimi ¢isly a tato ¢isla urcete.

. Kruznice vepsand trojihelniku ABC' se dotyka jeho strany AB
v bodé T, pticemz tusecky AT a BT maji po fadé délky 5 a 9.
Vypoctéte délky vsech stran trojuhelniku ABC, vite-li navic,
ze jeho vnitini dhel pii vrcholu C' ma velikost 120°. (Névod:
Uvazujte o dalsich dvou bodech dotyku vepsané kruznice.)

. V trojthelniku ABC plati @ = 3cm, b = 2¢/5cm a siny = 2/3.
Vypoctéte ¢, sin v a cos 3 (pfesné, tj. bez uziti ptibliznych hodnot
goniometrickych a cyklometrickych funkci z kalkulacek).

. Odvodte vzorce pro délky téznic trojuhelniku ABC pomoci délek
a, b, ¢ jeho stran. (Névod: Pro urceni délky téznice C'S uplat-
néte nejprve kosinovou vétu v trojuhelnicich ASC a ABC se
spoleénym thlem u vrcholu A. Pak tento thel z obou rovnosti
eliminujte.)
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