CVICENI K PREDNASCE DM 1

Matematicka logika

Priklad 1. Negujte nésledujici vyroky (Pismena A, B, C oznacuji
mnoziny redlnych ¢isel, pismena K, L, M mnoziny pfirozenych ¢isel):

(1
2

)

Piirozené ¢islo m je sudé a éislo m? + 1 je prvoéislo.

Mnozina A je kone¢na nebo mé koneéné mnoho zapornych prvki.
Trojuahelnik, ktery méa dvé shodné téznice, je rovnoramenny.
Je-li ¢islo m? délitelné deviti, je éislo m? délitelné 27.
(Predpokladame, ze ¢islo m je celé.)

Nejvyse 12 zakt nasi tfidy nosi bryle.

Nastane to v alespon deviti pfipadech z deseti.

Ve tride je pravé sedm divek a vice nez trikrat tolik chlapct.
(Negaci vyjadiete vyhodné ve formé implikace.)

Kazdé ¢islo z mnoziny A je vétsi nez 10.

Existuje prvek mnoziny B, ktery neni prvkem mnoziny A.
Existuje pfimka p jdouci bodem X, jez je kolma k dané ptrimce q.

Existuje primka p, ktera je kolma k obéma danym mimobézkam ¢
ar.

Neékteré cislo z A je vétsi nez druha mocnina libovolného disla
z B.

Je-li kazdy prvek A zaporné cislo, pak zadny prvek B neni vétsi
nez 1.

Je-li néktery prvek A kladné cislo, pak vSechna ¢isla z B jsou
cela.

V mnoziné K nelezi zadné prvocislo nebo libovolné cislo z L je
liché.
Pro kazdé a € A existuje b € B takové, ze b < a>.

Pro kazdé a € A existuje b € B takové, ze b > a + ¢ pro kazdé
ceC.

Neéktera z mnozin K, L, M obsahuje nekone¢né mnoho prvocisel.
Z4dné &islo z K neni nasobkem Zadného &isla z L.

Neékteré cislo z K neni nasobkem zadného ¢isla z L.

V mnoziné K nelezi zadny nasobek jistého ¢isla z L.

Jsou-li v K alespon ¢tyfi prvocisla, pak v L jsou nejvyse dvé
prvocisla.



(23) Jsou-li néktera dvé ¢isla a € A a b € B navzajem opac¢nd, pak
jsou to jediné ¢islaa=1a b= —1.

(24) Pro libovoln4 ¢&isla z € A, y € B a z € C plati z < y? < 25,

Priklad 2. Ke vSsem implikacim z Pfikladu 1 vytvoirte obménéné
implikace.

Priklad 3. Do konstrukci ,K tomu, aby ..., je nutné, aby ...“,
,K tomu, aby ..., staci, aby ...“, ,K tomu, aby ..., je nutné a staci,
aby ...“ doplite nasledujici dvojice vyroki A a B tak, aby vysledné

tvrzeni bylo pravdivé.
(1) A: Uhly a a 3 jsou pravé.
: Uhly o a 3 jsou shodné.
: Ctyithelnik ABCD je rovnobé&znik.
: Ctyithelnik ABCD je obdélnik.
: Cislo z je délitelné deviti.
: Cislo z je délitelné osmnécti.
: Cislo z je délitelné deviti.
: Cislo  ma4 ciferny soucet délitelny osmnécti.
: Cislo z je délitelné desiti.
: Cislo z je délitelné dvéma a péti.
: Cisla z a y jsou délitelna sedmi.
: Cislo x + y je délitelné sedmi.
: Cisla z a y jsou délitelna sedmi.
: Cislo = 4 2y + 1 neni délitelné sedmi.
: Pfirozena ¢isla x a y jsou nesoudélna.
: Pfirozena cisla x a y jsou rtzna.
: Redlné ¢islo = je mensi nez 1.
: Druh& mocnina realného ¢isla = je mensi nez 1.
(10) A: Cislo z je celé.
B: Cislo = + z je celé.
(11) A: Ctverce C; a C, maji stejny obsah.
B: Ctverce C; a Cy maji stejnou stranu.
(12) A: Obdélniky O; a Oy maji stejny obsah.
B: Obdélniky O; a Oy maji shodnou §itku i shodnou délku.
(13) A: Pravouhlé trojihelniky 7; a 75 maji shodné prepony.
B: Obé odvésny 77 jsou shodné s odvésnami 75.
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(14) A: Trojahelnik 7 ma pravé dva vnitini thly ostré.
B: Trojuhelnik 7 je tupouhly.



Linearni rovnice, nerovnice a soustavy rovnic

2
. V oboru R feste nerovnici (ac — —) : <§ — x) + % <0.

3 2
3—2x)(2 1
. V oboru R feste nerovnici ( )2z +1) > 0.
x? (2?2 - 1)
4
. V oboru R feste nerovnici T 1 ‘ >z + 4.
x JR—

. Nerovnici ||z — 1| —4| <3 feste v oboru R.

. Najdéte vSechna feseni soustavy rovnic:

r+1 Y 3 2x+42 3y 1
+ =5, — <
r+y xT—y 2 r+y x—y 2

. Zasoba mouky ve skladu jidelny se vycerpa o 4 dny dfive, jestlize
se pocet stravnikl zvysi o 40, vystaci vsak o 6 dni déle, snizi-li
se pocet stravnikd o 40. Kolik je ptivodné stravniki v jidelné?

. Za kolik minut po sedmé hodiné seviou rucicky na obvyklém

ciferniku hodin poprvé pravy thel?

. Pfedni kolo vozu mé obvod 2,1m, zadni 3,5m. Jak dlouha je
drdha, na niz zadni kolo ucini o 2000 otocek méné nez kolo

predni?



Kvadratické rovnice, jejich kofeny a kvadratické nerovnice

1. Ukazte, ze jeden kofen rovnice
(1+V3)z? =22+ V3)z +3+V3=0

je prirozené ¢islo, zatimco druhy koren je druh& odmocnina z pfi-
rozeného cisla.

2. Urdete, pro kterd ¢isla p € R m4 rovnice 2 - (x — p)? = 14 — px
v oboru realnych ¢isel takové dva rizné kofeny, zZe trojnasobek
jejich souctu je mensi nez dvojnasobek jejich soucinu.

3. Urcete celé ¢islo k tak, aby rovnice 4z2 + (8k —4)z+4k+13 =0
meéla v oboru readlnych cisel dva rizné kofeny a soucet jejich
druhych mocnin byl co nejmensi.

10 21 4
< — — .
r—2" x x-3
8-z <1.
12 — |22 — 6z — 4| —

4. V oboru R FeSte nerovnici

5. V oboru R feSte nerovnici




Linearni, linearni lomené a kvadratické funkce

. Sestrojte graf funkce f:y = |1 — 2| — |z + 2| a s jeho pomoci
urcete pocet feseni rovnice |1 — z| — 3|z + 2| = p v zdvislosti na
realném parametru p.

. Sestrojte graf funkce f:y = H:z: -1 - 2}.

. Sestrojte grafy funkci danych ptedpisy:

3z +1 e —1]—1

2T By =
a)y=-——"— by P

. V roviné s kartézskou soustavou soufadnic znazornéte mnozinu

v8ech bodu P[x,y], jejichz soutadnice vyhovuji rovnici
20 — 3y +zy = 2.

Které body z této mnoziny maji obé souradnice celociselné?

. Sestrojte grafy funkci danych ptedpisy:
a)y=2r—22—1, b)y=2lz|-2>-1, c)y=|z[-(2—2)—1,
d)y=z-2—x|—-1, e)y=|20—2% -1

. Graficky urcete, pro ktera ¢isla p mé rovnice
2 _
|2® = 3|z|+2| =p
nejvétsi mozny pocet reseni. Pro ktera p je téch reseni lichy po-

cet? Jak souvisi druhd otézka s tim, Ze leva strana rovnice zadava
sudou funkci?

. V roviné s kartézskou soustavou sourfadnic znizornéte mnozinu

vSech bodu P[x,y], jejichz soutadnice vyhovuji nerovnici

ly — x| <2 — 22

2

. Pro ktera realna cisla a je funkce s predpisem y = ax — x“ na in-

tervalu (1,2) a) rostouci, b) klesajici?

. Grafy funkei f:y = 22 + 42 +q a g: y = ax® + 2bx + 5 jsou
soumérné sdruzené podle osy s rovnici y = 1. Urcete, pro ktera
realna cisla a, b, g to plati.



Rovnice a nerovnice s odmocninami

(1) Stanovte defini¢ni obor a pak vyfeste rovnici

\/x\/E—x—l—\/E:x.

(2) V oboru R feste nerovnici
2¢ + /3 —2x — 22 > 0.

(3) V oboru R feste nerovnici

r+ve+2<2.
(4) V oboru R feste nerovnici

v+3(1— 25 —2)

< 0.
2—+vx—1

(5) Stanovte defini¢ni obor nerovnice a pak ji vyfeste:

2.2l +4x — a2+ |5z — 1| > 3z + 17.

Pomticka: plati rozklad 1722 + 60z + 43 = (z + 1)(17z + 43).

(6) Stanovte defini¢ni obor nerovnice a pak ji vyfeste:

\/43: — V19 — 3z < 3V2.

Pomticka: plati rozklad 1622 — 141z + 305 = (x — 5)(16z — 61).

(7) Metodou nasobeni sdruZenym vyrazem feSte rovnici

V222 + 32+ 541222 — 3z +5 = 3.



Ulohy s parametry

Pismena a, b, p, ¢ znaci redlné parametry.

(1) V oboru R feste
-3
TP +2 a4 2, b) nerovnici TP
r—q x—0p rT—p—3
(2) Pro kterd a je asponi jedno feSeni nerovnice 2x — 3 > a rovnéz
feSenim nerovnice x —a < 37
(3) V oboru R feste rovnici |2z + 3| + |2z — 3| = azx + 6.

(4) Rovnici |z — p| = |z| — 1 Teste grafickou metodou.

< 0.

a) rovnici

(5) Reste soustavu s nezndmymi x, y (a # 0):

E—|—ay:a, am—f—y:l.
a a

(6) Urcete, pro ktera a, b maji obé soustavy rovnic

ar +2y=>b+1 2z +y = a® + 2
r+y=3 x+3y=3
stejné mnoziny reseni.
(7) Zjistéte, pro kterd p ma rovnice p(z®>+1) —3 = z- (v — 2p)
v oboru R dva rtzné koreny. Pro které z nalezenych hodnot p jsou
oba tyto kofeny a) kladné, b) zaporné, c) opacénych znamének?
. Lxr v b b?
V oboru R feste rovnici — + — = — + —, kde a,b # 0.
a x a a
Pro kterd p méa rovnice |pr? — x| = 1 prave tfi reseni?
V oboru R feste rovnici |22 — p| = (p — 1)z.

V oboru R feste nerovnici |22 + 2px + 1| > 1 v piipadech

a)p>+2, b)pe(01).
2
xl <(a+1)% kde a > 0.

€T —

(13) Reste rovnici vz +2—vVr—a+2=1.

(12) V oboru R feste nerovnici




Exponecialni a logaritmické rovnice a nerovnice

V tlohach (1)—(13) feste danou rovnici ¢i nerovnici v oboru
R.

43VE3 = 4. 972,

(|22 —13] 4 3)l==21=5 > 15le=21=5,

147 — 9] < |27 — 3| + 6.

108 ;4 2) 1085 108, 1 3) (22% + 62 4 8) = 0.
logs (92 — 3) = logs(z — 3).

logsg(22% + 2 —5) +1logz (1 +2) = 0.

logy x + logg x = log, @ - log; .

=W N =

~ ot
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1 < —.
82 % = logyxz — 1

loga%z(:zz +18) <1—log_s_(4x + 23).
lOg(4_\/25_—x2) |8 — 2.’L‘| > 0.

Vlog2 vVE > 2,

(\/E)l—logo,sx > 8.

\/10ng (1 + %x) <1

=~ ~ N N N /N —~ —~
o © =)

—_ =
N =

o~ o~ o~ o~

—
w

5|z +;1x—|—2 >

(14) Urcete definiéni obor nerovnice log, 1)
pak ji vyfteste.

5log, 3

log, V32

sjednoceni intervali a pak danou rovnici vyreste.

(15) Defini¢éni obor rovnice log, 27— =1 vyjadrete jako

(16) Pro které hodnoty redlného parametru p ma rovnice
z +log1 (97 — p) = 0 pravé dvé feSeni v oboru redlnych cisel?

(17) Stanovte defini¢ni obor a pak vyfeste nerovnici

5
log 2 (2—3“" - 1) > 2. kde &slo p je kladng realng parametr.
“\ 2p
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17.

18.

Goniometrické vzorce a rovnice

Urcete hodnotu tg z, vite-li, ze cosx = —4/5 a x € (m, 27).
Dokazte, ze pokud cotg(a + 3) = 0, pak sin(a + 25) = sin a.
Dokazte, ze cos(a+ ) +sin(a— ) = (cos a+sin a)(cos f—sin 3).
Dokazte, ze pokud sina = ksin(a+ ), kde k € (—1,1), a pokud
cos 8 ¢ {0,k}, pak existuje hodnota tg(a + ) a je rovna ¢islu
sin 3/(cos 8 — k).
V oboru R feste rovnici sinz + cos2x = 1.
V oboru R feste rovnici sinx + sin 2z 4 sin 3z = 0.
V oboru (0, 27) FeSte rovnici 2sin 2z sinx + cos 2z = 1.
V oboru (0, 2) Feste rovnici (v/3 — 1) sinz — 2sin (¥ — z) = 0.
V oboru (0, 27) feste rovnici sin 2z + cos 2z — tgx = 1.
V oboru R feste rovnici 2 sin? (ac — %) = 2sin’z — tg z.
Pro které hodnoty parametru £ € R ma rovnice

5sin2z —6cosx =k - (5sinx — 3)

v oboru z € (0, 7) pravé dvé feseni?
V oboru (0, 7) feSte rovnici

sin (g + 2x) - cotg 3x + sin (7 + 22) = V2 cos 5.

cos 2x
1+tga’
V oboru (0, ) feste rovnici 2 cos? 3z + cos(2z + ) = 1.

V oboru (0, 27) feste rovnici cotgzr — 1 =

V oboru (0, 7) FeSte rovnici sin 3z = cos 5.

Néavod: Rovnici nejdiive upravte do tvaru sin 3z = sin(?).

V oboru (0, 27) feste rovnici sin 2z — /2 (sinx +cosz) +1 = 0.
Navod: uzijte substituci ¢ = sinx + cos x.

V oboru (0, 27) FeSte rovnici

T T
2cos<2x + 5) 4cos(:1: + 10) =1
Popiste obecnou metodu feseni rovnice acosx + bsinx + ¢ =
= 0 s nenulovymi konstantami a, b, c € R cestou upravy vyrazu
acosz + bsinz do tvaru K sin(x + w), kde K = va? + b2 a w je
vhodné ¢islo (jak ho k danym a, b uréime?). Rovnici interpetujte
téz geometricky jako hledani priisec¢ikti jednotkové kruznice a
primky s danou obecnou rovnici.



