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Pro matematika je redlny zivot jenom specialni pripad.

Predmluva

Diferencialni pocet funkci jedné proménné je prvni partii matematické analyzy, s kte-
rou se setkavaji studenti bakalarské matematiky na univerzitach. Proto je tento ucebni
text koncipovan tak, aby byl srozumitelny pro Siroky okruh studentd pfichdzejicich
ze stfednich skol.

Spolu se srozumitelnosti jsme se snazili zachovat rigoréznost celého vykladu
a vystavbu matematiky ve formé definic, matematickych vét a jejich ditkazt, ¢imz
se student postupné uci logické vystavbe a aparatu matematického textu. Pro lepsi
pochopeni je zafazena velkd fada obrazkd, feSenych prikladi i cvi¢eni k samostatnému
studiu.

Tato skripta jsou urcena pro posluchace bakalafského studia ucitelské a odborné
matematiky, fyziky, matematické ekonomie a informatiky. Svym rozsahem pokryvaji
latku pfednasenou v uvodnim kurzu matematické analyzy. Obsahuji také partie pie-
sahujici tento kurz. Ty jsou v textu odliseny mens$im typem pisma a ¢ast z nich je
o nekteré klasické véty matematické analyzy, které se v zakladnim kurzu neprobiraji.
Diivodem k jejich zatazeni byla pifima souvislost s probiranou latkou v zakladnim
kurzu a také snaha usnadnit piechod ke studiu takovych oborti jako teorie metrickych
prostort a topologie, které fadu z téchto vysledkli zobecnuji. Tato ¢ast miize slouzit
ke studiu matematické analyzy ve vyssich ro¢nicich.

Podrobny vyklad diferencidlniho poctu lze nalézt napt. v [13, 17, 21], obtizngjsi
ptiklady na limitu, spojitost a derivaci funkce napt. v [20].

Chtéli bychom podékovat recenzentu doc. RNDr. Jaromiru Sim3ovi, CSc. za
peclivé piecteni textu a za cenné piipominky, které ptispély k jeho zkvalitnéni. Dale
bychom chtéli podékovat prof. RNDr. Vitézslavu Novakovi, DrSc., ktery ndm rovnéz
poskytl fadu piipominek. Dékujeme také Sarce Doglé za pomoc pii piipravé skript a
Zdenicce Homolové za podklady k Historické poznamce.
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Text byl pfipraven sdzecim systémem TgX ve formatu ITEX 2¢, obrazky byly
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Kapitola 1

Pojem funkce

vvvvvv

vlastnosti funkei. Spravné pochopeni tohoto pojmu je dillezité pro cely diferencialni
pocet funkci jedné proménné a rovnéz pro navazujici partie jako integralni pocet,
obycejné diferencidlni rovnice a pod.

1.1. Zakladni mnoZinové pojmy

Abychom mohli v nasledujicim oddilu zavést mnozinu realnych cisel, pfipomeneme
si n¢které dulezité pojmy z teorie mnozin.

Definice 1.1. Kartézskym soucinem dvou mnozin A a B rozumime mnozinu vsech
usporadanych dvojic (x,y), kde x € A ay € B jsou libovolné prvky. Znac¢ime
A x B. Tedy

AxB={x,y):xe AAye B}.

Binarni relaci rozamime libovolnou podmnozinu kartézského soucinu A x B. V pfi-
pade, ze A = B, se pouziva nazev bindarni relace na mnozin¢ A. K oznaceni relaci
pouzivame obvykle mald pismena. Napf.: f € A x B.

vvvvvv

Definice 1.2. Relaci f € A x B nazveme zobrazenim mnoziny A do mnoziny B,
jestlize plati, ze ke kazdému prvku x € A existuje prave jeden prvek y € B takovy,
ze (x,y) € f.

Mnozinu A nazyvame definicni obor f a znac¢ime D(f). Mnozinu vSech prvka
y € B takovych, ze existuje x € A s vlastnosti (x, y) € f, nazyvame obor hodnot
f aznacime H (f).




2 Pojem funkce

Je-li relace f € A x B zobrazeni, pak skutec¢nost, ze (x, y) € f, zapisujeme
ve tvaru y = f(x). Rovnéz pouzivame zapis f: A — B, coz znamena, ze f je
zobrazeni A do B. Dale x nazyvame nezavisle proménnou a y zavisle proménnou.

Poznamka 1.3. N¢kdy se zobrazeni definuje jesté trochu obecnéji. V definici 1.2 se
tehdy pozaduje, aby ke kazdému prvku x € A existoval nejvyse jeden prvek y € B
takovy, ze (x, y) € f. Nékteré x € A tedy nemusi byt prvni slozkou zadné dvojice
patiici f. Takova relace se potom nazyva zobrazeni z A do B. Defini¢ni obor D( f) se
pak definuje jako mnozina vSech x € A, k nimz existuje y € B takové, ze (x, y) € f.
Jetedy D(f) C A, ale mlze se stat, ze D(f) # A. V téchto skriptech nebudeme toto
zobecnéni pouzivat a budeme vzdy predpokladat, ze D(f) = A.

Zobrazeni mohou mit riizné vyznamné vlastnosti. RozliSujeme tyto specidlni typy
zobrazeni f € A x B:

e injekce (prosté zobrazeni) je takové zobrazeni, pro které plati:

Vxi,x € Aixp #x0= f(x) # f(x).

Tedy riznym hodnotdm nezavislé proménné odpovidaji rtizné hodnoty zavisle
promeénné.

e surjekce (zobrazeni A na B) je takové zobrazeni, pro které plati, ze H(f) = B, tj.
VyeB dIxeA:y= f(x).

e bijekce (vzajemn¢ jednoznacné zobrazeni) je zobrazeni, které je zadroven injektivni
i surjektivni.

Dulezitou vlastnosti pfi zavadéni realnych ¢isel bude jejich usporadani.

Definice 1.4. Bud' A mnozina. Rekneme, Ze binarni relace < na A je uspordddanim,
jestlize je

1. reflexivni:  Vx € A plati: x < x,

2. antisymetrickd: Vx,y € Aplati: x <yay<x=x =y,

3. tranzitivni: Vx,y,z € Aplat: x <yay<z=x <z
Rekneme, Ze relace < je uplné uspordadani, jestlize je usporadanim a navic plati, ze
Vx,y € Ajex < yneboy <ux.
Je-li <usporadani na A, pak dvojici (A, <) nazveme usporadanou mnozinou .
Je-li < uplné usporadani na A, pak dvojici (A, <) nazveme upiné (linearné) uspo-
radanou mnozinou (neboli retézcem).
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Zapis x > y povazujeme za jinou formu zapisu vztahu y < x. Je-li x < y, ale
X # y, piSeme x < y. Obdobn¢ zavadime x > y. V uplné usporadané mnozin¢ A
plati tzv. zdkon trichotomie: Pro libovolna x, y € A nastane pravé jedna z moznosti
X=y,x <y, x >y.ProB,C C ApiSeme B < C, jestlize b < c pro libovolna
beBaceC.

Definice 1.5. Bud’ A uspoiddana mnozina, B C A libovolna. Rekneme, e prvek
U € A je horni zavora mnoziny B, jestlize

x < U prokazdé x € B,
a tekneme, ze L € A je dolni zdvora mnoziny B, jestlize
L < x pro kazdé x € B.

Mnozina B je shora (zdola) ohranicena, jestlize ma alesponl jednu horni (dolni)
zavoru, a je ohranicend, jestlize je ohranicena shora i zdola.

Definice 1.6. Bud' A # ¢ uspofadand mnozina, B C A, B # {, libovolna. Rek-
neme, ze prvek a € A je supremum mnoziny B, a pisSeme a = sup B, jestlize
1. x <aprokazdé x € B,
2. je-li y € A takové, ze x < y pro kazdé x € B, pakjea < y.
Cislo a je tedy nejmensi horni zavora mnoziny B.
Infimum mnoziny se definuje analogicky jako nejvétsi dolni zavora a znaci se inf B.

Poznamka 1.7. Pokud existuje supremum resp. infimum dané¢ mnoziny, pak je ur¢eno
jednoznacné. To plyne pfimo z definice a antisymetrie uspotradani.

1.2. Realna cisla

or os

razuji jako body na Ciselné ose a ze kazdému jejimu bodu odpovida prave jedno realné
¢islo. S takto nepfesné zavedenym objektem vSak nelze budovat zaklady analyzy.

Jsou dvé cesty: Bud’ mnozinu realnych ¢&isel presné zkonstruovat, to je vSak dost
obtizné a zdlouhavé (nejprve se musi vybudovat pfirozena Cisla, pak cela ¢isla, potom
raciondlni ¢isla a z nich redlna ¢isla), nebo ji zavést axiomaticky, coz je zptisob, ktery
pouzijeme.
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Definice 1.8. Redlna c¢isla jsou struktura (R, +, -, <) tvofena mnozinou R se dvéma

binarnimi operacemi + (s¢itani) a - (ndsobeni) a jednou bindrni relaci < (uspofadani),

pricemz plati tyto axiomy (R1)—(R13):

D [R1) x+(+z)=x+y)+z prokazdéx,y,z € R (asociativni zadkon),
(R2) x+y=y+x prokazdé x,y € R (komutativni zdkon),

(R3) 3Jprvek 0 € Rtakovy, Ze x + 0 =x prokazdé x € R
(nulovy prvek),
(R4) Vx € R Iprvek —x € R takovy, ze x + (—x) = 0 (opacny prvek k x).
Tedy (R, +) je abelovska grupa.
) (RS x-(y-z)=(x-y)-z prokazdéx,y,z € R (asociativni zakon),
(R6) x-y=y-x prokazdé x,y € R (komutativni zadkon),
(R7) 3Fprvek 1 € R~ {0} takovy,ze | -x =x prokazdé x e R
(jednotkovy prvek).
(R8) Vx e R~ {0} Iprvek x~! € Rtakovy, ze x - x~! =1
(inverzni prvek k x).
Tedy (R ~ {0}, -) je abelovska grupa.

(IIT) Operace + je distributivni vzhledem k operaci - , tj.
(R9) x-(y+z2)=x-y+x-z prokazdé x,y,z € R (distributivni zakon).
(D, (IT) a (IIT) znamena, ze (R, 4+, -) je pole.
(IV) (R, <) je tpIn¢ usporadana mnozina, tj.
(R10) < je reflexivni, antisymetricka, transitivni a uplna relace.
(V) Operace +, - jsou slucitelné s usporadanim <, tj.
(R11) x < y implikuyje x +z <y +2z prokazdé x,y,z € R,
(R12) prokazdé x >0,y > Oplati 0 < x - y.
(I) az (V) znamena4, ze (R, +, -, <) je uspoiadané pole.
(VD) (R13) Kazda neprazdnd shora ohrani¢ena podmnozina mnoziny R ma supre-
mum.

Soustava axiomd, které ma spliiovat mnozina realnych ¢isel, je slozita a na prvni
pohled neni patrné, zda je bezesporna, tedy zda takova struktura existuje. Lze ukazat,
7e (pokud je bezesporna teorie mnozin — viz napf. [1]) je mozné takovou strukturu
zkonstruovat — viz napt. [9, 13].

Neni ani jasné, zda nemlze existovat vice takovych struktur. V algebie se doka-
zuje, ze vsechny takové struktury jsou v podstate stejné (izomorfni). Pfesnéji, pokud
dvé struktury s nosnymi mnozinami R; a R, spliiuji axiomy definice 1.8, existuje
bijekce R na R;, ktera zachovava operace s¢itani, nasobeni a usporadani — viz napf.
[4, str. 105], [15, str. 199], [16, str.252] nebo [ 19, str. 37].
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Poznamka 1.9.

i) Tak jak je zvykem, misto x - y piSeme xy. Od¢itani definujeme jako pfictent
opacného prvku, tj. x —y = x + (—y). Konecn¢ déleni definujeme jako vy-
ndsobeni prevracenym prvkem, tj. x/y = xy~', y # 0. Z axiomu Ize odvodit
jednoznacnost nuly a jednicky a opacnych a prevracenych prvkil a rovnéz znama
pravidla pro praci s nerovnostmi, jako napt. ze nasobeni zapornym ¢islem obraci
nerovnost, ze 1 > 0, ze prevraceny prvek ke kladnému je také kladny a pod.
Vesmes jde o zcela jednoduché dikazy — viz [17, str. 30].

ii) Redlna ¢isla jsou tvofena tzv. nosnou mnozinou R, kterd ma jistou strukturu (je na
ni definovéano secitani, nasobeni, uspofadani atd. a plati jisté axiomy). V dal$im
budeme (nepiesné, ale struéngji) celou tuto strukturu oznacovat symbolem R.

iii) Snadno se ovéri, ze axiom (R13) je ekvivalentni s axiomem

(13)’ Kazda neprazdna zdola ohrani¢ena podmnozina mnoziny R ma infimum.

Dalsi ekvivalentni tvrzeni Ize nalézt v dodatku ve véte D.14.
iv) Ukazeme, jakym zptisobem jsou v R obsazeny dal§i znamé ¢iselné obory.
Mnozina A C R se nazyva induktivni, jestlize ma nasledujici dvé vlastnosti:

a) 1 € A, tj. A obsahuje jednicku,
b) skazdym x € Ataké x + 1 € A.

Napf. mnozina R je induktivni. Snadno je vidét, ze prinik systému induktiv-
nich mnozin je také induktivni. Prinik vSech induktivnich podmnozin R, tj. jeji
nejmensi induktivni podmnozinu, nazyvame mnozinou prirozenych cisel a zna-
¢ime N. Tedy N = {1,14+ 1,1+ 1+ 1,...}. Pro kazdou induktivni mnozinu
A C R tudiz plati A DO N. Pokud vime, ze také plati A C N, je nutn¢ A = N. Na
tomto faktu je zalozen princip uplné matematické indukce.

Protoze podle axiomu (R3) existuje v R prvek nula a podle (R4) existuje ke kaz-
dému prvku x € R prvek —x, mizeme definovat mnozinu celych c¢isel vztahem
Z=NU{0jU {xeR:—xeN}={..,-2,-1,0,1,2,...}.

Kone¢né mnozZinu raciondlnich cisel definujeme jako vSechny mozné podily
celych Cisel, tj. Q = {p/q : p € Z,q € Z ~ {0}}.

Kazdé realné Cislo, které neni racionalni, se nazyva iracionalni. Mnozinu vsech
iracionalnich ¢isel zna¢ime I, tedy I = R ~ Q. Pozd¢ji, az ukazeme existenci
odmocnin (viz lemma 1.14), uvidime, Ze I je neprazdnd. Z tohoto vysledku
vyplyne, ze mnozina QQ nespliuje axiom (R13).

vii) Pro uplnost jesté pripomenme strukturu C mnoziny komplexnich cisel. Ta je
definovana jako mnozina vSech dvojic realnych ¢isel, tj. C = {(a, b) : a, b € R},
na niz je zavedeno secitani a ndsobeni obvyklym zplisobem, tedy (a, b)+(c, d) =
=(a+c,b+d)a(a,b) (c,d) = (ac —bd, ad + bc). Misto slozkového zapisu
(a, b) pouzivame Cast&ji algebraicky tvar a + ib, kde i = (0, 1). Plati i = —1.
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Priklad 1.10. Dokazte Gplnou indukei nasledujici vlastnosti piirozenych Cisel:

(A) minN = 1.

(B) Prokazdén € N prvekn + 1 pokryvan v N, tedy neexistuje m € N takové,zen < m <
<n+1.

(C) Kazda neprazdna mnozina ptirozenych ¢isel ma nejmensi prvek (fikame, ze N je dobre
usporadana).

Reseni. ad (A)
Ozna¢tme M = {n € N : n > 1}. Protoze M je induktivnia M C N, je M = N. Tedy
minN=minM = 1.
ad (B)
Protoze 1 > 0, plati N = Z N {x € R : x > 0}. Staci ukazat, ze pro libovolna m,n € N,
m < n+ 1, jenutné m < n. To totiz znamena, ze mezi n a n + 1 nelezi zadné dalsi pfirozené
¢islo.

Jelikoz (Z, +) je grupa,je (mn + 1) —m € Z a (n+ 1) —m > 0, coz znamena, ze
(n+ 1) —m € N. Podle (A) je proto (n + 1) —m > 1 aodtud m < n.
ad (C)
Pripustime, ze existuje mnozina M € N, M # ¢, ktera nemd nejmensi prvek. Oznacme nyni
T ={xeN:x <M} < N.Podle (A)jenutné¢ 1 € T. Dale kdyby n € T, nemohlo by platit
n+1 e M —vzhledem k (B) by totiz n + 1 byl nejmensi prvek M. Tedy n + 1 € T. Zjistili
jsme, ze T je induktivni, takze T = N, a proto M = @, coz je spor. A

O mnozinach R, Q a I dokazeme tii tvrzeni, ktera popisuji jejich vyznamné vlastnosti.
Lemma 1.11. Necht'a,b € R, a > 0. Pak existuje n € N takové, ze na > b.

Duikaz. Nejprve dokazeme, ze N neni v R shora ohranicend. Pripustime, ze plati opak. Podle
axiomu (R13) pak existuje supN = ¢ € R. Protoze ¢ — 1 < ¢ a N je linearné usporadana,
musi podle definice suprema existovat n € N takové, zen > ¢ — 1. Pak alen + 1 € N,
n+ 1 > ¢, cozje spor s tim, Ze ¢ je (nejmensi) horni zavora N.

Nyni dokdzeme tvrzeni lemmatu. Kdyby neexistovalo n € N s vlastnosti na > b, platilo
by pro vSechnan € N, ze na < b, tj. n < b/a a N by byla shora ohranicena, coz vede ke
sporu. O

Usporadané pole majici vlastnost popsanou v piedchozim lemmatu, se nazyva archime-
dovské. Mnozina R je tedy archimedovské pole.

Lemma 1.12. Necht'x,y € R, x < y. Pak existuje 7 € Q takové, ze x < z < y.

Duikaz. Prox < 0 < ylzevolitz = 0. Predpokladejmetedy, ze x > 0.Pak y — x > Oapodle
lemmatu 1.11 existuje n € N tak, ze n(y — x) > 1,tj. ny > nx + 1. Zvolme takové n pevné.
Protoze N neni shora ohranicena, existuje m € N takové, ze m > nx. Podle ptikladu 1.10 (C)
je N dobte usporadana, takze 1ze predpokladat, ze m je nejmensi ptirozené Cislo majici tuto
vlastnost. Pak je ovSem m — 1 < nx, takzem < 1+4nx < ny. Celkové nx < m < ny, atudiz
x <5 <y Jeliy=<0,je0<—y < —x apodle piedchozi ¢isti ditkazu existuje z € Q
takové, ze —y < z < —x.Pakjeoviem —z € Qax < —z < y. O
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Piedchozi lemma vyjadiuje dilezitou vlastnost mnoziny vSech racionalnich Cisel, kterou
slovné vyjadiujeme takto: Mnozina Q je hustd v R. Stejnou vlastnost ma i mnozina I.

Lemma 1.13. Mnozina 1 je husta v R.

Diikaz. K diikazu potfebujeme ukézat, ze I # ¢, coz provedeme az za lemmatem 1.14. Je-li
a € I, sporem se snadno ovéri, ze pro x € Q je x + a € I (mnozina racionalnich ¢isel je totiz
pole). Necht' nyni x,y € R, x < y. Zvolme a € I. Pak je x —a < y — a a podle lemmatu
1.12 existuje z € Q takové, zex —a <z<y—a.Tedyx <z+a<yaz+ael O

Struéné shrnuto, predchozi dvé lemmata fikaji, ze mezi libovolnymi dvéma riznymi
realnymi ¢isly lezi jak néjaké racionalni, tak néjaké iracionalni ¢islo. Opakovanym uzitim
pak dostavame, ze mezi dvéma riznymi realnymi ¢isly lezi jak nekonecné mnoho riiznych
racionalnich, tak i nekone¢n¢ mnoho rtiznych iracionalnich ¢isel.

Na stiedni Skole se odvozuje fada pravidel pro pocitani s odmocninami. V ramci stre-
doskolské matematiky vSak nelze dokdzat existenci libovolné odmocniny. To je obsahem
nasledujiciho lemmatu.

Lemma 1.14. Ke kazdému kladnému a € R a ke kazdému n € N existuje prave jedno kladné
cislo x € R takové, Ze x" = a.

Diikaz. Naznac¢ime jen princip. Oznatme M = {z € R : z > 0, 7" < a}. Pak lze ukézat, ze
M je neprazdna a shora ohranicena a dale, ze pro x = sup M plati x" = a a ze je to jediné
¢islo s touto vlastnosti — detaily viz [17, str. 41]. Jiny dikaz viz dodatek, piiklad D.42. [

Cislo x z pfedchoziho lemmatu nazyvame n-tou odmocninou z éisla a a zna¢ime %/a. Jiz
na stiedni skole se dokazuje, Ze +/2 ¢ Q, takZe mnozina iracionélnich ¢isel je neprazdna.

Dale prom € Z,n € Nakladné a € R definujeme a™/" = %/a™. Z pravidel pro poéitani
s odmocninami Ize ovéfit, Ze tato definice je korektni, tj. je-1i 7+ = §> uréuji a™'" a aP/4 totéz

¢islo. Tim je definovan symbol a¢ pro libovolné kladné a € R a libovolné ¢ € Q.

Nerovnost z nasledujiciho piikladu je velmi uzite¢na v fad¢ tvah.

Priklad 1.15. Dokazte, ze pro libovolné x € R, x > —1 an € Nplati (1 +x)" > 1 + nx
(tzv. Bernoulliova nerovnost). Pro x # 0 an > 1 plati dokonce ostra nerovnost.

Reseni. Dikaz provedeme tiplnou indukci. Oznaéme M € N mnozinu téch pfirozenych éisel,
pro néz nerovnost plati. Ztrejmeé 1 € M, protoze nerovnost 1 +x > 1 + x samoziejme plati.

Necht'néjakén € M, tj. (14 x)" > 1 4 nx. Protoze plati x + 1 > 0, mame (1 +x)"+! =
=(14+0)"14+x) > 1+nx)(14+x) = l+nx+x+nx? = 1+ (n+Dx+nx2 > 1+n+Dx,
tedy n4 1 € M. Mnozina M je tudiz induktivni, takze M = N. Ziejmé pro x # 0jenx? > 0,
atedy pro n > 1 plati ostra nerovnost. A

Pro fadu tvah s realnymi ¢isly (zejména pii vypoctech nekterych druhti limit) je
vyhodné ptidat k mnoziné redlnych ¢isel dva symboly, které intuitivné lezi pfed ¢i za
vsemi realnymi Cisly (tzv. minus nekonec¢no resp. plus nekonecno).
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Definice 1.16. Mnozinu R* = R U {400, —o0o} (kde —oo a 400 jsou symboly
nepatiici do mnoziny R), ktera je uplné uspotradana tak, ze pro libovolné x € R plati
—00 < x < 400, nazyvame rozsirenou mnozinou redlnych cisel.

Pokud nemutize dojit k nedorozumeéni, znaménko + vynechdvame a piSeme pouze
00. Prvky +o00 a —oo se také nékdy nazyvaji neviastni body rozsitené ciselné osy.
O cislech x € R pak tikame, Ze jsou to vlastni body.

Poznamka 1.17. Symbol +oco resp. —oo si mliizeme piedstavovat jako ,,obrovské*
kladné resp. zaporné ¢islo (vetsi resp. mensi nez libovolné konkrétni redlné Cislo
x € R). Na zaklad¢ této intuitivni predstavy je uziteCné rozsitit nékteré operace s re-
alnymi ¢isly i na mnozinu R*, coz se ukaze v dal§im vyhodné pfii po€itani s limitami.
Konkrétné pti oznaceni ¢ € R, 0 < k < +00, —00 < z < 0 zavadime nasledujici
operace:

1. ¢ 4+ (£00) = (£00) + ¢ = F00,

+00 + (+00) = 400, —00 + (—00) = —o0.
Nedefinujeme: 0o + (—00), —00 + (+00).

2. k- (+00) = +o00, Z - (400) = —o0,
k- (—00) = —o0, Z - (—00) = 400,
400 - (+00) = 400, —00 - (—00) = +00,
100 - (—=00) = —0o0.

Nedefinujeme: 0 - (+00).
3. Proa, b € R* definujeme a — b = a + (—1) - b, s nasledujicimi vyjimkami.
Nedefinujeme: +00 — (+00), (—00) — (—00).

C
4, — =0.
Fo0
. oo 0 k z 400 —0
Nedefinujeme: —, _— —

+00’ 07070 0 > 0

Dale pripomeneme definice riznych typt intervali.

Definice 1.18. Jsou-li

1. a, b € R* takové, Zze a < b, polozime (a, b) = {x €R: a < x < b} (tzv. otevieny
interval);

2.a,b € R,a < b,polozime [a, b] = {x € R, a < x < b} (tzv. uzavreny interval),

3.aeR,beR" a<b,polozime [a,b) = {x e R;a < x < b};

4. a € R*,b € R,a < b, polozime (a, b] = {x € R;a < x < b}.

U variant 3 a 4, pokud jsou oba koncové body a,b z R, se pouziva nazev
polootevireny nebo polouzavieny interval; pokud je z R jen jeden koncovy bod, tj. jde
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ointerval [a, +00) nebo (—00, b], jedna se o uzavieny interval. Dale je (—oo, +00) =
= R. Tento interval je otevieny i uzavieny.

Intervaly, jejichz oba koncové body jsou z R, se nazyvaji ohranicené, v opacném
pripad¢ jde o neohranicené intervaly.

V matematické analyze hraji dilezitou roli ¢iselné mnoziny zvané okoli bodu.
V nasledujici definici zavedeme tento pojem pro body na rozsirené ¢iselné ose R*.

Definice 1.19. Necht’ xy, 5 € R, § > 0. Pak interval 0'(xy) = (xog — 8, x¢9 + 6)
nazveme okolim bodu x, interval [x¢, xo + &) pravym okolim bodu x( a interval
(xo — &, x0] levym okolim bodu xo. Mnozina &'(xg) . {x¢} se nazyva ryzi nebo
prstencové okoli bodu x.

Bud’'a € R. Pak interval '(+00) = (a, +00) nazveme okolim bodu +0o0 a interval
O (—o0) = (—00, a) okolim bodu —oo.

Ptiklady riiznych okoli i s tim, jak je zndzornujeme, jsou na obr. 1.1 a).

Pokud je dulezita konkrétni velikost okoli ve vlastnim bod¢ xy € R, piSeme
misto &'(xg) podrobngji Os(xp). Checeme-li ve slovnim vyjadieni zdiraznit velikost
tohoto okoli, mluvime o §-okoli bodu x.

U okoli nevlastnich bodi jsme velikost zatim nezavedli, coz je nékdy nevyhodné.
Je mozné to odstranit nasledovné. Protoze okoli vlastniho bodu se se zmensuji-
cim § zmensuje, chtéli bychom, aby to u okoli nevlastnich bodii bylo obdobné. Proto
klademe Os(400) = (1/8,400) resp. Os(—o0) = (—o0, —1/§) a tyto mnoziny
nazyvame §-okoli bodu +oo resp. —oo.

Dlvodem zavedeni ryziho okoli vlastniho bodu je, ze v nékterych uvahach je
vyhodné vyloucit stied okoli. Kone¢né si vSimnéte, ze '(a), kde a € R*, je vidy
otevieny interval.

Pro fadu dikazl je dulezité, Ze okoli maji dvé vlastnosti popsané v nasledujici
poznamce. Jejich znazornéni (pro okoli bodll z R) je jasné — viz obr. 1.1 b).

Poznamka 1.20 (Charakteristické vlastnosti okoli). Plati:

1) Jsou-li Oy, (x¢), U5, (xo) okoli bodu xy € R*, pak rovnéz 0y, (xo) N O, (xo) je okoli
bodu xg.

ii) Jsou-li x1, x, € R* razné, tj. x; # x,, pak existuji okoli Ty, (x1), O, (x,) takova,
26 ﬁgl (X]) N ﬁgz()@) = @

U prvni vlastnosti je totiz O, (xo) N s, (xo) = Os(xp), kde § = min{s,, §,}. U druhé
vlastnosti je v piipadé¢ vlastnich bodd |x; — x,| > 0 a staci vybrat libovolna kladna
31, 8, tak, aby 8; + 8, < |x; — x2|. Je-li néktery bod nevlastni, postupuje se obdobné¢.
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LN

xp— 96 X0 x0+§6 X0 X0+ 46 x0— 3§ X0

a) Okoli, pravé okoli a levé okoli bodu x

LN LN ’ LY c

x0— 68 x0o—081 xo xo+681 X0+ X1 —061 X1 x1+61 x2—9682 x3 xp+ 6

b) Vlastnosti okoli

Obr. 1.1: Okoli bodu

1.3. Pojem funkce

Definice 1.21. Bud'M C R. Zobrazeni f: M — R nazyvame redlnou funkci redlné
proménné nebo struéné funkci jedné promeénné.

Mnozina M se nazyva defini¢ni obor funkce f a znaci se D(f), mnozina H (f) :=
= {f(x) : x € M} se nazyva obor hodnot funkce f.

Piikladem realné funkce redlné proménné je f(x) = x2. Podobné zobrazeni
f: M — N,kde

e M C R, N = C nazyvame komplexni funkci redlné proménné (napt. f(¢) =
= cos ¢ + isinp);

e M < C, N = Rnazyvame redlnou funkci komplexni proménné (napt. f(z) = |zl);

e M C C, N = Cnazyvame komplexni funkci komplexni proménné (napft. f(z) = z).

V tomto skriptu budeme nadale pracovat s realnymi funkcemi realné proménné
(nebude-li feceno jinak). Pro tento pfipad je velmi dilezité grafické znazornéni.

Definice 1.22. Grafem realné funkce realné proménné f: D(f) — R je mnozina
bodii G = {(x, f(x)) € R?> : x € D(f)},kde (x, y) zna¢i bod roviny s pravotthlymi
soutadnicemi x a y.

Umluva: Je-li f zadand analyticky (vzorcem) a nebude-li udan jeji defini¢ni obor,
budeme D ( f) rozumét nejvetsi mnozinu realnych Cisel x, pro néz ma vzorec f smysl.

Priklad 1.23. Urcete defini¢ni obor a obor hodnot funkce
x—1

JC()C)Z)CT2

a rozhodnéte, zda se jedna o prostou funkci.
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Reseni. Podle nasi umluvy je defini¢ni obor
funkce f mnozina vSech realnych x, pro néz
podil £= existuje, tj. D(f) = R~ {2}. Nyni
jesté musime zjistit obor hodnot, tj. urcit, ja-
kych viech hodnot mize nabyvat y = =,
Pocitejme:

x—1=ykx-=2),
x—xy=1-=2y,

1 -2y
= T

X

; y# L

Je vidét, ze ke kazdému y # 1 existuje prave Obr. 1.2
jedno x, funkce f je tedy prosta a obor hodnot
je H(f) = R~ {1}. Grafem je rovnoosa hyperbola — viz obr. 1.2. A

Priklad 1.24. Funkce
x prox >0,
x| =
—x prox <0
se nazyva absolutni hodnotou. UrCete jeji defini¢ni obor a obor hodnot a nakreslete
graf.

Reseni. Podle své definice je tato funkce definovana pro kazdé realné &islo a vysled-
kem muize byt libovolné nezaporné realné Cislo. Tedy D(|.|) = R, H(|.]) = [0, c0).

Graf je tvofen dvéma polopfimkami — viz obr. 1.3 a). A
yoy=Ixl y=1lx] |y y=sgnx |y
1 — 1 p————
0 x -1 [0 1 2% o X
— —q—1
a) b) c)

Obr. 1.3: Grafy funkci
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Poznamka 1.25 (Zakladni vlastnosti absolutni hodnoty). Absolutni hodnota je
velmi dilezitd a ma fadu jednoduchych, ale vyznamnych vlastnosti, dokazovanych
na stfedni Skole. Mezi n¢ patii zejména (x, xg, x1, X, € R, ¢ > 0):

X x|

Lofx| >0, [|x|>x, |=x|l=Ix], I[xix2|=Ix1llx2], |—|= m pro x; # 0,
2 2

2. |x1 + x2| = x| + [x2l;

3. |lxt] = 2l | < Ix1 — xal;

4. |x — xo| < e prave tehdy, kdyz xo — & < x < x9 + &, neboli kdyz x € O, (xy).
Dale pro praci s rozsifenou mnozinou realnych ¢isel klademe |—oo| = |[+00| = +o00.

Priklad 1.26. Funkci [x] = n, kde n € Z je urCeno nerovnostmi n < x < n + 1,
nazveme funkci celych casti. Urcete jeji definicni obor a obor hodnot a nakreslete
graf.

Reseni. Slovné lze funkci popsat tak, Ze &islu x je piifazeno nejvétsi celé &islo, které
je mensi nebo rovno x. Funkce je definovana pro kazdé realné Cislo, tedy D([.]) = R.
Ziejme je H(|.]) C Z. Protoze pro x € Z je |x] = x, plati i opacna inkluze, takze
H(|.]) = Z. Graf je slozen z polouzavienych use¢ek — viz obr. 1.3 b). A

Priklad 1.27. Funkce
1 prox >0,

sgn(x) = 0 prox =0,
—1 prox <0

se nazyva signaturou. Ztejme je D(sgn) = R, H(sgn) = {—1, 0, 1}. Graf je tvofen
dvéma otevienymi polopiimkami a bodem — viz obr. 1.3 ¢).

1 e Q,
Priklad 1.28. Funkce x(x) = prox € Q se nazyva Dirichletovou funkci.
0 proxel

Urcete jeji defini¢ni obor a obor hodnot.

Reseni. Ziejméje D(x) =R, H(x) = {0, 1}. A

Definice 1.29. Funkce f se nazyva shora ohranicend, jestlize existuje U € R
takové, ze f(x) < U prokazdé x € D(f),zdola ohranicend, jestlize existuje L € R
takové, ze f(x) > L prokazdé x € D(f), aohranicena, jestlize je ohrani¢ena shora
i zdola, tedy jestlize existuje K € R, K > 0, takové, ze | f(x)| < K pro kazdé
x € D(f).

Uvédomte si, ze ohranicenost se tyka oboru hodnot. Pfi oznaceni z definice, je-li
funkce ohranicena shora, lezi cely graf pod piimkou y = U, je-li ohrani¢ena zdola,
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lezi cely nad pfimkou y = L a je-li ohranicena, lezi cely mezi dvojici takovych
ptimek (lze vzdy volit symetricky ptimky y = K ay = —K).

Definice 1.30. Rekneme, ze funkce f je sudd, jestlize pro kazdé x € D(f) plati
—x € D(f) a f(—x) = f(x) (graf je soumérny vzhledem k ose y), a frekneme, ze
funkce f je licha, jestlize pro kazdé x € D(f) plati —x € D(f)a f(—x) = — f (x)
(graf je soumérny vzhledem k pocatku).

Priklad 1.31. Oveéite, zda jsou nasledujici funkce sudé nebo liché. Jsou ohranicené?

1 —x2 1+x

a) f:y= T

X
x241°

Reseni. Vzhledem k imluvé uvazujeme maximélni defini¢ni obor, tj. u viech tfi
funkci je definicnim oborem mnozina R: D(f) = D(g) = D(h) = R.
—Xx

—X
) f=x0) = (—x)2+1 241 X241
Funkce je ohranic¢ena. Pro libovolné x € R totiz plati:

— f(x). Tedy f je licha funkce.

(x]=D? >0 & [x]*=2|x[+1 >0 & x*+1 > 2|x| & = > =

Plati tedy | f(x)] < 1/2. VSimnéte si, Ze v pfedchozich upravach nastava rovnost
prave tehdy, kdyz |x| = 1, tj. pro x = £1. Lze tedy volit za ohraniCujici ptimky
y=1/2ay =—-1/2,t. U = 1/2a L = —1/2, a tyto hodnoty nelze zlepsit,
protoze f(1) =1/2a f(—1) = —1/2. Graf je znazornén na obr. 1.4 a).
2 2
b) g(—x) = 1 . E_gz - 1 +; — ¢(x). Tedy g je sudé funkce.
I tato funkce je ohranicenad. Je totiz

1 — x? 2—1—x? 2
= = —1> -1
1+ x2 1+ x2 14+ x2
a podobn¢
1 — x? 1+ x2—2x2 2x2
= =1_ Sl’
1+ x2 1+ x2 1+ x2

pficemz rovnost nastane jen pro x = 0. Graf je znazornén na obr. 1.4 b). Za ohra-
niceni shora je mozné volit pfimku y = 1, které nelze zlepsit, protoze g(0) = 1.
Nejlepsi odhad zdola je y = —1.



14 Pojem funkce

X
y

1 1= x2

/ \ e
0] X

—_ oY T
b) suda ohranic¢ena funkce

19) X

¢) ohrani¢ena funkce

Obr. 1.4: Grafy funkci z prikladu 1.31

¢) Vidime napf., ze h(1) = 1, h(—1) = 0. Nasli jsme tedy jednu hodnotu x takovou,
ze neplati ani h(x) = h(—x), ani h(—x) = —h(x). Funkce & tedy neni ani suda
ani licha.
Také tato funkce je ohrani¢end. Plati (s vyuzitim nerovnosti 2 z poznamky 1.25 a
odhadu z ¢asti a))

1+x B 1 n X
14+x2] |[1+x2 14+ x2

1
1+ x2

s

<1 .
+ ‘ 1+x2| + 2 2
Tedy |h(x)| < 3/2. Grafje znazornén na obr. 1.4 ¢). Z obrazku je vidét, ze odhady
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by Slo zlepsit, ale uz neni tak snadné urc€it nejlepsi mozné hodnoty. S nastroji, které
to umozni, se budeme seznamovat v dal$im textu. A

Definice 1.32. Funkce f se nazyva periodickd s periodou p € R, p > 0, jestlize
plati, ze pro kazdé x € D(f)jetakéx = p € D(f)a f(x +p) = f(x — p) =
= f(x). Nejmensi perioda funkce je nejmensi prvek mnoziny vsech period této
funkce (pokud ovSem existuje).

Ma-1i funkce periodu p, pak také ¢isla 2p, 3p, ... jsou periody, takze mnoZzina
period dané funkce je bud’ prazdna, nebo nekone¢na. Typickym piikladem periodic-
kych funkei jsou funkce goniometrické. Periodicka je rovnéz konstantni funkce, ktera
ma za periodu dokonce libovolné kladné realné ¢islo. Protoze min{x € R : x > 0}
neexistuje, nema tato funkce nejmensi periodu.

Priklad 1.33. Najdéte nejmensi periodu funkce sin %x + cos 2x a nakreslete jeji graf.

Reseni. Tato funkce ma ziejmée nejmensi periodu 67. Graf je zndzornén na nasledu-
jicim obrazku. A

WAVAWA J\y/\/\/,\
v EEVAVA VAR MEAVAVAVEE

Obr. 1.5

Poznamka 1.34. Jak jiz bylo feceno, ne kazda periodicka funkce musi mit nejmensi periodu.
Napt. Dirichletova funkce x z prikladu 1.28 ma evidentné za periodu libovolné kladné
racionalni ¢islo, ale min{x : x € Q, x > 0} neexistuje, takze nejmensi periodu tato funkce
nema. Funkcemi, které maji nejmensi periodu, jsou funkce goniometrické.

Méné trivialnim ptikladem funkce majici nejmensi periodu je tzv. Riemannova funkce
definovana takto: p(x) = 1 prox € Z, p(p/q) = 1/q pro p € Z, q € N, p, g nesoudélné, a
p(x) = 0 pro x € I. Tato funkce ma za periody prave prirozena Cisla, nejmensi perioda je 1.

O existenci nejmensi periody 1ze dokazat nasledujici vysledky:
1. Necht' G s je mnozina vSech period funkce f. Je-liinfGy =w > 0,jew € Gy, tj. w je
také perioda— viz cviceni 6 v kapitole 2.
2. Je-li periodickd nekonstantni funkce spojita aspon v jednom bodé, ma nejmensi periodu
— viz cviceni 12 v kapitole 4. (S pojmem spojitosti se seznamite v kapitole 4.)
3. Ma-li funkce nejmensi periodu, pak vSechny ostatni periody jsou jeji celociselné nasobky
— viz cviceni 6 v této kapitole.
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a) rostouci b) neklesajici

Obr. 1.6: Monotonni funkce

Dalsi vlastnosti, které funkce mohou mit, se tykaji tzv. monotonie.

Definice 1.35. Necht je dana funkce f: D(f) — R a mnozina I C D(f). Pak
funkci f nazveme

rostouci na mnoziné 1, jestlize pro kazda dvé x|, x, € [ takova, ze x; < xp, je
fx) < fx2),

klesajici na mnozine 1, jestlize pro kazda dveé x;, x, € [ takova, Ze x; < x», je
fx) > fx),

nerostouci na mnoziné 1, jestlize pro kazda dvé x;, x, € [ takova, ze x; < x,, je
fx) = f(x2),

neklesajici na mnoziné 1, jestlize pro kazda dveé x|, x, € I takova, ze x| < x,, je
F&x) = fx).

Funkce, ktera ma nékterou z uvedenych Ctyf vlastnosti, se nazyva monotonni na
mnoziné 1. Funkce, ktera je rostouci nebo klesajici, se nazyva ryze monotonni.

V praxi byva mnozina I nejcastéji intervalem anebo je I = D(f). Pro vySetfrovani
monotonie funkci dosud nemame vhodné nastroje, proto priklady zatim odlozime.
Na obr. 1.6 a) je zndzornéna funkce rostouci na intervalu, na obr. 1.6 b) funkce
neklesajici na intervalu. Funkce na obr. 1.6 a) je samoziejm¢e rovnéz neklesajici na
svém defini¢nim intervalu.

Kromé pojmu funkce monotonni na mnoziné se zavadi také pojem funkce mono-
tonni v bod¢. Zatimco prvni pojem je tzv. globalni, druhy je tzv. lokalni.
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Definice 1.36. Rekneme, ze funkce f je rostouci v bodé xq, jestlize existuje okoli
O(x9) = (xg — 8, x0 + 8) tak, ze pro xo — § < x < x¢ je f(x) < f(xo) a pro
Xo <X <xo+8je f(x) > f(xg).

Analogicky se definuje funkce klesajici v bode, neklesajici v bodé a nerostouci
v bodé. Spolecny nazev pro tyto Ctyfi vlastnosti je funkce monotonni v bodé, pro
prvni dv¢ vlastnosti pak funkce ryze monotonni v bode.

V predchozi definici se pozaduje existence funkcnich hodnot v jistém okoli
bodu x,. Implicitn¢ se tedy fika, ze musi existovat okoli O'(xy) takové, ze plati
O(x0) € D(f).

Pokud je definicnim oborem funkce f interval a bod x( je jeho krajnim bodem,
pozaduje se splnéni ptislusné nerovnosti jen v piislusném levém nebo pravém okoli.

Pro pfipad, ze definicnim oborem f je interval, je vztah mezi monotonii na
intervalu a v jeho jednotlivych bodech popsan v nasledujici véte. V jejim dikazu si
vsimnéte, jak dulezitou roli hraje axiom (R13) o existenci suprema z definice 1.8.

Véta 1.37. Funkce je rostouci na intervalu pravé tehdy, kdyz je rostouci v kazdéem
jeho bode. Analogicka tvrzeni plati pro dalsi typy monotonie.

Duikaz. Je-1i f rostouci na intervalu /, je zfejmé rostouci v kazdém jeho bod¢. Dikaz opac-

Necht'xy, x2 € I, x1 < x2. Oznac¢me A = {x € [x1,x2] : f(x) > f(x1)}. Protoze f je
rostouci v bodé x, existuje okoli Iy, (x1) takové, ze pro x € (x1, x1 + 81) je f(x) > f(x1),
takze mnozina A je neprazdna. Dale je shora ohraniCena ¢islem x», tudiz existuje sup A =
=c¢ < xp. Ukazeme, Ze c € A.

Protoze f je rostouci v bodé c, existuje okoli Oy, (c) takové, ze pro x € (¢ — 82, ¢) je
f(x) < f(c)aprox € (¢, c+82)N[x1, x2]je f(x) > f(c).Necht'c ¢ A.Z definice suprema
vyplyva, ze existuje x3 € (¢ — 82,c¢) N A. Pak f(x1) < f(x3) < f(c), coz je spor, a tedy
ceA.

Pfipustime, Ze ¢ < x». Pak proxs4 € (c, c+82) N[x1, x2]je f(x1) < f(c) < f(xa),takze
x4 € A. To je ale spor s definici suprema c. Tedy x» = ¢ € A aplati f(x1) < f(x2). O

Priklad 1.38. Ovéite, ze funkce
x+1 prox <0,
fx) = 0 prox =0,

x—1 prox >0

je ryze monotonni v kazdém bod¢, ale neni monotonni na mnozin¢ R. Rozhodnéte,
zda je tato funkce monotonni na mnoziné M = (—1, 0) U (0, 1).



18 Pojem funkce

Reseni. Funkce je zfejmé rostouci na

Y Yy=F) intervalu (—oo, 0) a podobné je rostouci

1 na intervalu (0, +00). Je tedy rostouct

v kazdém bode x # 0. V bodé x = 0 je

/ viak klesajici — za okoli €(0) vyhovu-

~1 O 1 ¥ jici definici 1.36 Ize volit napt. interval

1 (—1, 1). Ze neni monotonni na R, plyne

z véty 1.37, je to vsak jasné i bez ni —
viz obr. 1.7.

Obr. 1.7 Ani na mnoziné M neni funkce f
monotonni. Vzhledem k ptedchozim uvaham by musela byt leda rostouci, ale plati
f(= =1> -1 = f(}), piicemz —1 < 1. Viimnéte si, ze funkce f roste
v kazdém bod¢ mnoziny M. Nejde v$ak o spor s vétou 1.37, protoze M neni interval.
A

Priklad 1.39. Dokazte, ze funkce f(x) = x(2 + cos(l/x)) prox # 0, £(0) =0, je
rostouci v bodé¢ 0.

Reseni. Protoze pro x # 0je —1 < cos(1/x) < 1,je 1 <2+ cos(1/x) < 3. Tedy
fxX)=x>0=f0)prox >0a f(x) <x <0= f(0) prox < 0.

Pritom lze ovéftit, ze tato funkce neni monotonni na zadném ryzim levém okoli
(=46, 0) ani na zadném ryzim pravém okoli (0, §), kde § > 0 — viz cviceni 10 ke
kapitole 6. A

Definice 1.40. Budte ¢: D(¢) — Ra f: D(f) — R funkce.

Pak F = {(x,y) € R?> : 3u € R svlastnosti (x,u) € ¢ A (u,y) € f} se nazyva
slozena funkce. Piseme F(x) = f[e(x)]. Funkce ¢ se nazyva vnitini slozkou,
funkce f vnéjsi slozkou.

Snadno se ovéfi, Ze relace F € R? z predchozi definice je zobrazenim, takze
jde skute¢né o funkci. Z definice vyplyva, ze musime najit ta x € D(p), pro néz je
u = ¢(x) € D(f).Hodnotu slozené funkce potom dostaneme dosazenim tohoto u do
funkce f,tj. F(x) = f(u) = flp(x)]. Aby tedy slozend funkce existovala (tj. aby
mnozina dvojic s vlastnosti pozadovanou v definici 1.40 nebyla prazdna), je nutné a
staci, aby H (@) N D(f) # 0.

Rozklad do slozek samoziejmé neni jednoznaé¢ny. Napf. pro funkci (x +1)> mame
,prirozeny* rozklad ¢ (x) = x + 1, f(u) = u? a ,,umély* rozklad (jeden z nekone¢né
mnoha) p(x) = 2(x + 1), f(u) = § u>.

Priklad 1.41. Urcete slozky nasledujicich funkci a najdéte jejich defini¢ni obory:
a) sinx?, b) V1 —x2, ¢) log(—x?).



1.3 Pojem funkce 19

Reseni.

a) Je p(x) = x%, D(¢) = R, f(u) = sinu, D(f) = R. Protoze plati H(p) =
= [0, +00) € D(f), je F(x) = fle(x)] = sinx? definovand na D(F) = R.

b) Je p(x) = 1 —x% D(p) = R, f(u) = /u, D(f) = [0, +00). Tedy F(x) =
= flp(x)] = +/1 — x? existuje, jen pokud D(¢) zizime na interval [—1, 1],
nebot'pak 1 — x? € [0, 1] € [0, 00) = D(f). Tudiz D(F) = [—1, 1].

) Je p(x) = —x2, D(¢) = R, f(u) = logu, D(f) = (0, +00). Protoze H(p) =
= (—00,0],je H(p) N D(f) = ¥ aneexistuje slozena funkce F(x) = flp(x)] =
= log(—x?). A

Poznamka 1.42. Proces skladani funkci lze n€kolikrat opakovat a obdrzime tak
funkci vicenasobné sloZenou.

Priklad 1.43. Urcete slozky a defini¢ni obor slozené funkce
f:y=1log?+/cosx

Reseni. Je y = w?, w = logv, v = /u, u = cos x. Uréime defini¢ni obor funkce f.
Musi byt u = cosx > 0. Pak bude i v > 0, tedy

2

pH=J <(4k . 1)%, (4k + 1)%).

keZ A

V nasledujici definici je zaveden velmi dilezity pojem inverzni funkce.

Definice 1.44. Necht’ f je funkce, kterd je bijekci mnoziny D( f) na mnozinu H (f).
Pak f=! = {(y,x) : (x,y) € f} se nazyva inverzni funkci k funkci f.

Poznamka 1.45.

i) Z predchozi definice vyplyva, Ze k funkci f existuje inverzni funkce f~! pravé
tehdy, kdyz f je prostd funkce, tj. kdyz pro x1,x, € D(f), x;1 # x, plati
) # f(x).

ii) Mezi defini¢énimi obory a obory hodnot plati nasledujici vztahy:

D(fTH=H() a H(UH=D).

Déle f~'(y) = x pravé tehdy, kdyz f(x) = y.
iii) Inverzni funkci k funkci f~! je f.
iv) Plati: f~!(f(x)) = x pro kazdé x € D(f),
f(f71 () = yprokazdé y € H(f).
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v) Funkce y = f(x)ax = f~!(y) chapané jako relace jsou tvofeny tymiz dvojicemi
(x,y) € R x R. Pii zapisu funkce je bézné znacit nezavislou proménnou x a
zavislou proménou y, proto misto vztahu x = f~'(y) piseme y = f~'(x).
Protoze

x,yle f & [yxlef,
jsou grafy prosté funkce y = f(x) a funkce k ni inverzni y = f~!(x) symetrické
podle piimky y = x.

Véta 1.46. [nverzni funkce k funkci f rostouci (klesajici) na mnoziné D(f) je rostouct
(klesajici) na mnozine H(f).

Duikaz. Nejprve poznamenejme, ze je ziejmé, ze ryze monotonni funkce f je prosta,
tedy inverzni funkce f~! existuje. Budeme piedpokladat, e f je napf. rostouci, a
ukazeme, ze f~! je také rostouci.

Piipustme, 7e funkce f~! neni rostouci. Existuji tedy takova yi, y, € H(f),
y1 < y2, pro ktera f~'(y;) > f~'(y). Funkce f je rostouci, z ¢ehoz plyne, Ze

FfF'On) = F(f~'(n)), atedy y; > y, coz je spor. Funkce f~! je tedy rostouci.
Dukaz pro ptipad, ze f je klesajici, se provede analogicky. U

Cviceni
1. Nakreslete grafy funkci:
a) |x—1], b) 2 —Ix|, ¢ lx—1+Ix+1]

2. Reste nasledujici nerovnice:
a) [x—1]<2—=Jx|, b)) 2—x]<3, ¢ 2-=3x|>x—1]+x+1].
3. Nakreslete grafy nasledujicich funkci. Rozhodnéte, zda jsou periodicke, a pokud
ano, urcete jejich nejmensi periodu.
a) y=ux—|[x], b)  x(x(x)).
4. Rozhodnéte, zda pro kazdé x € R plati:
a) sgnlx| =|sgnx|, b) [lx]| = LixIJ.
5. Dokazte, ze kazdou funkci definovanou na ,,symetrickém‘ definicnim oboru (tj. pro

x € D(f) jetaké —x € D(f)) lze jednoznacné vyjadrit jako soucet sudé a liché
funkce.
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6. Dokazte tvrzeni 3 z poznamky 1.34.
7. Dokazte: Necht’ f je licha funkce. Je-li 0 € D(f), pak f(0) = 0.
8. Existuje funkce definovana na R, ktera je soucasn¢ suda i licha?

9. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich funkei je licha a ktera suda:

A +1, b Lo L d -1, e —i

X

10. Najdéte inverzni funkei k funkcim
2x — 1

a) Y=3T5

x—3 1
b) y=10"", c) y:;.

*®

Matematika je jemnd dohoda o tom, Ze dvé a dvé jsou Ctyri.

*

Jeden filosof nechtel verit Bertrandu Russellovi, kdyz mu tvrdil, Ze z nepravdi-
vého tvrzeni vyplyva jakékoliv tvrzeni. Povida: ,, To tvrdite, Ze z vyroku dvé a
dvé jsou pét, vyplyva, Ze jste papez? ** Russell prisvédcil. Filosof pochyboval.
,, Miizete to dokazat? ** Russell mu odpovédél: ,, Zajisté, * a na misté vymyslel
tento diikaz:

1. Predpokladejme, ze 2 +2 = 5.

2. Odecteme-li od obou stran rovnice dve, vyjde nam 2 = 3.

3. Prevedeme-li obé strany rovnice na strany opacné, vyjde nam 3 = 2.
4. Kdyz od kazdé strany odecteme 1, vyjde nam 2 = 1.

No a papez a ja jsme dvé osoby. Ponévadz dvé se rovna jedné, papez a ja
Jjsme jedna osoba. Jsem tedy papez.
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Kapitola 2

Posloupnosti

Dilezitym specialnim pfipadem funkce je posloupnost, tj. funkce definovana na mno-
zin¢ pfirozenych cisel. Obsahem této kapitoly je pojem limita a obecnéjsi pojem
hromadné body posloupnosti. Pomoci limity jisté posloupnosti budeme definovat
Eulerovo cislo, které je dilezité pro zavedeni elementarnich funkci.

2.1. Limita posloupnosti

Definice 2.1. Posloupnost je zobrazeni a : N — R, jehoz hodnoty obvykle misto
a(n) znacime a,. Hodnotu a,, nazyvame n-ty ¢len posloupnosti a celou posloupnost
pak zapisujeme {a,}>>, nebo {a,}, pfip. (a,).

Posloupnost je nejcastéji zadana bud vyctem clenu, tj. {a,}2, = {ai, az,...},
nebo rekurentnim vzorcem, napi. a,+1 = a, + d, a; = 1, nebo explicitnim vzorcem
1

pro n-ty Clen, napt. a, = .

Poznamka 2.2. Posloupnost {a,} se nazyva

rostouct, jestlize a, < a,+, prokazdén € N;

klesajici, jestlize a,, > a,+; pro kazdé n € N;

nerostouct, jestlize a, > a,+, prokazdén € N;

neklesajici, jestlize a, < a,y; prokazdé n € N;

shora ohranicena, jestlize existuje U € R takové, ze a, < U pro kazdé n € N;
zdola ohranicend, jestlize existuje L € R takové, ze a, > L pro kazdé n € N;
ohranicena , jestlize je ohrani¢ena shora a i zdola.

Poznamenejme, ze takto definované pojmy jsou ve shod¢ s definicemi 1.29 a 1.35
pro funkce a: M — R s obecnou mnozinou M C R.
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Obr. 2.1: Definice limity posloupnosti

Definice 2.3. Necht je dana posloupnost {a,} a &islo A € R. Rekneme, Ze posloup-
nost {a,} ma limitu A, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje ny € N takové, ze pro
kazdé n > ny plati, ze |a, — a| < e. Pomoci kvantifikatori Ize psat:

Ve > 03dny € Ntak, ze Vn > ng plati |a, — A| < e.

Pokud ma posloupnost {a,} limitu, fikdme, ze konverguje, a znacime lim a, = A,
Eﬁpadné a, — Apron — o0. o
Rekneme, ze posloupnost {a,} ma limitu +o0, jestlize jestlize ke kazdému A € R
existuje nog € N takové, ze pro kazdé n > ng plati, ze a, > A. Zna¢ime lim a, =
= 400 a pomoci kvantifikatori zapisujeme o

VA > 03ny € Ntak, ze Vn > ng platia, > A.

Podobné¢ definujeme lim a, = —oo. Pokud ma posloupnost {a,} limitu 400 nebo
n—>oo

—o00, fikdme, ze posloupnost diverguje. Jestlize posloupnost nekonverguje ani ne-
diverguje, fekneme, ze osciluje.

Misto terminu posloupnost konverguje resp. diverguje fikame téz, ze posloupnost
ma vlastni limitu resp. nevlastni limitu.

Poznamka 2.4. Plati |a, — A| < ¢ prave tehdy, kdyz a,, € (A — ¢, A + ¢).
Véta 2.5. Kazdd posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

Duikaz. Vétu dokazeme sporem. Necht’ {a,} je posloupnost a predpokladejme, ze

lim g, = a, lim b, = b, a,b € R aa # b. Bez uymy na obecnosti mizeme
n—oo n—0oo
b—a

predpokladat, ze a < b (pro a > b postupujeme analogicky). Zvolme ¢ := ==,
Podle definice limity existuji
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ny takové, ze Vn > ny platia, € (a —e,a + ¢),
n, takové, ze Vn > np platia, € (b —¢,b + ¢€).

Pron > max(n, ny) plati, ze a, € (a —e,a+¢) asoucasné¢ a, € (b —¢,b+¢),coz
je spor, protoze tyto intervaly jsou disjunktni (tj. jejich prinik je prazdnd mnozina).
Obdobn¢ se vysetii piipady a = —oo resp. b = +00. O

Priklad 2.6. Dokazte z definice, ze

a) lim — =0, b) lim n = oo.
n—->o0o n n—00

Reseni.

a) Necht’je dano libovolné ¢ > 0. Hledame n, takové, aby pro vSechna n > n platilo
10| <& Plat

1

n

1 1
= —-—<en>—.
n &

Zvolime ng := | 1 |[+1. Pak pro n > ng plati + < &. Tvrzeni je dokazano.

b) Necht’je dano libovolné A € R. Hledame n( takové, aby pro vsechna n > n bylo
n > A. Vidime, ze zvolime-li ny := max(|A] + 1, 1), pak n > A. Tvrzeni je
dokézano. A

Véta 2.7. Kazda konvergentni posloupnost je ohranicend.

Diikaz. K diikazu ohranicenosti posloupnost {a,} je tieba najit K € R tak, aby platilo
la,| < K pro vSechna n € N.

Ozna¢me A := lim a, a zvolme ¢ := 1. Podle definice limity k tomuto € existuje
n—o0

ng takové, ze pro vsechna n > ng plati |a, — A| < 1. Potom
lan| = lan — A+ Al < |a, — Al + |A] < 1+ A
Pokud plati np = 1, zvolime K := |A| + 1. V opacném piipadé¢ oznatme M :=

={la,| : n € N,n < ng} azvolme K := max(max M, |A| + 1). Pro takto zvolené K
plati |a,| < K pro kazdé n € N, coz jsme m¢li dokazat. O

2.2. Véty o limitach

Véta 2.8. Necht' lim a, = 0 a posloupnost {b,} je ohranic¢end. Pak lim a, -b, = 0.

n—oQ0 n—o0
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Duikaz. Chceme dokazat, ze ke kazdému ¢ > 0 existuje ng takové, ze pro vSechna
n>ngjela, b, — 0| <e,t.|a,|lb,] < e.

Podle predpokladi existuje K > 0 tak, ze pro vSechna n € N je |b,| < K. Dale
k n¢jakému e* > 0 (které uréime pozd¢ji) existuje n, tak, ze pro kazdé n > n, je
la,| < &*. Necht'tedy ng :=n, ae* := % Vidime, ze pro n > ng je

lan| - |bnl <& K =g,

a tvrzeni je dokazano. O

. 2 1
Priklad 2.9. Vypostéte Tim Sme’ 1)

n— 00 n

Reseni. Posloupnost {sin(n? + 1)} je ohrani¢ena: |sin(n® + 1)| < 2 pro viechna
n € N. Dale lim % = 0. Tedy podle predchozi véty je

n—oo

sin(n® + 1
lim sin(n” + 1) —0.
n—00 n A
Véta 2.10. Necht jsou ddany posloupnosti {a,}, {b,} a existuje n tak, zZe pro kazdé
n > ngjea, < b,. Pak plati:
1. Jestlize lim a, = 400, paki lim b, = +o00.
n—o00 n—oo

2. Jestlize lim b, = —oo, pak i lim a, = —oo.
n—00 n—00

Diikaz. Dukaz provedeme pouze pro tvrzeni 1 (druhé se dokdze analogicky).
Necht tedy lim a, = 400. Z definice limity k libovolnému A € R existuje n,
n—o0

tak, ze pro vsechna n > n, je a, > A. Navic dle predpokladu existuje n tak, ze pro

vSechna n > ng je a, < b,. Zvolme nj; := max(n,, no) a vidime, Ze pro vSechna
n > ngjeb, > a, > A atvrzeni je dokazano. U
n’>+n

Priklad 2.11. Urcete lim

n— 00 n

Reseni. Upravime tvar ¢lent posloupnosti:

n’>+n _nn+1)
no n

=n+1>n.

Protoze lim n = oo, je podle pfedchozi véty také

n—oo

. n? +n
lim = 00.
n—00 n A
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Véta 2.12. Necht jsou dany konvergentni posloupnosti {a,}, {b,} a lim a, = a,
n—o0
lim b, = b. Pak plati:

n—o0
1. Jestlize a < b, pak existuje n tak, zZe pro vsechna n > nq plati a, < b,,.

2. Jestlize existuje n tak, ze pro vSechna n > ng je a, < b,, pak a < b.

Diikaz. Prvni tvrzeni plyne snadno z definice limity. Druhé tvrzeni plyne z prvniho:
Kdyby bylo a > b, pak by pro velka n platilo a, > b,, coz je spor. O

I kdyz bude v druhém tvrzeni piedchozi véty platit a,, < b,, mize byt a = b, jak
ukazuje ptiklad posloupnosti @, = 1/n, b, =2/n,kdya = b = 0.
Véta 2.13. Necht jsou dany posloupnosti {a,}, {b,} a {c,} a ¢islo L € R takové, ze
a, < b, <c, provsechnan > ny, a lim a, = L = lim ¢,. Pak také lim b, = L.
n—oo n—o0 n—oo

Diikaz. Z definice limity k libovolnému ¢ > 0 existuji

n, takové, ze pro vSechnan > n,plati L — e < a, < L + ¢,

n. takové, ze pro vSechnan > n.plati L —¢ < ¢, < L + ¢.
Zvolime-li n§ := max(n,, n., ny), pak pro vSechna n > nj plati
L—¢<a,<b,<c,<L+e,

tj. |b, — L| < e. Tvrzeni je dokazano. O

Priklad 2.14. Urcete lim .
n—o00 n? +1

1
n2+1

Reseni. Pro kazdé n plati n> + 1 > n. Odtud mame 0 < < i, pfigemz 0 — 0

a + — 0. Podle predchozi véty

1

lim =0.
n—oo p2 +1 A
Véta 2.15. Necht' lim a, = a a lim b, = b, kde a, b € R. Pak plati:
n—oo n—oo
1. lim |a,| = |a].
n—oo

2. lim (a, + b,) = a + b.
n— oo
3. lim(a, -b,) =a-b.
n— oo
a

4. Pokud b # 0, pak lim 22 = ;

n—oo n
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Diikaz.
1. Podle predpokladu plati

Ve >03ngVn >ngy: |a, —al < e.

Z vlastnosti absolutni hodnoty plyne: ||a,| — |a|| < |la, — a| < & a tvrzeni je
dokazano.

2. Chceme ukazat, ze ke kazdému & > 0 existuje n( takové, ze pro vsechna n > ny
je [(a, + b,) — (a + b)| < e. Dle ptedpokladu existuje pro n¢jaké e* > 0 (urCime
je pozdeji)

n, tak, ze pro vSechnan > n, je la, —al < e*a

ny, tak, ze pro véechna n > n,, je |b, — b| < &™.
Zvolme ng := max(n,, ny) a &* := % Vidime, Ze pro vSechna n > n je :
|(a, +b,) — (a+b) = |(a, —a) + (b, —b)| < la, —al+|b, —b| <e"+e&" =¢

a tvrzeni je dokdzano.

3. Postupujeme obdobné¢ jako v piipade 2, opét k néjakému &* najdeme n,, n, po-
zadovanych vlastnosti. Déle podle véty 2.7 existuje K € R tak, ze |a,| < K pro
vsechna n € N. Upravujme:

la,b, —ab| = |a,b, —a,b+a,b—ab| < |a,||b, —b|+|b|la, —a| < K&*+|b|e".

Vidime, Ze kdyz zvolime &* := , je tvrzeni dokdzano.

e
K+1b]
4. Protoze % = a,, - -, staéi dokazat, ze - — 1, zbytek plyne z piedchoziho tvrzeni.
) by bn bn b
Nejprve provedeme upravu

1 1‘_ b — by

by, bl  |balb]

Podle tvrzeni 1 plati |b,| — |b| a podle véty 2.12 existuje n; tak, Zze pro vSechna
n>nyje |b,| > ';ﬂ > 0. Obdobn¢ jako v pfedchozich tvrzenich existuje k né-
jakému &* > 0 index n, tak, ze pro vSechna n > ny je |b, — b| < &*. Zvolme
ng := max(ny, n,). Pak pro vSechna n > n plati

*

b, b|

balbl B B

1 1‘_|b—b,,| )

Staci tedy zvolit ¢* := % a tvrzeni je dokdzano. O
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Poznamka 2.16.

a) Bez ptedpokladu existence obou limit posloupnosti nejsou upravy

lim (a, + b,) = lim a, + lim b,, lim a,b, = lim a, - lim b,
n—0o0 n—>oo n—0o0 n—oo n—0o0 n—oo
ekvivalentni. Napt. lim [(—1)” + (—1)”“] = 0, ale lim (—1)" neexistuje. Po-
n—00 n—00
dobn¢ lim [(—1)"- (=1)"] = 1.
n—>oo

Také uprava lim ca, = ¢ lim a, neni ekvivalentni pro ¢ = 0.
n—oo n—oo

b) Predchozi véta plati i pro a,b € R*, ma-li prava strana pfislusného vzorce
smysl, tj. je-li doty¢na algebraicka operace pro hodnoty a, b definovana — viz
poznamka 1.17.

. . 3?41
Priklad 2.17. Urcete lim .
n—o0 3n + n?

Reseni. Podle Véty 2.15 plati

2 1 1
n“(3+ > 345 340
1im¥=1im T 2D
Véta 2.18. Necht'je dana posloupnost {a,}.
1
1. Jestlize lim |a,| = +o00, pak lim — =0  (heslo é =0").
n—00 n—o00 @, »»
2. Jestlize lim a, = 0 a existuje ng takové, Ze pro vSechna n > ng je a, > 0, pak
n—o0
1
lim — = +o0 (heslo ﬁ = +00“).
n—>oo a, i
Analogicky plati tvrzeni vystizené heslem Oi_ =—00"
Duikaz.
1. Bud ¢ > 0. Chceme ukazat, Zze existuje no takové, ze pro vsechna n > ng je
L_0l= 7 < €. Z existence limity lim |a,| = +oo plyne, ze k ¢islu A := ;
n n n—o0
existuje ng tak, ze vSechna n > ng plati |a,| > é Pak pron > ngplati 0 < Ial_nl <ég

a tvrzeni je dokdzano.

2. Bud' A > 0. Chceme dokazat, ze existuje nj, takové, ze pro vSechna n > nj je
al > A. Podle predpokladu plati lim a, = 0. Proto k Cislu ¢ := % existuje n;
n n— 00

takové, Ze pro vSechna n > n; je a, € (—¢, ). Zvolme nj := max(ng, n;). Pak
pron >ngje0 <a, <e= %, odkud ai > A. Tvrzeni je dokazano. O
n
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[e.oX13

Poznamka 2.19. V piipadé limit typu ,,00 — 00, 2%, ”%“ limita miiZze existovat,
ale nemusi.

V piipadé typu g mohou nastat tfi pfipady: limita je +00, —oo nebo limita
neexistuje. Jako ilustraci uvedme

. 1
= 00, lim —
n—-o0 —

li

n—oo

7=~ nlingo ryr heexistuje.
n n

S =] =

Véta 2.20. Kazda neklesajici shora ohranicena posloupnost {a,} ma viastni limitu.
Pritom plati lim a, = sup{a;, az, ...}
n—oo
Podobné kazda nerostouci zdola ohranicena posloupnost {b,} ma vlastni limitu a
plati lim b, = inf{b;, by, ...}.
n—o0

Duikaz. Dokéazeme pouze prvni tvrzeni, ditkaz druhého se provede analogicky.
Necht’ {a,} je neklesajici posloupnost shora ohranicena. Podle axiomu (R13)
ma kazdd neprazdna shora ohrani¢enda mnozina supremum. Oznaime tudiz s :=
= sup{a, az,--- }, s € R, a dokazeme, ze lim a, =s.
Z druhé vlastnosti suprema plyne, ienpr(o)o kazdé ¢ > 0 existuje n( takové, ze
§ —e& < ay, < s.Posloupnost {a,} je neklesajici, proto pro kazdé n > ny je a,, < a,.
Odtud s — e < a, < s,nebolia, € (s — ¢, s + ¢). Tvrzeni je dokazano. [l

Priklad 2.21. Vypoctete limitu

: (1 1 1 )
lim (—+-—+-+———).

n—0o0
Reseni. Nejprve si uvédomime, ze plati (k_]—l)k =1 %
li : + : +--+ :
lm —_— — ... —_— =
n—oo\1-2 2.3 (n—l)n
. 1 1 n 1 1 P 1 1 i 1 1 1
= lim —_— = —_ — = _— = ]l1m —_ - = 1.
n—oo \ 1 2 2 3 n—1 n =00 n A

Priklad 2.22. Vypoctete

o1 —-24+3—-4+---—2n
lim .

n— 00 n2 + 1

Reseni. Podle vzorce pro soucet &lenil aritmetické posloupnosti je
s;(n)=1+3+5+---+(2n—1)=%(1+2n—1)=n2,

ss(n) =2—|—4+---—|—2n=%(2+2n)=n+n2.
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Potom
liml—2—|—3—4—i—---—2n — lim si(n) — s;(n) — lim n?>—n—n? _
n—00 n2+1 n—00 n2+1 n—00 I’l2+1
) —n -t i — -1
= lim L = lim = — =-1
n—o0 \/p2 + 1 rlt n—00 %4‘% 1 N

Priklad 2.23. Vypoctéte lim n(vn?+1—n).
n—o0

Reseni. Mame
n(vn?+1-n)(Vn?+1+n)
Jn24+14+n B

nn?+1—n? ) 1 1
Im — = —.

= m —7m =
n—00 /n2+1+n n—00 /1+ +1 2

Priklad 2.24. Vypoctéte

1imn< n2+1—n)= lim
n—oo

n—o0

V2n5 +3n 4+ 14 +/5n2 4 3n
m .
n—>o0 /2n3 +4n+1—3/5n5 + 1

Reseni. Vytkneme z kazdé odmocniny ¢len v nejvys§i mocniné

W‘3‘/2+%+n%+n-1/5+%
lim

n—>oo\/— 2+ + 3/n5.35+nL5

1. ’ 3
Zkratime zlomek vyrazem v/n> a dostaneme

3 1 1 3
V2tatmstgsyS+s  VZ40+0+0-4/510 .2

lim = = —/—.
— . _3
" “6}5-\/2+%+};—3_i/5+;_5 0-v2+0+0-35+0+0 5

Piiklad 2.25. Vypoctéte lim (vn2 +n+ 1 —+v/n2 —n).
n—o0
Reseni. Postupujeme obdobné jako v prikladé 2.23:

2 | — (n? —
Tim (V41— Vit ) = lim AT
>0 /n2 4+ n+1+Vn?>—n

o+ 1 241 2
= lim " = lim =Z=1

n—>oo\/n2+n+1+\/n2_n n—>oo\/1+ +n2+\/1__ 2
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2.3. Eulerovo cislo

Véta 2.26. Posloupnost {a,}, kde a, = (1 + %)" je rostouci a shora ohranicend,
posloupnost {b,}, kde b, = (1 + %)H], Jje klesajici a zdola ohranicena, jsou tedy obé
konvergentni. Maji tutéz limitu.

Duikaz. Ukazeme nejprve, ze posloupnost {a,} je rostouci a {b,} je klesajici. Pron > 2 je
podle Bernoulliovy nerovnosti (viz ptiklad 1.15)

ap ("ni])n n?—1\n n It n 1 n
- (R 0 e
an—1 (L)”_l n2 n—1 n2 n—1 n/ n—1

n—1

takze a, > a,—1 pro kazdén > 1. Podobné

bn-1 _ ()" =( n? )" n (1+ ! )n n

2—1) n+1 -

1 n n ! 1 n 1
>( +n2—1>'n+1 >< +;>.n+1 S
tedy b,—1 > b, prokazdé n > 1.
Protoze b, = (1 + %) -a, > a, pro viechnan € N, plati a; < a, < b, < by pro
n € N. Posloupnost {a,} je tedy shora ohrani¢ena a posloupnost {b,} je zdola ohrani¢ena.
Podle véty 2.20 maji ob¢ limitu. Kone¢né lim b, = lim (1 + %) -a, = lim a,. O
n—o0 n—oo n—o0

Spolec¢na limita obou posloupnosti z piedchoziho ptikladu ma velky vyznam.

Definice 2.27. Limitu e := lim (1 + %)" nazyvame Eulerovo cislo.

n—oo

Poznamka 2.28. O ¢islu e 1ze dokazat, ze je iracionalni — viz napf. [ 7, str. 81], [17, str. 181]
nebo [21, str. 89]; rovnéz Cislo m je iracionalni — viz [ 15, str. 183].

Cislo se nazyva algebraické, je-li kofenem néjakého nenulového polynomu s celodi-
selnymi koeficienty. Mezi tato Cisla patii vSechna raciondlni ¢isla. Prikladem iraciondlnich
algebraickych Gisel je tieba +/2, V2-3a pod. Zbyvajici realna Cisla se nazyvaji transcen-
dentni. Cislo e je transcendentni — viz [8, str. 147]. Také &islo 7 je transcendentni — viz [ 18,
str. 205]. Srovnejte téz ptiklad D.43 dodatku.

1 n
Jim, (1 +z) :

Reseni. Vyuzijeme znalost limity posloupnosti {(1 + %)n} Upravime

) 2 '

Priklad 2.29. Vypoctéte
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Oznac¢ime 2n = m a dostavame

1 2n 1 m
lim (1 + —) = lim (1 + —) = \/e.
n— 00 n m— 00 m

(Vyuzili jsme toho, Ze odmocnina je spojita funkce, plati tedy lim ,/a, = + lim q,, jak
n—o00 n—o00

uvidime dale ve véte 4.22.) A

2.4. Hromadné body posloupnosti

Definice 2.30. Necht’ {a,},2, je posloupnost a necht’ {n;}7>, je rostouci posloup-
nost pfirozenych cisel. Pak posloupnost {a,, };2, se nazyva vybrand posloupnost

(podposloupnost) z posloupnosti {a,};2 .

Priklad 2.31. Najdéte vsechny konvergentni podposloupnosti posloupnosti {a,} =
={(=D"}.

Reseni. Posloupnost {a,} = {(—1)"} ma vybrané konvergentni posloupnosti
{a2n}:{1v1v"'} a {a2n+]}:{_1v_1a"'}v
majici limity 1 resp. —1. Kazda jind vybrana posloupnost {a,, } bude konvergentni,

jen kdyz bude od jistého ¢lenu konstantni. To ukazeme nasledovné. K ¢islu0 < ¢ < 1
1ze najit ko takové, Ze pro k > ko je |a,, — a| < €, kde a je limita této posloupnosti.

Pak pro k, m > kg je |a,, —ay, | = |la,, —a +a —a,,| < l|a, —al+la,, —al <
< 2¢ < 2. Protoze |1 — (—1)| = 2, musi byt pro k > ko bud poiad a,, = 1 nebo
pofad a,, = —1. A

Véta 2.32. Necht' {a,,} je vybrand posloupnost z posloupnosti {a,} a lim a, = a.
n—o0
Potom lim a,, = a.
k— 00

Diikaz. Tvrzeni dokdzeme piimo z definice limity. Necht’ je dano libovolné ¢ > 0.
Pak podle predpokladu existuje n* takové, ze pro vSechna n > n* je |a, — a| < e.
Posloupnost {n;} je rostouci posloupnost prirozenych cisel, proto mizeme zvolit kg
tak, Ze ny, > n*. Pak pro vSechna k > k¢ je ny > ny, > n*, aproto plati |a,, —a| < e.
Tvrzeni je dokazano. U
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Predchozi véta se nékdy uziva pro dikaz neexistence limity dané posloupnosti.
Ukazme si to na jednoduché posloupnosti {a,} = {(—1)"} z prikladu 2.31. Kdyby
existovala limita lim (—1)" = a, pak by toto ¢islo bylo limitou i kazdé vybrané

n—0o0
posloupnosti, a proto by muselo platit, ze

a=1limay,=1lml=1, a= lim ay = lim(-1) =—1,
n—0o0 n—oo n—oo n—0o0

coz je evidentni spor, a tedy dana posloupnost {(—1)"} nema limitu.

Pro posloupnosti, které nejsou konvergentni, je dilezity pojem hromadného bodu
zobecnujici pojem limity posloupnosti.

Definice 2.33. Cislo a € R* se nazyva hromadny bod posloupnosti {a,}, jestlize
pro kazdé okoli &'(a) existuje nekonecn¢ mnoho indexii n € N, pro které plati, ze
a, € O(a).

Véta 2.34. Cislo a_je hromadnym bodem posloupnosti {a,} pravé tehdy, kdyz existuje
vybrana podposloupnost {ay,, } takova, Ze klim ay, =a.
—00

Diikaz. Tvrzeni snadno plyne pfimo z definice hromadného bodu a vybrané posloup-
nosti. O

2
Priklad 2.35. Najdéte vSechny hromadné body posloupnosti {a,} = {cos ?} .

Reseni. Budeme postupovat pomoci piedchozi véty — vysetiime vechny vybrané
podposloupnosti. Necht' k € N. Pro n = 3k dostavame

2nm 6k
cos = = CcoS =5 =cos2kn = 1.

Polozme n;, = 3k. Pak klim a,, = 1 acislo 1 je hromadnym bodem posloupnosti
—00
{a,}. Obdobné pro n = 3k + 1, kde k € N, dostdvame

2nT 2Bk + D~ 27 27 1
cos = cos = cos(an + —) =C0S— = ——
3 3 3 3 2
apron = 3k 4+ 2, kde k € N, dostavame
2 23k +2 4 1
cos kL cos M = cos(an + —T[> =——.
3 3 3 2

Analogicky jako v prikladu 2.31 se ukdze, ze dalsi podposloupnosti jsou konvergentni,
jen kdyz jsou od jistého indexu konstantni. Posloupnost {a,} ma tudiz celkem tfi
hromadné body 1 a +1/2. A
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Lemma 2.36. Kazda posloupnost ma nejmensi a nejvetsi hromadny bod.

Duikaz. Dukaz tohoto intuitivné ziejmého tvrzeni je nasledujici.

Necht’je posloupnost {a, } ohrani¢ena. Definujme dvé pomocné posloupnosti {4, } a {d,}
nasledovné: h, = sup{ay; k > n}ad, = inf{lay; k > n}, n € N. Ztejmé platid, < a, < hy,.
Dale posloupnost {#,} je nerostouci a posloupnost {d,} je neklesajici. Ob¢ jsou ohrani¢ené.
Podle véty 2.20 existuji tedy 11m hhn=heRa 11m dp =d € R, piicemz d < h podle
véty podle 2.12, 2.

Ukazeme, ze d a h jsou hromadné body posloupnosti {a, }. Ovétime to napt. pro 4. Z de-
finice suprema plyne, ze ke kazdému n € N existuje index k, > n takovy, ze plati nerovnost
h, —1/n < ay, < h,. Ptitom lze pfedpokladat (po pfipadném pfechodu k podposloupnosti),
ze posloupnost {k,} je rostouci. Z véty 2.13 nyni plyne, zZe hm ak, = h. Existuje tudiz
vybrana podposloupnost, ktera ma za limitu 4.

Dale ukazeme, ze pro libovolny hromadny bod a posloupnosti{a,}jed < a < h. Existuje
totiz vybrana konvergentni podposloupnost {a,, }, pro niz klgrolo an, = a. Pak plati nerovnost

dy, < an, < hy,, z ¢ehoz podle véty 2.12, 2 plyne tvrzeni. Tedy £ je nejvétsi a d je nejmensi
hromadny bod posloupnosti {a,,}.

Nyni vysetiime neohranicené posloupnosti. Je-li posloupnost {a, } shora resp. zdola neo-
hranic¢ena, ukazeme, ze +00 resp. —oo je jeji hromadny bod.

Necht’je {a, } posloupnost shora neohranicena, tj. pro kazdé¢ K > 0 existujen € N takove,
ze a, > K. Indukci miZeme sestrojit rostouci posloupnost indexd {n,} takovou, Ze a,, > k
pro viechna k € N. Pak ziejme podle véty 2.10, 1 je lim 0 dn, = +00, proto je podle véty 2.34
také +00 hromadnym bodem posloupnosti {a;,}. k=

Analogicky bychom vysetfili pfipad zdola neohranicené posloupnosti; v tomto ptipadé
pak je —oo hromadnym bodem posloupnosti.

Konec¢né¢ si v§imneme, ze posloupnost {£,} 1ze definovat pro libovolnou shora ohrani-
cenou posloupnost (pak ovsem muze byt i & = —oo; ptikladem je posloupnost {—n}) a
posloupnost {d,} lze definovat pro libovolnou zdola ohranicenou posloupnost (pak ovsem
muze byt i d = +oo; prikladem je posloupnost {n}). Pfitom bude platit @, < h, resp.

dy, < ay. Je-li napt. h = —o0, je vzhledem k nerovnosti a, < h, podle véty 2.10, 2 také
lim a, = —oo. Podobné se postupuje v pripadé d = 400.
n—0o0
Tedy ve vsech pripadech existuje nejvetsi a nejmensi hromadny bod. O

Poznamka 2.37. Posloupnosti {4, } a {d, } z predchoziho dikazu je mozné zavést dokonce pro
libovolnou posloupnost, pokud pro shora (resp. zdola) neohranicené posloupnosti polozime
h, = 400 (resp. d, = —o0) pro kazdé n € N. Pak klademe h = 400 (resp. d = —00).

[ustrujme konstrukei z pfedchoziho diikazu na prikladech.
(@ Proa,=1/njeh,=1/n,d, =0,h =0ad =0.
(b) Proa, =njeh, =+o0o,d, =n,h =+ocoad = +o0.
(¢) Proa,=(D"jeh,=1,dy=—-1,h=1ad=—1.
(d Proa,=(D"-n/n+1Djeh,=1,d,=—-1,h=1ad=—-1.

Disledek 2.38. Kazdd posloupnost ma alespori jeden hromadny bod.
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Nasledujici véta ma velky vyznam v fad¢ partii matematické analyzy. Jeji dikaz
bezprostiedné vyplyva z lemmatu 2.36.

Véta 2.39 (Bolzanova-Weierstrassova). Z kazdeé ohranicené posloupnosti Ize vybrat
konvergentni podposloupnost.

Definice 2.40. Necht je dana posloupnost {a,}. Pak nejvétsi hromadny bod této
posloupnosti nazveme limita superior a oznacujeme

lim sup a,;
n—o0

nejmensi hromadny bod této posloupnosti nazveme /imita inferior a oznacujeme

liminfa,.
n—oo

I+ (="
Priklad 2.41. Vypoctéte lim sup a,, a liminf @,, posloupnosti {a,} = {L} .
n—o0

n—00 2
Reseni. Pro ny = 2k, resp. pro n; = 2k + 1 (k € N) plati

1+1 1—-1
lim a,, = L I, resp. Ilima, =——=0.
k—o00 2 k—o00

Jiné hromadné body neexistuji (ovéii se jako v prikladu 2.31). Proto limsupa, = 1
n—oo
aliminfa, = 0. A
n—0o0

Z predchoziho snadno plyne nésledujici dilezita véta.

Véta 2.42. Posloupnost {a,} mad limitu pravé tehdy, kdyz limsupa, = liminfa,.
n—00 n—0o0

Vsechny ti hodnoty jsou pak stejné.

Diikaz. ,,=* Existuje-li lim a, = L, pak kazd4 vybrana podposloupnost ma tutéz
limitu L. Posloupnost maliq;;?)to jediny hromadny bod L, takZe jeji limita superior a
limita inferior se musi rovnat.

»<*“ Oznacme L spolecnou hodnotu limity superior a limity inferior. Necht’ nejprve
L € R. K libovolnému ¢ > 0 Ize najit index ng tak, ze pron > npje L — ¢ <
<d, <h, <L+e¢. Protozeplatid, <a, < h,,je L —¢ < a, < L + ¢ kdykoliv
n > ny, tedy limita posloupnosti {a, } existuje a je rovna L. Podobn¢ se vySetii ptipady
L = *+o0. O
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Nasledujici tvrzeni byva ¢asto nazyvano Bolzanovo-Cauchyovo kritérium. Ma predevsim
teoreticky vyznam v dikazech existence limit.

Véta 2.43. Posloupnost {a,} je konvergentni pravé tehdy, kdyz je cauchyovska, tj. kdyz ke
kazdému ¢ > 0 existuje ng € N takové, ze pro vsechnam,n € N, m, n > ny, plati nerovnost
lan — am| < &. Zapsano pomoci kvantifikatorii:

Ve >03angoe NVm,n e N,m,n > ng : la, —a,| < ¢.

Duikaz. Je-li posloupnost {a, } konvergentni, existuje k libovolnému ¢ > 0 index ng € N tak,
ze pron > ng plati |a — a,| < /2. Tedy prom, n > ng je lay, — ay| = lam —a+a —a,| <
<lay —al+la, —al < /2 + ¢/2 = &, takze posloupnost je cauchyovska.

Necht’ je naopak posloupnost cauchyovska. K ¢islu 1 existuje index ng € N tak, ze pro
m,n > ngjelay —ay| < 1. Volboum = ng+ 1 dostaneme nerovnosta,, — 1 < a, < a,+1
a tedy |an| < lay,| + 1. Posloupnost je tudiz ohranic¢end a podle véty 2.39 z ni lze vybrat
konvergentni podposloupnost {ay,, }, kde a,, — a. K libovolnému ¢ > 0 existuje ro € N
takové, ze prom,n > rg je |a, — a,| < €/2. Déle lze najit ny > ro tak, Ze |a — a,,| < &/2.
Nyni pro libovolné n > rg plati |a — a,| = |a — an, + an, — anl < la — ap,| + lap, — anl <
< ¢e/2 + ¢/2 = ¢, takze posloupnost je konvergentni. O

Misto cauchyovskad posloupnost se také pouziva ndzev fundamentalni posloupnost. Obsah
véty 2.43 pak vyjadiujeme terminem, Ze mnozina R je up/nd. Vlastnost aplnosti doplnéna
o archimedovskost je ve skutec¢nosti ekvivalentni axiomu (R13) z definice 1.8 a je vyznamnou
vlastnosti realnych cisel — viz dodatek, véta D.14. Dodejme, Ze napt. mnozina QQ iplnd neni.

Cviceni

1. Udejte priklad posloupnosti a,, b,, pro které lim a, = 0, lim b, = 0 a pfitom
n—o0 n—o0

an, an

lim 7% =1, resp. lim 7 = +o00.

n—00 by n—00 bn

2. Vypoctéte limity posloupnosti:

1 on _ 3n .
2) lim"(\/a+——ﬁ), b lim ., o lim o
n—00 n n—00 3n n—00 SinN — n

3. Vypoctete limity nasledujicich posloupnosti:

n+2)!'+m+1)! 2" —1

a) 1 )
oo (n+2)! = (n + 1!
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Vi 2 —-3n2+1 o onVAn2+3n+1—2n?
c) im - , d) lim ,
n=oo 3t +2 —/nd +1 n—00 n+1

) 2n +1 . 4 8 n
e) nlggwm_nz, f) nlggo(fz.«/i.ﬁ---«/i).

4. Vypoctéte limitu superior a limitu inferior posloupnosti

3 nw
_1 n<2 _)’ b 1 —,
a) (=1 +n ) +n+1C082
" 3
) ", ) a=D 2+ 2),
n
—" L4 (=1
e) an=( ) + ¢D ; f) a,=(=1D"n,
n 2
. nT nm
g an=1+n51ﬂ7, h) an=1+n+1c057.
5. Zjistéte, zda existuje limita posloupnosti, pfipadné urcete hromadné body po-
sloupnosti
)" 3n
a) lim ——2 3 b) lim sin .
n—00 (_2)"+1 + 3n+l s 00 6

6. Dokazte tvrzeni 1 z poznamky 1.34.

*

Kolik matematiku je potieba k vymeneé zZarovky?
Zadny. Je to prenechano ctendri jako cviceni.
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Kapitola 3

Elementarni funkce

V této kapitole zavedeme zakladni elementarni funkce — polynomy, racionalni lo-
mené funkce, goniometrické a cyklometrické funkce, funkce exponencialni, logarit-
mické a mocninné. Nejjednodussimi elementarnimi funkcemi jsou polynomy.

3.1. Polynomy

Definice 3.1. Funkci P: R — R tvaru
P(x) = apx" +ay_1x" ' +---+ay, kdeay, ai,...,a, €R,

nazyvame polynomem neboli mnohoclenem. Cisla a; se nazyvaji koeficienty poly-
nomu. Je-li a, # 0, pak ¢islo n nazveme stupném polynomu a znac¢ime st P.

Priklad 3.2. Ptikladem jsou jiz ze stiedni $koly zndamé polynomy: ax? + bx + ¢
— kvadraticky polynom, ax 4+ b — linearni polynom. Je-li P(x) = ay # 0, jde
o polynom nulového stupné. Polynom P (x) = 0 nazyvame nulovym polynomem a
prifazujeme mu jako stupen symbol —oo (n¢kdy se mu stupen nepiifazuje).

Poznamka 3.3.

i) Defini¢nim oborem polynomu je mnozina realnych cisel.

ii) Takto definovany polynom (kde ¢; € R a x € R) se také nazyva redlnym po-
lynomem nad mnozinou R. Pokud x € C, mluvime o redlném polynomu nad
mnozinou C. Protoze v celém textu rozumime pod pojmem funkce pouze realné
funkce redlné proménné, pod pojmem polynom rozumime vzdy redlny polynom
nad R. Podrobnéji o polynomech viz [11].
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iii) Mezi polynomy definujeme operace scitani (resp. od¢itani) a nasobeni tak, Ze pro
kazdé x € Rplati (P £+ Q)(x) = P(x) £ Q(x) a (P - Q)(x) = P(x) - Q(x).
Soucet (resp. rozdil) a sou¢in dvou polynomt je opét polynom. Plati st(P + Q) <
< max(st P,st Q) ast(P - Q) = st P 4 st Q. Pfi s¢itani (resp. od¢itani) s¢itame
(resp. odc¢itame) koeficienty u stejnych mocnin proménné x. Pii nasobeni jde
0 obyc¢ejné nasobeni n-¢lent.

Definice 3.4. Cislo o € C se nazyva koren polynomu P, jestlize
P(x) =0.
Cislo « je k-ndsobnym korenem polynomu P, existuje-li polynom Q takovy, Ze
P(x) = (x — )" Q(),
a « neni kofenem polynomu Q, tj. Q(«x) # 0. (Pro kK = 1 pouzivame nazev

Jednoduchy koren.) Cislo k € N se pak nazyva nasobnost kofene o polynomu P.
Je-li « koten, pak se polynom (x — «) nazyva korenovy cinitel ptislusny k o.

Nasledujici tvrzeni uvadime bez ditkazi. Teorie polynomt bude podrobnéji pro-
birana pozd¢ji v algebfe, viz napt. [11].
i) Je-li o koten polynomu P, pak existuje polynom R tak, ze P(x) = (x —a)R(x).
i) Zadkladni véta algebry:
Polynom P stupné n > 0 ma v C pravé n kofenu, pocitdme-li kazdy koten
tolikrat, kolik je jeho ndsobnost.
Vsimnéte si, ze nulovy polynom ma za koten kazdé Cislo.
ii1) Rozklad polynomu v C.
Disledkem zakladni véty algebry je:

Je-li P(x) = a,x" 4+ -+ -+ ap polynom a «y, ..., (kde m < n) jsou vsechny
jeho navzajem riizné kofeny s nasobnostmi k1, . . . k,,, pak
P(x) = ay(x —a)! - o - (x — ).

Tento rozklad polynomu P se nazyva rozklad polynomu v C nebo také rozklad
polynomu na soucin korenovych ciniteli.
Napiiklad P(x) = x>+ 1 = (x —i)(x + i) je rozklad v C.

iv) Je-li komplexni ¢islo o k-ndsobnym kofenem realného polynomu P, je Cislo
komplexn¢ sdruzené o rovnéz k-nasobnym kotenem polynomu P.
Pro kofenové Cinitele ptislusné komplexnim kofeniim o = ¢ =+ id plati

(x —(c— id))r(x —(c+ ia’))r =
=[((x — o) +id)((x —¢) —id)] = [(x —c)* +d°T.



40 Elementarni funkce

v) Rozklad polynomu v R.
Je-li P(x) = a,x" + - - -+ ao polynom, pak podle zakladni véty algebry mizeme
P rozlozit v C:
P(x) zan(x—al)kl e ee e e .(x_am)km.

realné kofeny komplexni kofeny

Jsou-li «y,...,a, realné koteny s nasobnostmi ki, ..., k. a (c; x idy), ...,
(cs £ 1d;) navzdjem rizné dvojice neredlnych komplexné sdruzenych kotent
s nasobnostmi ry, ..., ry, plati

P() =ay(x —a)™ (=) [ =)’ +df]" e [ =) +d7T

Tento rozklad se nazyva rozklad polynomu v R.
Poznamenejme, Ze se nékdy kvadratické vyrazy (x —c)? +d?, kde d # 0, pisi ve
tvaru kvadratickych trojélent x> 4+ px + g se zapornym diskriminantem, nebot’

x—cl4+d*=x>-2ex+*+d*>=x*+px+gq,

kde —2c = p,c* +d*=qaD = p* —4q = 4c®> — 4c* — 4d* < 0.
Napiiklad, P(x) = x> + 1 je rozklad P v R.

vi) Znaménko polynomu — intervaly, kde je polynom kladny, resp.zaporny.

Z rozkladu polynomu urc¢ujeme znaménko hodnot polynomu. Je-li P polynom a
jsou-li x; < x; < - -+ < x,,, vSechny jeho navzdjem rizné realné koteny s lichou
nasobnosti, pak v kazdém z intervaltl (—oo, x1), (x1, X2), ..., (x,;, 00) je P stale
nekladny nebo stale nezaporny. Vybereme-li dva sousedni intervaly, pak v jednom
z nich jsou hodnoty nekladné a v druhém nezaporné.

vii) Jestlize polynomy P, Q maji stupné nejvyse rovny danému piirozenému cislu n
a jestlize existuje n + 1 navzajem riiznych komplexnich ¢isel a tak, ze P(a) =
= Q(a), pak jsou polynomy P, Q identické, tj. maji stejné koeficienty, takze
rovnost P(x) = Q(x) plati pro kazdé x.

Priklad 3.5. Rozlozte v R polynom x> + 1.

Reseni. Miuizeme postupovat dvojim zptisobem:

1. Rozkladem pomoci znamych vzorct, az dostaneme linearni polynomy nebo kva-
dratické polynomy se zapornym diskriminantem. V tomto piipadé pomoci vzorce
pro a® + b? dostaneme (x* + 1) = (x + 1)(x*> — x + 1).

2. Pomoci rozkladu v C, kdy fesime znamym postupem binomickou rovnici x* = —1.
Plati

x? = cos(m + 2km) +1 sin(w + 2k7),

_ <n+2kn)+,,<n+2kn) ke
X = COS 3 3 1sin 3 3 ) .
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Tedy x; =cos Z +isin % =1 +i%, x; = cos(Z + &) +isin(E + &) = —1,
x3=cos(§+%ﬂ)+isin(§+%ﬂ)=%—i*/;.

Rozklad polynomu x> + 1 v C je

1 3 1 3 I\2 3
(x+1)(x—5—i§)(x—5+i§) - (x+1)[<x—5) +ﬂ — (D2 —x 1),
A
Priklad 3.6. Rozlozte v R nasledujici polynomy:
a) Px)=x*+1, b) Px)=x"+x*4+x3—x2—x—-1.

Reseni. a) Upravime a pouzijeme vzorec a> — b*> = (a — b)(a + b):
PX)=x*4+1+2x2-2x> =>4+ 1> -2x* =
= (2= V2x + D2+ V2x + 1),

coz je hledany rozklad, protoZze oba kvadratické troj¢leny maji zdporny diskriminant
? _b)_on.tfebujeme rozlozit dany mnoho¢len na sou¢in. S pouzitim vzorce a® — b* =
= (a — b)(a® + ab + b?) Ize postupovat napf. takto:
PO =x>24+x+D—-@CP+x+D)=x+x+DHx* =1 =
=@ H+x+ D —-DEE+x+D =@ — D2 +x+ 12
Kvadraticky trojélen x*> 4+ x 4+ 1 ma zaporny diskriminant. Proto rozklad v R je
P(x) = (x — D +x + D% A
Priklad 3.7. Provedte rozklad v R polynomu
P(x) = x* — 15x° + 83x% — 359x + 290.

Reseni. Pokusime se najit celo¢iselny kotfen. Z algebry — viz [11] — je znamo,
ze celociselny kofen mnohoclenu s celociselnymi koeficienty musi byt délitelem
absolutniho ¢lenu. Provedeme rozklad ¢isla 290 na soucin prvocisel: 290 = 1-2-5-29.
Kandidaty na celociselné koteny jsou ¢isla

+1, £2, £5, £10, £29, £58, £145, £290.

Pocitejme Hornerovym schématem (viz [ 1 1 ]): budeme postupné zkouset vsechna tato
¢isla. (Kofen miize byt vicenasobny; v tomto piipad¢ pocitdme s koeficienty nového
polynomu).



42 Elementarni funkce

1 —15 83 =359 290
1|11 —-14 69 —-290 0 x =1 je kofen
1 {1 —13 56 -—234 x = 1 je pouze jednoduchy koten

101 -4 29 0 dalsi kofen je x = 10

Kvadraticky trojélen x* — 4x + 29 je jiz dale nerozlozitelny (jeho diskriminant D =
=16 —4-29 < 0). Rozklad daného polynomu v R je

P(x) = (x — 1)(x — 10)(x* — 4x +29). A
kofen x = 1 + 1 a dvojnasobny kofen x = 2.
Reseni. Pro polynom s realnymi koeficienty plati, ze je-li komplexni &islo z jeho

kofenem, je i ¢islo k nému komplexn¢ sdruzené z kotfenem. V naSem piipadé proto
hledame polynom P s kofeny 1 +1i, 1 — i a dvojnasobnym kofenem 2. Tedy

PO =@x—-1-Dx—-14+1)x—=2)7°=
=2 =2x+2)(x* —4x +4) = x* — 61 + 14x*> — 16x + 8. A

3.2. Racionalni funkce

Definice 3.9. Budte P, Q nenulové polynomy. Funkce
P(x)
Q(x)

se nazyva racionalni funkce (téz racionalni lomena funkce). Tuto funkci dale na-
zveme ryze lomenou, plati-li st P < st Q, a neryze lomenou, plati-li st P > st Q.

R(x) =

x2

Prikladem ryze lomené racionalni funkce jsou funkce %, X—ng; prikladem neryze

, . , , . 2 2
lomené racionalni funkce jsou funkce axtb yde a # 0, 241 nebo 242 .
cx+d x 2x2—1

Plati nasledujici tvrzeni:

i) Definicnim oborem racionalni funkce R(x) = % je mnozina tvaru D(R) =
= (—00,00) \ {aq, ..., ay,}, kde oy, ..., a, jsou vSechny realné kofeny poly-

nomu Q.
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ii) Je-li gg; neryze lomena racionalni funkce, pak délenim polynomt P a Q obdr-

zime soucet polynomu a ryze lomené racionalni funkce. Napiiklad:
x>+ 2x 2x — 1
x24+2x +1 - +x2+x+1'

iil) Znaménko racionalni funkce. Bud’ R racionélni funkce, jejiz Citatel a jmenovatel
nemaji spolecné kofeny. Budte x; < --- < x, vSechny navzajem rtizné realné
koteny Ccitatele a jmenovatele s lichou ndsobnosti. Pak v kazdém z intervalil
(=00, x1), (x1,x2), ..., (x,,00) jsou vSechny hodnoty R stile nezaporn¢ nebo
nekladné (ve vsech bodech, v nichz je R definovand). V sousednich intervalech
se stfidaji znaménka.

Priklad 3.10. Urcete vsechny maximalni intervaly, na kterych maji hodnoty R stejné
znaménko.
(x —22%(x + D(x* -9 (x — 1)4

(x24+1x°
Reseni. Realné koteny Citatele s lichou nasobnosti jsou &isla —3, —1 a 3; realnym
kofenem jmenovatele s lichou nasobnosti je ¢islo 0. Pro x > 3 je zfejm¢ R(x) > 0,
v dalsich intervalech se znaménko funkce R pravideln¢ stiida. Znaménko této funkce
je uvedeno v nasledujici tabulce:

R(x) =

x | (=00,=3) | (=3,=1) | (=1,0) | (0,3) | (3,0)
R(x) + — + - +

A

Nasledujici véta ma zasadni vyznam pro integraci racionalnich funkei. Jeji diikaz
lze nalézt napt. v [10, 14].

Véta 3.11 (Véta o rozkladu racionalni funkce na parcialni zlomky).

Bud’ R(x) = gii; ryze lomena raciondlni funkce, necht’ polynomy P, Q nemaji
spolecné koreny a bud’

Q) =ayx —a) - o (=W [ =) + DT - - [ = )P+ g7
rozklad jmenovatele v R. Pak existuje n redlnych cisel Ay, ... Ay, ..., Ly,..., L,
My, Ny, ..., Mg, Ns,..., U, Vq,...,U,, V, takovych, ze pro kazdé x € R, pro néz
O(x) # 0, plati

Ray=|—M o A b By
(x —a)k X —« (x =1 X —A
MS)C + NS + + M]X + N]
[ — ) + 0P [ — ) + 7]

Uyx +V, - U1x+V]:|
[((x — p)> + ¢ (x—p)2+q®
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Scitance rozkladu z predchozi véty nazyvame parcidlni zlomky.

Poznamka 3.12. Konstanty v parcialnich zlomcich (Ize ukazat, ze jsou urceny jed-
nozna¢n¢) nalezneme metodou neurcitych koeficienttll, tj. napiSeme formalni tvar
rozkladu a celou rovnost vynasobime polynomem Q. Dostaneme tak rovnost dvou
polynomt pro vSechna x kromé kofentl jmenovatele. Tyto polynomy jsou proto iden-
tické, tj. maji stejné koeficienty, které ur¢ime pomoci dvou moznych zptisobti:

1. porovnanim koeficienti u odpovidajicich si mocnin,

2. dosazenim konkrétnich hodnot x (vhodné jsou zvlasté kofeny jmenovatele Q).
Ziskame soustavu n linearnich rovnic pro n neznamych konstant, kterou vytesime.

Algoritmus rozkladu racionalni funkce:

Neryze lomend raciondlni funkce— vydélime Citatele a jmenovatele a tim ziskame
polynom a ryze lomenou racionalni funkci, kterou rozlozime nasledovné:

Ryze lomena raciondlni funkce — rozlozime jmenovatele v R, napiSeme si for-
malni tvar rozkladu na parcialni zlomky a ur¢ime konstanty.

Priklad 3.13. Rozlozte na parcidlni zlomky racionalni funkci
12x +7 1

R(x) = ——F7——, b) Rx)=——.
A RO=5T0 g ) RO =561
Reseni. a) Nejprve rozlozime jmenovatele
X2 —9x + 18 = (x — 6)(x — 3).

Podle véty 3.11 je formalni tvar parcialnich zlomki

2x+7 A N B
2+9x+18 x—6 x-—3°

Po vynasobeni této rovnosti jmenovatelem dostavame
12x+7=A(x—-3)+B(x—6)=x(A+ B)—3A — 6B.

Porovnanim koeficientll u jednotlivych mocnin dostdvame soustavu rovnic

2= A+ B,
7=-3A — 6B,
ktera ma za feseni A = ?, B = —43—3. Rozklad funkce je
79 43

RO=32"% 303"
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b) Podle véty 3.11 je rozklad tvaru

L _A,B . C. D
Br+1) x ox2 X3 x+17
odkud
1 =Ax’(x+ 1)+ Bx(x + 1) + C(x + 1) + Dx°.
Pro urceni koeficient kombinujeme ob¢ metody. Dosazenim za x = 0 ax = —1
dostavame C = 1, D = —1 a porovnanim koeficientd u mocnin x> a x?
A+D=0, A+B=0,t.A=1B=—1.

Hledany rozklad je

ORI B S B

TR e Tk +1° A

Priklad 3.14. Rozlozte na parcidlni zlomky funkei
x> —x+10 x+1
, b) R(x)= ——FF5F.
(x2 — 3x + 10)2 ) RO =535 %

a) R(x)=

Reseni. a) Kvadraticky trojélen ve jmenovateli méa diskriminant zaporny, takze jej
nelze rozlozit v R. Formalni rozklad na parcialni zlomky je tvaru

x2—x+10 Ax + B Cx+ D

(x? — 3x + 10)? _x2—3x+10+(x2+3x+10)2'

Po vynasobeni polynomem (x? 4 3x + 10)? dostaneme

¥ —x+10=(Ax+B)(x*>*=3x+10)+Cx+ D
= Ax®> + x>(B —3A) + x(10A —3B + C) + 10B + D.

Porovname koeficienty u jednotlivych mocnin x a dostdvame soustavu

X3 0=A,

x?: 1=B-3A,

xl: —1=10A—-3B+C,
x0: 10 =10B + D,

ktera ma za feSeni A = 0, B = 1, C =2, D = 0. Hledany rozklad je

1 " 2x
x2=3x+10 (x2-3x+10)2"

R(x) =
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b) Podle véty 3.11 plati

x+1 _A+Bx—|—C Dx + E
x(x24+2)(x2+1)  x  x2+42 x24+1

R(x) =

Vynasobime tuto rovnost polynomem Q ve jmenovateli a po Uprave dostavame
x+1=AC+2@*+ D)+ Bx+O)x(x*>+ 1)+ (Dx + E)x(x* +2) =
=AQG* +3x24+2) + (Bx 4+ CO)(x* +x) + (Dx + E)(x* +2x) =

=x*(A+B+C)+x>(C+E)+x*3A+ B +2D)+x(C +2E) +2A

Porovnanim koeficientll u jednotlivych mocnin x dostdvame 5 rovnic pro 5 nezna-
mych:

x*: A+B+C=0,
x3: C+E=0,
x2: 3A+B+2D =0,
xt: C+2E =1,
x0: 24 = 1.
Reseni této soustavy je A = %,B = %, C =—-1,D =—1, E = 1. Vysledny rozklad
je
1 x—2 —x+1
R(x) = — .
W=t ry T A

3.3. Goniometricke a cyklometrické funkce

Definice 3.15. Bud'x € R. Necht' P je koncovy bod oblouku na jednotkové kruznici,
jehoz pocateéni bod je [1, 0] a jehoz délka je |x|; pfitom oblouk je od bodu [1, 0]
k bodu P orientovan v protisméru resp. ve smeru chodu hodinovych rucicek podle
toho, zda x > 0 resp. x < 0. Pak prvni soufadnici bodu P nazyvame cos x a druhou
soufadnici sin x. Dale definujme

sin x cos x

tgx = , cotgx = ——.
cos x sin x

Funkce sin x, cos x, tgx a cotg x nazyvame funkce goniometrické.

Geometricky vyznam této definice je zndzornén na obr. 3.1, grafy goniometric-
kych funkci na obr. 3.2 a 3.3.
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. : tgx
smx< tX £

opb—~_— |1

Obr. 3.1: Definice goniometrickych funkci

b) Graf funkce kosinus: D(cos) = R, H(cos) = [—1, 1]

Obr. 3.2: Grafy goniometrickych funkei
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=R

=R~ {n/2+kmn:k eZ}, H(tg)

a) Graf funkce tangens: D(tg)

y = cotgx

=R

R~ {km: k € Z}, H(cotg)

b) Graf funkce kotangens: D(cotg)

Obr. 3.3: Grafy goniometrickych funkei
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Poznamka 3.16. Viastnosti goniometrickych funkci.

Funkce sin, tg a cotg jsou liché, funkce cos je suda. VSechny goniometrické funkce
jsou periodické, a to funkce sin a cos s nejmensi periodou 27, funkce tg a cotg s
nejmensi periodou .

Vztahy mezi goniometrickymi funkcemi:
. T LT
sinx =cos(— —x), cos X =sm<— —x),
2 2

n b
tgx :cotg(a — x), cotg x :tg<§ — x),

sin? x + cos’x = 1, tgx - cotgx =1,
sin2x = 2sin x cos x,

cos2x = cos> x — sin’

x=2cos’x — 1 =1—2sin’x,
sin(x & y) = sinx cos y & cos x sin y,

cos(x == y) = cosxcosy Fsinxsiny,

tgx +tgy
tg(xiy)=17,
Ftgxtgy
cotg x cot 1
cotg(x & y) = ot O8I T
cotgy + cotgx
) . X+ X —
sinx + siny = 2sin y-cos y’
2 2
sinx — sin —2cosx+y-sinx_y
y= 2 2
X + X —
cosx + cosy = 2cos 2y~cos 2y’
COSX — COS ——2sinx+y sinx_y
y= 2 2
sin(x +
COS X COS y
sin(y £+ x
cotgx tcotgy = L
sin x sin y

Nabizi se otazka, zda existuji inverzni funkce k funkcim goniometrickym. Protoze
inverzni funkce existuje pouze k prosté funkci, mizeme inverzni funkce k funkcim
goniometrickym definovat jenom v téch intervalech defini¢nich oborii goniometric-
kych funkei, kde jsou tyto funkce ryze monotonni, a tedy prosté. Vybér intervall se
provadi takto:
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funkce f D(f) H(f) inverzni funkce Cte se
sin [-%, %2 [—1,1] arcsin arkussinus
cos [0, 7] [—1,1] arccos arkuskosinus
tg (—%, 3) | (=00, 00) arctg arkustangens
cotg (0, m) (—00, 00) arccotg arkuskotangens

Odtud plyne nasledujici definice.

Definice 3.17. Inverzni funkce k funkci sin definované na intervalu [—%, %] se
znaci arcsin.

Inverzni funkce k funkci cos definované na intervalu [0, 7] se znaci arccos.
T T

Inverzni funkce k funkei tg definované na intervalu (—%, ¥) se znaci arctg.

Inverzni funkce k funkci cotg definované na intervalu (0, ) se znaci arccotg.
Funkce arcsin, arccos, arctg a arccotg nazyvame cyklometrické funkce.

Grafy jsou znazornény na obr. 3.4.

Véta 3.18. Cyklometrické funkce maji nasledujici viastnosti:
1. Funkce arcsin a arctg jsou rostouci, funkce arccos a arccotg jsou klesajici.

2. Funkce arcsin a arctg jsou liché.

Duikaz. Tvrzeni 1 je zfejmé — plyne z véty 1.46 o inverzni funkci k funkci ryze
monotonni. Sta¢i dokazat tvrzeni 2. Necht'x € [—1, 1] a oznaéme y = arcsin x. Pak
siny = x. Plati y € [—7t/2, /2], a proto rovnéz —y € [—7/2, 7/2]. Protoze funkce
sin x je licha, plati —x = —siny = sin(—y), a tudiz —y = arcsin(—x) = — arcsin x
a tvrzeni je dokazano. Podobné pro arctg x. U

Priklad 3.19. Dokazte, ze pro kazdé x € [—1, 1] plati
. T
arcsin x 4 arccos x = 5

a pro kazdé x € R plati

B’
arctg x + arccotg x = 5

Reseni. Obé tvrzeni se odvodi ze vztahii mezi funkcemi goniometrickymi. Necht
x € [—1,1] a oznatme arcsinx = y. Podle definice y € [=F, 3] asiny = x. Ze
vztahu mezi sin x a cos x plyne

(T[ ) .
cos| = —y) =siny =ux,
5 y y
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x|Y ¥y =arcsinx
o P .
14 / 1\\{= sinx
_T_ :
S : } — h
N 013 X .
\\\ / et —1 ZIT s x
. -
VAR e _% ~7y =cosx
a) Graf funkce arkussinus b) Graf funkce arkuskosinus
y y
y=tgx
I I 7
I I /
L
bl .
I | 2 JI/
[ /|
| y = arctgx _
| | o |
_x 0] I X 0 I n ¥
2 2 -
. I / : I
N 4 A R / I
71 1=3 | / |
A :
/ | | / y = colgx |
/ I I 7/ I

¢) Graf funkce arkustangens d) Graf funkce arkuskotangens

Obr. 3.4: Grafy cyklometrickych funkci

pficemz 3 — y € [0, t]. Z definice funkce arccos x dostivame 7 — y = arccos x,
odkud

. b b1
arccos x +arcsinx =y + 5 y = 5

Druhé tvrzeni se dokaze analogicky ze vztahu cotg(3 — y) = tgy. A
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Poznamka 3.20. Vzhledem k definici inverzni funkce plati:

arcsin(sinx) =x prox € [— ] arccos(cosx) = x pro x € [0, ],

SIERSTE]

%’
arctg(tgx) = x pro x € (—%, ), arccotg(cotgx) = x prox € (0, m).
Mimo uvedené intervaly ale rovnosti neplati — viz nasledujici ptiklad a cviceni 9.
Priklad 3.21. Nakreslete graf funkce f(x) = arcsin(sin x).

Reseni. Ziejmé D ¢ = (=00, +00). Funkce arcsin y se zavadi jako funkce inverzni
k funkeci sin x, coz svadi k napsani rovnosti arcsin(sin x) = x. Toto je zasadni chyba,
nebot’je tieba si uvédomit, ze funkci arcsin y definujeme jako inverzni funkci k funkci
sin x uvazované pouze na intervalu <—§, g) Proto plati arcsin(sinx) = x pouze pro
xe[-3.5]

Pro detailni rozbor funkce arcsin(sinx) je dobré si povSimnout, ze tato funkce
je periodicka s periodou 27 (diky tomu, ze ma tuto vlastnost funkce sin x). Staci
proto uvazovat danou funkci na intervalu délky 2n. Vyberme interval [—%, 37"] Na
intervalu [—%, 2], jak jiz bylo feceno, je

arcsin(sin x) = x.
Na intervalu [Z, 2] je
arcsin(sinx) = arcsin(sin((x — ) + 7)) =
= arcsin(— sin(x — 7)) = —arcsin(sin(x — 7)) =

=—x—-—7)=1—X,

nebot'x — m € [—% %] Pro nakresleni grafu funkce arcsin(sin x) vyuzijeme perio-
di¢nosti, viz obr. 3.5.

Y y = arcsin(sin x)
C o1t _ﬁ —T _i 0 ﬁ T 3IT[ ) ﬁ X
2 2 2 2 T 2
___________ e
2

Obr. 3.5: Graf funkce y = arcsin(sin x)
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3.4. Exponencialni a logaritmické funkce

Zavedeni téchto funkci je pomérné obtizné, protoze nelze aritmetickymi operacemi
zavést mocniny s iracionalnim exponentem. Je mozné postupovat dvéma zpusoby:
definovat nejprve funkci logaritmickou jako primitivni funkei k funkci % , a pak po-
moci funkce k ni inverzni zavést funkci exponencialni, nebo definovat nejprve funkei
exponencialni a pfes inverzi funkci logaritmickou. Protoze prvni postup vyzaduje
znalosti zakladl integralniho poctu, z nazornych duvodi zvolime druhy postup —
zavedeme nejprve funkci exponencialni.

Ze stiedni skoly je znamo, jak definujeme mocninu a, kdea € R,a > 0, ¢ € Q:

l.ProceNjea°=a-a-----a(mizebytia <0),proc=0jea’ =1,
c-krat
2.proc=—n,kden e N,jea™ = ain (miize bytia < 0),
3.proc = % eQ~Z,kdem e Z,n e N,n > l,jea% = ’{/a_m(prom > 0 muaze
bytia = 0).

(Ptipomenime, ze existence odmocniny byla dokdzana v lemmatu 1.14 a rovnéz bylo
upozornéno na korektnost definice pro raciondlni exponent.)

Nyni jiz mizeme pfistoupit k definici mocniny a¢ pro libovolné kladné realné a
a libovolné realné c.

Definice 3.22. Buda € R,a > 0ac € R. Proa > 1 definujme

a® =supla® :x € Q,x <c}.

Proa = 1 polozme a“ = 1° = l apro 0 < a < 1 definujme a¢ = (%)70-

Snadno se ovéfi, Ze pro ¢ € Q je tato nova definice ve shod¢ s pivodni. Rovnéz je
mozné dokazat pravidla pro pocitani s mocninami, zndma pro racionalni exponenty.
Zejména plati (a, b, r,s € R,a > 0, b > 0)

r a r ar

a
ar+s =a 'as’ a5 = a_s , (ab)r —a" 'br’ (E) — a_s , (ar)s =a’.

Diikazy viz [17, str. 45], kde lze nalézt i dikazy vét 3.24 a 3.26.

Definice 3.23. Bud'a € R, a > 0. Funkci f uréenou piedpisem f (x) = a* nazveme
exponencialni funkci o zakladu a.

Nejvetsi vyznam z exponencidlnich funkei ma funkce o zékladu e (Eulerovo ¢islo
— viz definice 2.27), tj. funkce y = e*.
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a)a > 1 b)0<a<1

Obr. 3.6: Grafy logaritmické a exponencidlni funkce

Véta 3.24. Exponencialni funkce f(x) = a* ma tyto viastnosti:
1. D(f) = (—o0,4+00)a H(f) = (0, +00)proa # 1, H(f) = {1} proa = 1.

2. Funkce f je rostouci v R pro a > 1, klesajici v R pro a < 1 (viz obr. 3.6) a
konstantni v R pro a = 1.

Definice 3.25. Bud a € R,a > 0,a # 1. Funkce inverzni k funkci y = a* se
nazyva logaritmicka funkce o zakladu a, znaci se y = log, x.

Z véty 3.24 vyplyva, ze pro a # 1 je exponencidlni funkce a* ryze monotonni,
takze inverzni funkce skutecné existuje. Grafy jsou znazornény na obr. 3.6

Je-li a = e, nazyva se logaritmickd funkce log, x prirozeny logaritmus a znaci se
y =Inux.

Je-li a = 10, nazyva se logaritmicka funkce log,, x dekadicky logaritmus a znaci
se y = logx.

Véta 3.26. Logaritmicka funkce f(x) = log, x ma tyto vlastnosti:
1. D(f) = (0,400), H(f) = (—00, +00).

2. Funkce f je rostouci na (0, +00) pro a > 1 a klesajici na (0, +00) proa < 1.
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3. Prox,y € (0,4+00) a z € Rplati
log,(xy) = log, x + log, v, loga<£) =log,x —log,y, log,x*=zlog, x.
y

4. Proa,beR,a>0,b>0,a#1,b#1ax e (0,400) plati

log, x

log, x = .
log, a

Poznamka 3.27. Z definice logaritmu a jeho vlastnosti uvedenych ve vété 3.26 plyne:
1) Plati

1
log,a =1, log, — = —1, log: x = —log, x.
a a

Proto jsou grafy funkci y = log: x a y = log, x soumérné podle osy x.
il) Proa e R,a > 0,a # 1 plati

log,a* =x prox e R, a®%* =x prox > 0.

3.5. Mocninna funkce

Definice 3.22 nam dovoluje zavést funkei x* pro libovolné realné Cislo s.

Definice 3.28. Bud' s € R. Pro x > 0 definujeme funkci y = x* a nazyvame ji
mocninnou funkci.

Véta 3.29. Mocninnd funkce f(x) = x* ma tyto vlastnosti:
1. D(f) =(0,4+00)a H(f) = (0,+o0) pros #0, H(f) = {1} pros = 0.

2. Funkce f je rostouci na (0, 400) pro s > 0, klesajici na (0, 400) pros < 0 a
konstantni na (0, +00) pro s = 0— viz obr. 3.7.

3. Plati f(x) =x* = (e]“")s =¢e'" pro x € (0, +00).

Poznamka 3.30. V nékterych specialnich piipadech lze defini¢ni obor (0, +00) funkce

f(x) = x* jesté rozsifit.

1. Je-lis € N, je D(f) = R (napi. x2, x>) — viz obr. 3.8 a) a 3.8 ¢).

2. Je-lis € Z~ N, je D(f) = R~ {0} (napt. x !, x~2— viz obr. 3.9 — nebo x9).

3.Jellis€e QN Zkdes =2, meN,neN,jeD(f) 2 [0, +00) (napi. x/2, x1/3, x/6).
Viz téz dale bod 5.

4. Funkci %/x, kde n € N, n > 1, chdpeme jako inverzni funkci k mocning x”.

a) V pripadg, ze n je sudé, neni funkce x” prosta na R, ale je prosta na intervalu [0, +00).
Tedy pro sudé n je funkce %/x definovana jen pro x > 0.
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Y s> 1 s=1
0<s<l1
1 ] s=0
s <0
1
0 1 x

Obr. 3.7: Graf funkce y = x*, s e R, x > 0

b) V piipadé, Ze n je liché, je funkce x” prostd na R. Tedy pro liché n je funkce /x
definovana pro libovolné x € R.

Funkce /x™, kde m € Z,n € N, n > 1, je pak slozenou funkeci s vnitini slozkou z = x™

a s vnéjsi slozkou y = %/z. Jeji defini¢ni obor zavisi na konkrétnich ¢islech m a n.
m

. Obecng, je-li s € Q, definujeme x°, kde x < 0, prave kdyz v zdkladnim tvaru % Cisla s

(G.s =7, m € Z,n € Nacislam an jsou nesoudélnd) je Cislo n liché. Pak klademe
x% = %/x™ (symbolem {/a rozumime a). Tedy (—8)*/¢ = (—8)!/3 = /=8 = —2, zatimco
(—4)** neni definované, protoze zakladni tvar zlomku 2 je 1 a &islo 2 ve jmenovateli je
sudé. Tato obecna definice je ve shodé s body 1 a 2.

Napi. funkce x'/3 = x?/¢ = 3/x je definovana pro x € R (viz obr. 3.8 d)), kdezto funkce
x1/2 = x?/* = \/x je definovana jen pro x > 0 (viz obr. 3.8 b)).

. Dale si viimnéme vztahu mezi funkcemi x™/" a 4/x™ kdem € Z,n e Na A

a) Slozena funkce i/x—zje definovana pro x € R a plati Va2 = W = |x|?/3 = x?/3
prox € R.

b) Slozena funkce Wje definovand pro x € R a plati Va2 = W = |x|'3 prox e R.
Tedy pro x < 0 je Va2 = |x|/3 # x1/3,

¢) Podobné musime pfistupovat k funkcim x”/" a 3/x™, kde m € Z,n € Na o el

Napi. funkce x2/> = x pro x € R (podle bodu 1 resp. 5), zatimco slozena funkce
Vx2 = |x| pro x € R, jde tedy o dv¢ rizné funkce se stejnym definicnim oborem,
jejichz hodnoty se shoduji pouze pro x > 0.

Piedchozi piiklady ukazuji, Ze je nutné respektovat rozdil mezi funkcemi x™/" a 4/x,

m € Z,n € N, chceme-li se vyhnout chybam. Napf. zatimco funkce x'/3 a x2/¢, x € R,

jsou podle bodu 5 stejné, slozené funkce 3/x a V2 se shoduji pro x > 0, avSak prox < 0

davaji rtizné hodnoty (funkce 3/x je lichd, kdezto funkce Ux2 je suda).

Poznamenejme, ze v nékterych ucebnicich se mocnina x* pro zaporné x a necelé s nezavadi.
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y y
y=x?
7
7
....... /‘
74
o 1 x
a) b)
y y
y=x3
y = xs y = x3
s
S
1... ....... { 1... ...... f /
: 94
0] i X / (0] i X
c) d)

Obr. 3.8: Grafy nékterych mocninnych funkei s kladnym exponentem
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a) b)

Obr. 3.9: Grafy nékterych mocninnych funkci se zdpornym exponentem

Poznamka 3.31. Ptizavadéni goniometrickych funkci jsme nepostupovali tak exakt-
né, jak to matematikové od poloviny 19. stoleti vyzaduji. Kvili rozsahu celého textu
jsme také nedokazovali vSechny uvadéné vlastnosti elementarnich funkci. Jiné, pre-
ciznéjsi pristupy by vyzadovaly nejprve zavést pojmy jako limita, spojitost a derivace.
Nejcastéjsimi prostiedky takovych pfistupt jsou mocninné fady nebo funkcionalni
rovnice. S riznymi variantami téchto pojeti je mozné se seznamit napt. v [15, 17, 21].

Pro prvni seznameni se zaklady diferencialniho poctu je vsak tento pristup pfilis
narocny a zdlouhavy, a proto jsme vysli ze stiredoskolskych znalosti a volili postup
zalozeny na jistém ,,pfijatelném nazoru™ zejména pokud jde o orientovany thel a
délku oblouku kruznice. Takovy postup je ospravedInény tim, ze vSechny zavadéné
pojmy a o nich uvadéna tvrzeni Ize vybudovat bez tohoto nazoru.

Cviceni

1. Rozlozte polynom P na soucin kofenovych Ciniteli v redlném oboru a urcete
znaménko hodnot P na jednotlivych intervalech.

a) P(x)=x%-1, b) Pkx)=x0+1, c) P(x)=x*—1.
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2. Vite-li, ze polynom P (x) = x* — x> 4+ 2x? — 4x — 8 ma koten 2i, najdéte ostatni
jeho koteny, rozlozte ho na soucin kotenovych ciniteli v realném oboru a urcete
znaménko jeho hodnot na jednotlivych intervalech.

3. Vyjadfete racionalni funkci jako soucet polynomu a ryze lomené racionalni
funkce.

20 — x4 32 —x+1 3xt 4+ 2x3 —x2 41
a) R(x)= . . b R = ,
xc—2x+4 3x+2
—4x2 4+ 10x — 1 3x° —=3x24+2x—5
R = s d R == 3
©) *) x2—-3x4+6 ) ) x3—x+1
2x% — 9x* +4x3 +8x2 —Tx + 4
o) R(x)=x x* 4+ 4x° 4 8x x—l—'

x4 —=3x24+2x -1

4. Urcete defini¢ni obor funkce R(x) a najdéte vSechny maximalni intervaly, na
kterych maji hodnoty R stejné znaménko.

(2x —3)x (x =D(x+2)
a) , b)) —————,
BGx—=1DG —x)2 —x2)(x2+5x +6) x(x +3)
x—=2)x+3)(x—1) (x+1Dx +3)
c) 5 , d ——,
x*(x+1D(x—=3) x—2
x2(x —2)(x +3) (x+3)(x+1)°
e) : ) ————

x+1 x—=—D2(x+2) "

5. Rozlozte racionalni funkci na parcialni zlomky:

4x2 4+ 13x =2 —5x +2
R = s b) R =
2 x) X3 4+3x2 —4x - 12 ) (x) x*—x3 4 2x2
X —4xP4x =2 ox3 —4x + 1
R = o d R =
©) ) x4 —2x3 4+2x2 —2x+1 ) ) x4 —x2
2x2 +4x+9 =43 —x+1
e) Rkx) = f) R(x)= .

X3 43x243x 427 X5 4+2x3 +x

sobny kofen o = 0 akofen B = 2+3i, ktery ma unejvyssi mocniny koeficient —2.
Najdéte vsechny maximalni intervaly, na kterych maji hodnoty tohoto polynomu
stejné znaménko.

7. Nakreslete grafy funkci
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1\ 1l
) y=(3) b) y=lnlx|, o y=linx|
d) y =2arcsin % , e) y = 3arccotgx, f) y =arctg(x + 1),
1
g) Y= h) y=In(x—1).
—X
8. Urcete defini¢ni obor funkce y = In | cos x|. Je tato funkce periodicka, suda, resp.
licha?
9. Urcete defini¢ni obor a nakreslete graf funkce f: y = arctg(tg x).
10. Urcete defini¢ni obor a nakreslete graf funkce:
a) y = sin(arcsin x), b) y = cos(arccos x),
c) vy =tg(arctgx), d) y = cotg(arccotg x).
11. Nakreslete grafy funkci a urcete jejich nejmensi periodu.
1
a) y = sin|x|, b) y=sin’x, c) y=cosx?, d) y=sin—.
X
12. Urcete nejmensi periodu funkei.
a) y:sin%—l—Zcost, b) y =cos3x +sinx +tgx,
c) y:tg§+sin3x—2cos2x, d) y =cos2x + sin3x,
) o +sin2x 4+ X
e =tg — 4 sin2x + cos — .
y=1g35 3
13. Urcete defini¢ni obory nasledujicich funkci.

. 1 —2x
a) arcsin(2 — 3x), b) arccos YRR
1 3-2
c) arcsin , d) +/3 —x 4 arcsin * ,
2x — 1 5
-3
e) arcsin(l —x)+Inlnx, f) arcsin * + In(x3 — x),
In2x —3 —4
g) M + arcsin al , h) arccos(2x —5),
x2—1 7
. 2x +3 ) , X
1) arccos , j) arcsin ,
6 14+ x
. 5x — x? .3
k) arcsinx + x+/1 — x2, 1) In + arcsin — .

4 X
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14. K danym funkcim urcete interval, na kterém je funkce prostd, a stanovte inverzni
funkci a jeji definicni obor.

a) y=2cos(l —3x), b) y=2+4tg(5x —2),

¢) y=3+4arccos(2x — 1), d) y =2 —arccotg(x —2),
e) y=sin(3x — 1), f) y=1+4arctg(3x —4),
g) y=2-—cos2x + 1), h) y=In2 —x),

. : 4+¢

) y=1+v3+e>, J) Y= T

k) y=In(5 - 2x), ) y=4+3-—¢"

2+4e" 4x — 5
m) y= re ) n) y=—-3+cos al ,
er 2
0) y=3arccos§, p y=x% x<0.
15. Upravte.

a) sinarccosx, x € [—1, 1], b) sinarctgx, x € R.

16. Dokazte, ze plati nasledujici rovnosti.

1 1
a) arctgx = arccotg —prox >0, b) arctgx = arccotg — — m pro x < 0.
X X

17. Zjistéte, zda dana funkce je suda nebo licha.

2—x a*+1
a =1In , b = ,
) y 2 _|_ X ) y at — 1
sin x sinh x
c) y= 1n<—>, d) y=— .
X sin x
18. Funkce urcené predpisy
sinh x = —¢ , coshx:e te ,
2 2
sinh x cosh x
tghx = cotghx = —
cosh x sinh x

se nazyvaji hyperbolicky sinus, kosinus, tangens a kotangens. Spolecny nazev je
hyperbolické funkce.

a) Urcete jejich defini¢ni obory.
b) Rozhodnéte, zda jsou sudé nebo liché.
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¢) Najdéte (na vhodnych intervalech) jejich inverzni funkce (tzv. hyperbolomet-
rické funkce argsinh, argcosh, argtgh a argcotgh — ¢te se argument hyperbo-
lického sinu atd.).

d) Rozhodnéte, zda jsou hyperbolometrické funkce sudé nebo liché.

*

Zivot je komplexni. Ma redalnou a imagindrni slozku.
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Kapitola 4

Limita a spojitost funkce

Pojem limity funkce patii k zakladnim pojmim diferencidlniho poctu. Mit limitu je
lokalni vlastnost funkce popisujici chovani funkce v ryzim okoli bodu, v némz limitu
urcujeme. Skutecnost, ze jde o ryzi okoli (tj. okoli kromé tohoto bodu), znamena, ze
limita nezavisi na funk¢ni hodnoté funkce v tomto bodé — funkéni hodnota se mize
lisit od limity v tomto bodé¢, nebo funkce nemusi byt v daném bodé¢ definovana.

Spojitost funkce ma lokalni nebo globalni charakter. Spojitost funkce v daném
bod¢ znamend, Ze limita funkce v daném bod¢ je rovna funkéni hodnoté v tomto
bodé. Pomoci spojitosti v bod¢ je definovana spojitost na intervalu, piipadné obecné
na mnozin¢. Dllezité vlastnosti spojitych funkci na intervalu jsou uvedeny v zavéru
této kapitoly.

4.1. Limita

Univerzalni definice limity funkce je zaloZena na pojmu okoli zavedeném v defi-
nici 1.19 a popisuje vSechny ptipady limit.

Definice 4.1. Necht'x,, L € R*. Rekneme, Ze funkce f mav bod¢ xq limitu rovnou
¢islu L a piseme lim f(x) = L, jestlize ke kazdému okoli &'(L) bodu L existuje
X—> X0
okoli &'(xy) bodu xq tak, ze pro vSechna x € O(xg) \ {xo} plati f(x) € O(L).
Piseme lim f(x) = L.
xX—X0

Pomoci kvantifikatori Ize psat

YO (L) A0 (xy) Vx € O(xp) ~ {x0}: f(x) € O(L).

Specifikaci bodil xy, L (zda jsou z R ¢i +=00) dostavame tyto specialni piipady
limity:
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a) Viastni limita ve viastnim bode, je-li xo, L € R—viz obr. 4.1 a).
b) Viastni limita v neviastnim bode, je-li xo = £oo a L € R—viz obr. 4.1 b).
¢) Nevlastni limita, je- 1i L = 00— viz obr. 4.1 ¢) a 4.1 d).

V pripadé vlastni limity ve vlastnim bodé popiseme okoli &'(L) pomoci € a &'(x)
pomoci § a dostaneme nasledujici tzv. e definici.

Definice 4.2. (¢ definice)
Necht xy, L € R. Rekneme, 7e lim f(x) = L, jestlize
xX—Xx0

Ve>0385>0VxeR:0<|x—xp| <§ = |f(x) —L| <e.

V piipadé vlastni limity v nevlastnim bodé +o0o popiseme okoli &'(L) pomoci &
a 0'(o0) jako interval (A, co). Definici je v tomto piipadé nasledujici.

Definice 4.3. Rekneme, Ze lim f(x)=L,L &R, jestlize
X—> 100

Ve >03dA>0VxeR:x>A = |f(x)—L| <e.

Podobné¢ definujeme ostatni piipady nevlastnich limit v nevlastnich bodech (cel-
kem dostavame 9 specialnich piipadl limit).

Poznamka 4.4. Z grafu funkci (obr. 3.4 ¢) a 3.9 b)) je vidét, ze existuji limity

b1
lim arctgx = —, Iim — = +o00.
x—>+00 & 2 x—0 x2 +
Naopak limita lin}) 'i—' neexistuje, nebot’ v pravém okoli nuly jsou hodnoty funkce
x—

rovny 1 avlevém —1. Z definice limity lze snadno dokazat, ze Dirichletova funkce x
nema limitu v zadném bode¢.

Priklad 4.5. Z definice limity dokazte, ze 1im1 2x+1)=3.

Reseni. Bud'e > 0 libovolné. Potiebujeme najit § > 0 tak, aby pro viechna x takova,
7ze 0 < |x — 1] < 4, platilo, ze |2x + 1 — 3| < ¢, neboli 2|x — 1| < &, odkud vidime,
ze staci zvolit libovolné § < 7, napi. § = 3. A
Funkce sgn x (obr. 1.3 ¢)) nema limitu v bodé xy = 0, piestoze je v levém i pravém
okoli tohoto bodu dokonce konstantni. Proto zavadime pojem jednostranné limity.
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a) vlastni limita ve vlastnim bodé

y=fx)
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b) vlastni limita v nevlastnim bodé

M
e AN
I
I
| y=/w
1
o X0 —38 xo X0+ 46 X (0]
¢) nevlastni limita ve vlastnim bod¢ d) nevlastni limita v nevlastnim

bodé

Obr. 4.1 Razné druhy limit
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Definice 4.6. Necht' xo € R, L € R*. Rekneme, Ze funkce f mé v bodé xo limitu

zprava rovnu Cislu L a piSeme lim f(x) = L, jestlize
+
X—>X,
0

VO(L) 38 > 0 Vx € (xo, X0 +8) : f(x) € OL).

Podobné¢ definujeme limitu zleva lim f(x) = L.

x%xof

Napft. z grafu na obr. 1.3 c¢) je ziejmé, Ze plati lim+ sgnx =1, lim sgnx = —1.

—0 x—0~

4.2. Véty o limitach

Véta 4.7. Funkce f mad v libovolném bodé nejvyse jednu limitu.
Duikaz. Diikaz provedeme sporem. Budeme predpokladat, ze lim f(x) = L,
xX—X0
lim f(x) = L, a Ly # L,. Podle podle poznamky 1.20 o okoli existuji &' (L),

X—X0

O'(L,) takové, ze O(Ly) N O(L,) = . Z definice limity plyne

Hﬁl ()Co) takové, zeVx € ﬁ] (XQ) AN {XQ} plati f(x) S ﬁ(Ll),
A0, (xp) takové, ze Vx € O (xp) \ {xo} plati f(x) € O(L,).

Podle téze poznamky o okoli je O (xg) N Oh(xy) = O(xp) také okolim bodu xy a
zaroven musi platit, ze pro kazdé x € O'(x¢) \ {xo} je f(x) € O(L,) N O(L,), coz
je evidentni spor. O

Véta 4.8. Ma-li funkce f v bodé x( viasmi limitu L € R, pak existuje O (x,) takoveé,
ze f je na O(xy) ohranic¢end.

Duikaz. Necht' lim f(x) = L. Potfebujeme urcit K, K, takové, aby K| < f(x) <
xX—X0

< K, pro vSechna x € O(xq). Z definice limity existuje k Cislu ¢ = 1 okoli &'(x)
takové, ze pro vSechna x € O(xp) \ {xo} plati L — 1 < f(x) < L + 1. Zvolme
tudiz K; ;= min{L — 1, f(xo)} a K, := max{L + 1, f(x0)}, pokud f(x¢) existuje, a
Ky:=L—1,K,:= L+ 1,pokud f(x) neexistuje. [l

Véta 4.9. Plati lim f(x) = A prave tehdy, kdyz lirn+ f(x) = lim f(x)=A.
X—>X0 —

X—)XO X—)XO
Duikaz. Tvrzeni ,,=* je trivialni. Necht’tedy lim+ f(x) = Aazaroven lim f(x) =
X=X X—>xy
= A.Klibovolnému &'(A) existuji kladna ¢isla §; tak, ze pro vSechna x € (xq, xo+3;)
je f(x) € O(A), a8, tak, ze pro vSechna x € (xo — 82, xo) je f(x) € O(A).
Zvolime-li § := min(d;, &), pak pro vSechna 0 < |x — xo| < 8 je f(x) € O(xop),
a tvrzeni je dokazano. O
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Véta 4.10.

1. Necht existuje okoli U(xy) takové, zZe pro vSechna x € O (xo) \ {xo} plati rovnost
f(x) = g(x). Pak

lim f(x) =A< lim g(x) = A, kde A e R".
X—>X0 X—>X0

2. Necht lim f(x) = A € R*, lim g(x) = B € R*. Jestlize A < B, pak existuje
xX— X0 X—>X(
O'(xg) takové, ze pro vSechna x € O(xq) \ {xo} je f(x) < g(x).
Naopak, je-li f(x) < g(x) v néjakém ryzim okoli bodu x, je A < B.
Duikaz.
1. Predpokladejme, ze lim f(x) = A. Chceme dokazat, ze lim g(x) = A. Necht'je
xX—Xx0

X—>X0

dale dano libovolné &'(A). K nému z definice limity existuje & (x,) takové, ze pro
vsechna x € O (xo) \ {xo} je f(x) € O(A). Zvolme O,(xg) := O (x0) N O (xp).
Pak pro x € 05(xg) ~ {xo} plati f(x) = g(x) € O(A) atvrzeni je dokazano.

2. a) Nejprve provedeme dikaz pro A, B € R. Podle predpokladu je A < B.Zvolme
€= 32;“. K tomuto ¢ existuji z definice limity okoli
O (xp) tak, ze Vx € O (xp) ~ {xo}je f(x) e (A—¢e,A+¢e)a
0> (xp) tak, ze Vx € O(xp) \ {xo} je g(x) € (B — ¢, B +¢).

Zvolime-li O (xy) := O (xo) N O>(xp), pak pro vSechna x € 0 (xg) ~\ {xo} plati

B—A A+B
fX)<A4+e=A+ =

2 2 7
o) > B 5 B—A A+B
>B—e=B— = .
A 2 2
Odtud plyne
A+ B
fx) < 3 < g(x).

b) Necht' nyni A € R, B = oo (pro ostatni pfipady, kdy A = —oo, B € R*, se
dikaz provede analogicky). K ¢ = 1 existuje z definice limity &) (xy) tak, ze
pro vsechna x € 0 (xg) \ {xo} je f(x) < A+ 1). Dale existuje &, (xg) takové,
ze pro vsechna x € 0,(xg) ~\ {xo} je g(x) > A + 1, jelikoz xli)ngog(x) = 00.

Zvolme opét O'(xg) := O (xg) N O,(xp) a vidime, Ze pro vSechna x € O (xy) je
f(x) < A+ 1 < g(x), atvrzeni je dokazano.

¢) Dokazeme druhou ¢ast tvrzeni 2. Kdyby bylo A > B, dostali bychom spor
s prvni ¢asti tvrzeni 2. [
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Je-li v druhém tvrzeni predchozi véty f(x) < g(x), nemusi byt A < B, jak
ukazuje piiklad f(x) = x2, g(x) =2x%, x — 0. Je totiz A = B = 0 (viz dale).
Véta 4.11. Necht' lim f(x) = 0. Jestlize pro funkci g existuje okoli O(xq) bodu x

X— X0
takové, ze g je v nem ohranicend, pak lim f(x)g(x) = 0.
X— X0
Duikaz. Diikaz provedeme z definice — k libovolnému ¢ > 0 hledame vhodné okoli

0U5(xo). Podle predpokladi existuje konstanta K takova, ze |g(x)| < K pro vSechna
x € O(xp). Protoze lim f(x) = 0, pro ¢* > 0 (ur¢ime pozdé&ji) existuje & (xg)
X—Xx0

takové, ze pro vsechna x € O(xo) ~\ {xo} plati | f(x)| < &*. Polozme 0;(xy) =
= 0 (xg) N O(xp). Potom pro vSechna x € 0,(xg)  {xo} plati, ze | f (x)g(x) — 0] =
=|fx)|gx)] < K - &* = ¢. Vidime, Ze £* zvolime jako % a véta je dokazana. [

1
Priklad 4.12. Vypoctéte lin}) X sin —.
X—> X
Reseni. Jde o typicky piiklad na pouziti véty 4.11. I kdyz limita lin}) sin % neexistuje,
x—

vyuzijeme ohranic¢enosti funkce sin )17 a existence limity lim x = 0. Podle véty 4.11

x—0

plati lim x sin ;- = 0. A
Véta 4.13 (Pocetni operace s limitami). Necht existuji obé limity lim f(x) =L,
X— X0
lim g(x) = Ly, Ly, L, € R (4. viastni limity). Pak plati:
X—> X0
L lim (f(x) £ g(x)) = Ly £ Ly,
X— X0

2. xlingo(f(X) 8(x)) =Ly - Ly,

L
3. Je-li Ly # 0, pak lim £ — L1
x=xo g(x) Lo

4. xli—>n:rl0 If ()] = lei_)Hxlof(X)l-
Diikaz.
1. Chceme dokazat, ze k libovolnému ¢ > 0 existuje okoli &'(xy) takové, ze pro

vsechna x € O(xo) ~ {xo} plati | f(x) + g(x) — (L + Ly)| < &. Necht’ je dano
libovolné ¢ > 0. K ¢* > 0 (urc¢ime pozdé&ji) existuji

O (xp) takové, ze Vx € O (xg) ~ {xo} plati | f(x) — L;| < &%,
O»(xp) takové, ze Vx € Oy(xp) ~ {xo} plati |g(x) — L] < &*.

Polozme O(xg) = O)(xp) N O>(xp). Pak pro vSechna x € O(xg) \ {xo} plati
|fO)+8(x) = (L1 + L)l = [f(x) = L1 +g(x) — Lo| = [f(x) — Ly| +|g(x) —
— Ly| < &* + ¢*. Vidime, Ze pokud zvolime &* = %, bude tato podminka splnéna
a tvrzeni je dokdzano. Dikaz pro rozdil je analogicky.
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2. V tomto ptipadé postupujeme obdobné¢ — ke kazdému & hledaime vhodné &'(xy)
takové, aby pro vSechny x € O'(xg) ~\ {xo} platilo |f(x)g(x) — LiL,| < e.
Funkce ¢ ma v bod¢ x( vlastni limitu, a proto podle Vety 4.8 existuje O (xp),
v némz je g ohranicena, tzn. existuje K > 0 takové, ze |g(x)| < K pro vSechna
x € O)(xp). Bud' ¢ > 0 libovolné. Z existence limit obou funkci f, g plyne, ze
pro ¢* > 0 (opét ur¢ime vhodné pozdéji) existuje 0, (xy) takové, ze pro vSechna
X € O(xg) \ {xo} plati |f(x) — Li| < &%, ak & > 0 existuje 03(x() takové,
7e pro vSechna x € O3(xg) ~ {xo} plati |g(x) — L,| < &**. Bud nyni O(xy) =
= 0 (x9) N O5(xp) N O3(xp). Pak pro vsechna x € &(xg) ~\ {xo} je

[ f(x)g(x) — LiLy| =1f(x)g(x) — LiLy +g(x)Ly — g(x)L| =
=[(f(x) = Lpgx) + (g(x) — L) L,| <
<lg@)|-1f(x) = Li| +|Li|-1g(x) = La| < Ke* 4 |Ly|e™

Staci proto vhodn¢ zvolit &* ag*

=% 2|L |

3. Postupujeme obdobné jako v piipadech 1 a 2. Funkce f ma v bod¢ x( vlastni
limitu, proto existuje okoli & (xy), kde je ohranicena, tj. existuje K > 0 takové,
ze pro vSechna x € 0(xg) je | f(x)] < K. Dale podle definice limity k ¢islu
'L2—2| > 0 existuje okoli &5 (xq) takové ze pro vSechna x € 0,(xg) ~ {xo} plati
gx) € (Ly — % L, + 'LZZ') tj. Is(x)l < IL - Nyni k &* > 0 existuje &3(xo)
takové, ze pro vSechna x € 03(xg) \ {xo}je|f(x) —L| < &*,ak e™ > 0 existuje
O4(xp) takové, Ze pro vSechna x € 0y(xg) ~\ {xo} je |g(x) — L,| < &**. Zvolme
okoli &'(xg) jako prinik vSech téchto okoli. Potom pro vsechna x € &'(xy) ~\ {xo}
plati

(x) L (x) L
S _ i\ —f()—+f<x)———‘<
g(x) Ly g(x) L, L
<| (X)I‘ +—| (x) =L =
/ |Lo| / b
|f ()] 1
= —1g ()—Lz|+ | f(x) — Ly| <
|La| |g(x )|—r**—’ |La |—r*—’
<2/L2 <& <&
K 2 oy e*
< » ng L,
Staci zvolit ¢* = lezl ag™ = e— a tvrzeni je dokazano.

4. K libovolnému ¢ > 0 existuje okoli &'(x¢) tak, ze pro vsechna x € &'(xy) ~ {x¢}
plati f(x) € (L1 — &, Ly + &), §j. [ILy — f(x)| < &. Protoze ||Li| — | f(x)]| <
<|Ly— f(x)|,je f(x) € (IL{| — &, |L1]| + &), coz jsme meli dokazat. [l
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Poznamka 4.14. Podobn¢ jako u posloupnosti plati véty vyjadiené hesly

1 1 1

— =0, — =400, — =—00.
+oo +0 -0

Diikaz se provede obdobné jako ve vété 2.18. Napiiklad, lim 1 = oo, lim 1 = —cc.

x—0t x—0~
Proto lim 1 neexistuje.
x—0 %
V piipadech limit typu ,,00 — 00%, =2“a 3" je situace opét nejednoznacna. Jak

postupovat v téchto piipadech, ukazeme v kapitole 5.
Nasledujici véta plyne pfimo z definice limity a ma prakticky vyznam.

Véta 4.15. Necht existuje ryzi okoli bodu xo, v némz plati f(x) < g(x) < h(x).
Jestlize lim f(x) = L = lim h(x), pak lim g(x) = L.
xX—>X( xX—>XxQ xX—>X(

Véta 4.16 (Limita slozené funkce). Necht' lim ¢(x) = «, lim f(y) = L a existuje
X—XQ y—a

O (xo) takové, Ze pro vsechna x € O(xg) ~{xo} je ¢(x) # a. Pak lim f(p(x)) = L.
X—Xx0

Duikaz. Mame ukazat, ze k libovolnému okoli (L) existuje okoli &'(x¢) takove, ze
pro x € O(xo) \ {xo} je f(p(x)) € O(L).

Zvolme okoli &'(L). K nému existuje okoli () takové, ze proy € O (o)~ {a}je
f(y) € O(L).Dalek okoli ' («) existuje 05 (xp) tak, ze pro v§echna x € & (xg)~{xo}
je p(x) € O(a). Polozme O'(x¢) = O1(xo) N O»(xp). Ukdzeme, ze ma pozadovanou
vlastnost. Pro x € O'(xp) \ {xo} je ¢(x) € O(a) \ {a},atedy f(p(x)) € O(L). O

Poznamka 4.17. Predpoklad ¢(x) # « je podstatny. Naptiklad pro funkce

1 proy #0,
o) =0, fo=1{ 7T
2 proy=0

plati lin}) p(x) =0, lin}) f(y) = 1. Pritom 1iIIT(l) flpx)) = lin}) f(0) = 1iIIT(l)2 =2#1
x— y— x— x— x—
(e xo = a =0).
S jinou variantou piedchozi véty se setkame v nasledujicim oddilu (véta 4.22),
kde bude kladena podminka naopak na vnéjsi slozku.

Lemma 4.18. Necht'funkce f je monotonni v néjakém ryzim pravém okoli (xy, xo+38)
bodu xy, —00 < x¢g < +00. Pak existuje lim+ f(x) =L, L € R*. Obdobné tvrzeni
plati pro limitu zleva. %

Diikaz. Necht je f naptiklad neklesajici na (x¢, xo + §). Pfipad nerostouci funkce
se vySetii obdobné. Ozna¢me L = inf{ f(x) : x € (xo, xo + §)}. Z definice infima a

monotonie f se snadno ovéri, ze lim f(x) = L. O
X—)XO
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Slozitejsi piiklady na vypocet limit, které budou ilustrovat pouziti pfedchozich vét,
uvedeme az v oddilu 4.6. Chybi nam totiz zatim znalost limit elementarnich funkci,

vvvvvv

slouzit pojmy zavedené v nasledujicich dvou oddilech.

4.3. Spojitost funkce v bodé

Pomoci pojmu limita funkce definujeme spojitost funkce v bode¢.

Definice 4.19. Bud xy € R. Rekneme, Ze funkce f je v bodé x, spojitd, jestlize
lim f(x) = f(xo).
X—>X0

Podobné definujeme i jednostranné spojitosti— funkce f je v bodé x¢ spojita zprava
resp. spojita zleva, jestlize

lim f(x) = f(xo), resp. lim f(x) = f(xo).

X—).XO X—).XO

Poznamka 4.20.

1) Je-li funkce f spojita v bod¢ x( (resp. spojita zprava, zleva), znamena to, ze f je
v tomto bod¢ definovana.
i) Protoze f(x¢) € R, je lim f(x) vlastni. Definici spojitosti 1ze psat pomoci kvan-
xX—Xx0

tifikatorti takto: f je spojita pravé tehdy, kdyz
Ve>038>0VxeR:|x —xo| <8 = |f(x) — f(xo)] < &.
Nasledujici véta plyne bezprostfedné z véty o pocetnich operacich s limitami.

Véta 4.21. Jsou-li funkce f, g spojité v bodé xy, jsou také funkce f £ g, f - g spojité
v bodeé x¢. Je-li g(xo) # 0, je v xo spojita i funkce f/g.

Nasledujici véta ma velky prakticky vyznam pro pocitani limit slozenych funkci.
Véta 4.22. Necht' lim ¢(x) = « a funkce f je spojita v bodé a. Pak plati, Ze
X—Xx0
xli_gclo flo(x)) = f(a).

Diikaz. Budeme postupovat jako v dukazu véty 4.16. K libovolnému okoli &'( f («))
musime najit okoli & (x) takové, ze pro x € O (xo) \ {xo} je f(p(x)) € O(f(a)).
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Zvolme okoli O(f(«)). K nému ze spojitosti f existuje okoli &' («) takové, ze

proy € O(a) je f(y) € O(f(x)). Dale k okoli & () existuje O'(xg) tak, ze pro
vSechna x € O(xg) \ {xo} je ¢(x) € O(«). Toto okoli ma pozadovanou vlastnost.
Pro x € O(xo) \ {xo} je p(x) € O(a), atedy f(p(x)) € O(f()). U

Vsimnéte si, ze k platnosti véty o limité slozené funkce nestaci existence limit

vnitini a vnéjsi slozky — viz poznamka 4.17. Bud’ je tieba predpokladat, ze vnitini
slozka ma jakousi dodatecnou vlastnost (véta 4.16), nebo je tieba predpokladat, ze
vngjsi slozka je spojitd (véta 4.22).

Z predchozi véty plyne véta o spojitosti slozené funkce:

Véta 4.23. Je-li funkce u = ¢(x) spojita v xo a y = f(u) spojita v bode uy = ¢(x),
Jje funkce y = f(p(x)) spojita v x.

Véta 4.24. Nasleduji funkce jsou spojité v kazdém bodé x € R:

1. f(x) =¢
2. f(x) =x,
3. polynom,

4. racionalni lomena funkce (v kazdém bode, v kterém je definovana),
5. sinx, cos x,

6. tgx, cotgx (vsude, kde jsou definovany).

Diuikaz.

1. Tvrzeni je ziejmé.

2. Bud xy € R libovolné, ¢ > 0 libovolné. Polozme § := ¢. Pak pro libovolné
x € (xog — 8, x0 + 8) plati | f(x) — f(x0)| = |x — x0o| < 8 = &, coz znamena, Ze

Jim f(x) = f(x0)-

. Funkce f(x) = x je spojita podle 2, ddle x?, x>, ... jsou spojité podle véty 4.21,

ao, - - - , a, jsou spojité podle bodu 1, proto je i apx” + - - - 4+ a, Spojita.

. Plyne bezprostiedné z véty 4.21 a bodu 3.
. Budeme postupovat po krocich:

(a) sinx je spojitd v bod¢ 0, nebot’ ze vztahu 0 < sinx < x pro 0 < x (tato
nerovnost bude dokazana v piikladu 4.25) a z faktu, ze hn}) 0=0,limx =0,

x—0
plyne z véty 4.15, ze hrn+ sinx = 0. Protoze sinus je licha funkce, je pro
x—0
x < 0 splnéno x < sinx < 0, a podobn¢ se dokaze, ze lim sinx = 0, coz
x—0~

dohromady dava spojitost funkce sinus v nule.
(b) cos x je spojita v bodé 0, coz plyne ze vztahu cos x = ++/1 — sin? x, zvét4.21
a4.22 a bodu 5(a) (spojitost odmocniny bude dokazana v disledku 4.41).
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(c) sinx je spojita v libovolném bodé. Vskutku, je lim sinx = hm sin(xg+ h) =

X—>X0
= lim(sin xg cos i) + lim(sin/ cos xp) = sinxy -1+ 0 - cos xo = sin x.
h—0 h—0

(d) cosx je spojita v libovolném bodé (analogicky pomoci bodu 5(a)).
6. Plyne bezprostiedné z véty 4.21 a bodu 5. U
Priklad 4.25. Dokazte, ze )
sin x

x—0 X

Reseni. K dikazu vyuzijeme vétu 4.15. Z obr. 4.2 je
ziejmé, Ze plocha trojihelnika AOAB je mensineZ plocha  t8Xfreeeeereeeneeres ¢
kruhové vyseCe OAB ataje mensinez plocha trojuhelnika 1 B
AOAC. Tudiz plati nerovnosti SMLXreeneees

1 1 1 sinx

—sinx < —x < = o

2 2 2 cosx

o D A
Z nich po uprave dostaneme, ze pro 0 < x < 1/2 je Obr. 4.2
sinx
Cosx < — <
X
Protoze llrn cosx = 1 (funkce cosx je spojitd), je podle Vety 4.15 lll’{]l sinx 1,
x—
Funkce s"” je suda, a proto také lim $M* = 1, odkud jiz plyne tvrzeni. A
x—0~
Priklad 4.26. Dokazte, Ze plati
e’ —1
lim = 1.
x—0 X

Reseni. Vysetiime nejprve limitu zprava. Necht' 0 < x < % anecht'n € N je takové,
ze n‘? <x < % . Podle definice Eulerova ¢isla (definice 2.27) plati (viz véta 2.26)

1 n+1 1 n
1+ <e< |1+ .
n+1 n—1

Odtud plyne ¢* < ¢'/" < 1 4+ - azdroveii e* > e/ ™D > 1 4

n+] > t-]'

<e' <1+

1 .
+n+1 n—1
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Protozen < - ,dostavamen+1 < —|—1 =

1 1-2
n+1>;plynen—1>;—2_ xx’tJ'n—l <

plati nerovnost

,tj. — > == . Podobn¢ z nerovnosti
) Odtud prox € (0,1/2)

odecteme-li ¢islo 1 a podélime-li kladnym ¢islem x, dostaneme

1 e' —1 1
< < .
x+1 X 1 —2x

Limitnim pfechodem pro x — 04 a s vyuzitim véty 4.15 je lim eXT*I = 1. Podob-

X—>x0+

nym zpusobem vySetiime limitu zleva, odkud pak plyne tvrzeni. A
Priklad 4.27. Dokazte, ze je exponencialni funkce a* spojita v kazdém bod¢ x € R.

Reseni. Plati

eX—XO _ 1
e —eV =e"(e — 1) =e"(x — xp)
X — Xp

Podle prikladu 4.26 a véty 4.16 je lim &=L = 1, proto

x—xg XX

X —X0

lim (e* — ) = hrn " (x — xp) =0.

X—>X0 X — Xo

Odtud lim ¢* = lim (¢* — e%) 4+ lim e* = e". Pro a # 1 lze psat a* = e*!n%,

xX—Xx0 X—X0 X—X0

proto podle predchoziho a véty 4.16 plati lim a* = lim e*"® = %" = g% Pro

X—>X( X—>X(

a = 1jevztah lim a* = a* ziejmy. A
X—>X0

Priklad 4.28. Bud

+1 1,
f()—{ X , pro x <

—ax® prox > 1.
Urcete parametr a tak, aby byla funkce f spojita ve vSech bodech x € R.
Reseni. Funkce je spojitd na intervalu (—oo, 1) i (I, 00). Jedinym bodem, kde
by funkce nemusela byt spojita, je bod x = 1. Potfebujeme, aby 1in{1+ fx) =
= lim f(x)=f1)=1+1=24.
x—1-
limB3—ax’)=3—a=2.
x—1t

Odtud plyne @ = 1 a funkce f je spojita v kazdém bodé x € R. A
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Priklad 4.29. Je dana funkce

—2sinx  prox < —7,
f(x)=41 Asinx+B pro—7 <x <73,

T
coS X prox > 7.

Urcete konstanty A, B tak, aby byla funkce f spojita v kazdém bodé x € R.

Reseni. Problémové body jsou x = —7 ax = 7. Potiebujeme, aby
lim (Asinx + B) A'(n)—i—B f( n) 2.(11) 5
im sin x = Asin(—— =fl—-=)=-2sin[—=) =2,
x>—I7F 2 2 2
. . (T T T
lim (Asinx + B) = Asm(—) + B = f(—) =cos— =0.
PG 2 2 2

Dostavame soustavu rovnic —A + B = 2, A + B = 0, po jejimz vyfeSeni dostavame
vysledek A= —1a B = 1. A

Priklad 4.30. Uvedte piiklad funkce f definované na celém R, ktera neni spojita
v zadném bod¢ x € R, ale jejiz absolutni hodnota f* = |f| je funkce spojitd v
kazdém bodé x € R.

Reseni. Ptikladem muze byt funkce podobna Dirichletové funkei. Definujme

B 1 prox € Q,
f(x)_{ —1 prox el

Tato funkce evidentné neni spojitd v zadném bodé¢, ale jeji absolutni hodnota je
f*(x) =1fx)] =1,x € R, coz je funkce spojita v kazdém bodé x € R. A

Priklad 4.31. Dokazte, ze je funkce

x2 prox=1 n=12...,

f(x):{ 0 jinak

spojitda v bodé x = 0.

Reseni. Potiebujeme rozhodnout o existenci a hodnoté lin}) f(x). Funkci f mizeme

odhadnout nerovnostmi 0 < f(x) < x2. Protoze lin(l)O = 1in% x? = 0, je podle

veéty 4.15 také lin}) f(x) =0= f(0) afunkce f je v bodé¢ 0 spojita. A
x—
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4.4. Spojitost funkce na intervalu

Limita funkce a spojitost funkce v bod¢ jsou lokalnimi vlastnostmi, protoze popi-
suji chovani funkce v okoli daného bodu. Vysetiujeme-li chovani funkce na néjaké
mnozing (nejcasteji intervalu), mluvime o globalni vlastnosti. Globalni vlastnosti je
napfiklad periodi¢nost nebo sudost/lichost funkce a také nasledujici vlastnost.

Definice 4.32. Bud’ f funkce, I C D(f) interval. Rekneme, Ze f je spojitd na
intervalu I, jestlize je spojitd v kazdém vnitinim bod¢ intervalu I a patii-li levy
(pravy) koncovy bod do 7, je v ném spojita zprava (zleva). PiSeme f € C(I) a je-li
I = [a, b], také f € Cla, b].

Z véty 4.24 napt. dostavame, ze polynom je spojita funkce na (—oo, 00), tg je
spojita funkce na (—3 + km, 7 + km), k € Z.

Véta 4.33 (Weierstrassova véta). Necht' f € Cla, b]. Pak je f na tomto intervalu
ohranicena a nabyva v ném své nejvetsi i nejmensi hodnoty.

Duikaz. Nejprve ukazeme, ze funkce f je ohrani¢ena na intervalu [a, b]. Necht' f neni
ohranicena. Pak ke kazdému n € N existuje x, € [a, b] takové, ze f(x,) > n. Podle
véty 2.39 lze vybrat konvergentni podposloupnost {xy, }, klgrolo Xp, = ¢ € |a, b]. Z definice
spojitosti a véty 4.8 vyplyva existence okoli T (c) takového, ze f je ohrani¢enana (¢ — 38, c+
+8) N [a, b]. Soucasn¢ existuje m € N takové, ze pro k > m je x,, € (¢ —§,c+8). Tedy f
nabyva v s (c) libovolné velkych hodnot, coz je spor.

Nyni ukdzeme, ze f nabyva svych extremalnich hodnot. Ukdzeme to napf. pro maximum;
dikaz pro minimum je obdobny. Podle prvni ¢asti ditkazu je obor hodnot H (f) shora ohrani-
¢ena (a samoziejme neprazdna) mnozina. Ozna¢me d = sup H (f). Pripustine, ze d ¢ H(f).
Pak pro x € [a,b] je f(x) < d, takze funkce g(x) = m je spojita na [a, b]. To ale
znamena, ze H (g) je shora ohranicend, tj. existuje k > 0 takové, ze 0 < ﬁ < k. Odtud

fx) <d-— % acislod — % < d je horni zavora H (f), coZ je spor. O

Geometricky vyznam Weierstrassovy veéty je zndzornén na obr. 4.3. Je zfejmé,
ze bodu, v nichz funkce nabyva své nejvetsi resp. nejmensi hodnoty, mize byt i vic
(napft. funkce sin x na dostatecn¢ dlouhém intervalu).

Poznamka 4.34. Nasledujici ptiklady ukazuji, ze predpoklady ve Weierstrassove
vete jsou podstatné a nejsou-li splnény, véta nemusi platit.

i) Funkce f(x) = % je spojita na intervalu (0, 1), ale neni zde ohrani¢ena (interval
(0, 1) neni uzavieny).

ii) Funkce f(x) = x — [x] je na intervalu [0, 1] ohranicend, ale nenabyva zde svého
suprema (v tomto piipadé neni splnén predpoklad spojitosti).
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S (62)
Hc—r—m——m—mm-1—-—

Obr. 4.3: Ilustrace Weierstrassovy véty

iii) Funkce f (x) = x je spojitanaintervalu [0, +00), ale neni zde ohranicena (interval
[0, +00) neni ohraniceny).

Véta 4.35 (Bolzanova véta). Necht' f € Cla, b]. Pak f nabyvad vSech hodnot mezi
svou nejvetsi a nejmensi hodnotou.

Diikaz. Podle Weierstrassovy véty 4.33 existuji ¢y, 2 € [a, b] takova, ze f(c1) < f(x) <
< f(c2), x € [a, b]. Staci tedy ukazat, ze pro libovolna x1, x5 € [a, b] a d lezici mezi f(x1)
a f(xy) existuje ¢ € [a, b] tak, ze f(c) =d.

Necht' napt. x1 < xp a f(x1) <d < f(x2). OznaCme A = {x € [x1,x2] : f(x) < d]}.
Mnozina A je neprazdna, protoze x; € A, a shora ohrani¢ena Cislem x;. Tedy existuje
sup A = ¢ < x3. Ukdzeme, ze f(c) =d.

Predpokladejme, ze f(c) > d. Ze spojitosti funkce f v bod¢ ¢ plyne, ze k Cislu ¢ =
= f(c) —d > Oexistuje § > 0tak, ze prox € (c —§, c] N [x1, x2]1je f(x) > f(c)—e =d.
To znamena, ze libovolné x € (¢ — &, ¢) N [x1, x2] je horni zavorou A, coz je spor s definici
¢isla c.

Predpokladejme nyni, ze f(c) < d. Ze spojitosti funkce f v bod¢ ¢ plyne, ze k ¢islu
e =d— f(c) > Oexistuje § > Otak, zeprox € [c,c+8)N[x1, x2]je f(x) < f(c)+e=d.
To znamena, ze libovolné x € (c, ¢ 4+ 8) N [x1, x2] je prvkem A. To je opét spor s definici
¢isla c. Musi tedy platit f(c) =d. O

Disledek 4.36. Je-li f € Cla,b] a f(a)f(b) < O, pak existuje bod & € (a, b)
takovy, ze (&) = 0—viz obr. 4.4.

Poznamka 4.37. Oznac¢me f (1) = {f(x) : x € I}. Z ptedchozich dvou vét vyplyva,
ze

e spojita funkce zobrazuje interval I na bod nebo na interval f([7),
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Obr. 4.4: Ilustrace Bolzanovy véty

e spojita funkce zobrazuje uzavieny ohraniceny interval / na bod nebo na uzavieny
interval f (1),

e ryze monotonni spojitd funkce zobrazuje otevieny interval / na otevieny interval

f(D).

Pripad, kdy funkce zobrazi interval na bod, nastane, je-li tato funkce konstantni.
Neni-li funkce ryze monotonni, mize byt obrazem oteviené¢ho intervalu i uzavieny
nebo polouzavieny interval. Napf. funkce y = sinx zobrazuje otevieny interval
(—7, ) na uzavieny interval [—1, 1] a otevieny interval (0, ) na polouzavieny
interval (0, 1].

3

Priklad 4.38. Dokazte, ze rovnice x° — x — 1 = 0 ma v intervalu (1, 2) feSeni.

Reseni. Oznaéme si f(x) = x> —x — 1. Polynom je spojitd funkce a pro hodnoty

v krajnich bodech intervalu [1, 2] plati f(1) = —1, f2)=5a f(1)f(2) = -5 < 0.
Podle dusledku Bolzanovy véty 4.36 existuje ¢ € (1,2) tak, ze f(c¢) = 0. Proto
v intervalu (1, 2) existuje Cislo, ktery je feSenim dané rovnice. A

Priklad 4.39. Dokazte, ze pro obor hodnot exponencialni funkce f: y = a*,a > 0,
a # 1, plati H(f) = (0, +00) — viz véta 3.24, tvrzeni 2.

Reseni. Exponencialni funkce je ryze monotonni a spojita (pfiklad 4.27)a D(f) = R
je otevieny interval. Podle poznamky 4.37 je tudiz H(f) = («, 8),0 <a < < o0.

Abychom ukazali, ze = 400, staci ovéfit, ze funkce neni shora ohranicena.
Necht napt. @ > 1. Polozme b = a — 1 > 0. Pak podle Bernoulliovy nerovnosti
(priklad 1.15)pron € Nplatia” = (14+b)" > 14+nb — +oopron — ooa f jeshora



4.4 Spojitost funkce na intervalu 79

neohrani¢end. Diky monotonii dokonce lim a* = +o00. Odtud uz snadno plyne

X—>—+00
z pravidel pro pocitani s limitami, ze lim a* = lim 1/a™ = lim 1/a® =0,
X—>—00 X—>—00 X—>+00
coz dava, ze @ = 0.
Pro0 <a <1ljel/a > 1,takze lim a* = lim (1/a)™ = lim (1/a)* =0
X—>+00 xX—>+00 X—>—00

a analogicky vyjde lim a* = 4o0.
X——00

Véta 4.40. Necht' f je ryze monotonni a spojitd funkce na intervalu I C D(f). Pak
inverzni funkce f~! je spojitd a ryze monotonni na intervalu J = f(I).

Duikaz. 7 poznamky 4.37 vyplyva, ze J = f(I) je skute¢né interval. Pfredpokladejme
pro uréitost, 7e f jerostoucina I. Podle véty 1.46 je f~! rostoucina J. Nechtx; € J je
libovolny bod, ktery neni pravym koncovym bodem tohoto intervalu, a ozna¢me y; =
= f~'(x).Pak y, € I, f(y;) = x; a y| neni pravym koncovym bodem intervalu I.
Necht' ¢ > 0 je libovolné, ale takové, ze y; + ¢ € I. Polozme x, = f(y; + ¢).
Pak x, € J a protoze f je rostouci, je x, = f(y; +¢€) > f(y1) = x;. Oznacme
Xy —x; = 8.Pak 8 > 0aprox € [x;,x; +8) plati nerovnost f~'(x;) < f~l(x) <
< fa+8) = f () = yite = f (xn)4e. Odtud [ f 1) — f1 ()| < &,
f~!je zprava spojitd v bodé x;. Podobné dokidzeme, ze ! je zleva spojitd v kazdém
bodg intervalu J, ktery neni jeho levym koncovym bodem. Proto je f~! spojita na
intervalu J. O

Disledek 4.41. Funkce arcsin x, arccos x jsou spojité na [—1, 1], funkce arctgx,
arccotg x spojité na R, funkce log, x, a > 0, a # 1, je spojita na (0, +00) a funkce
x*, s € R, je spojita na svém defini¢cnim oboru.

Diikaz. Kromé obecné mocniny tvrzeni plyne piimo z definic pfislusnych funkef,
z predchozi véty a z véty 4.24 a ptikladu 4.27.

Pokud jde o obecnou mocninu, pro x > 0 je x* = e*'"*, takze pro x > 0 tvrzeni
plyne ze spojitosti exponencialni a logaritmické funkce a z véty 4.23. Je-li s > 0,
s € Q, je podle véty 4.16 lim e*'"* = 0 = 0°, takze funkce je spojitd v nule zprava.

x—0t
Je-li defini¢ni obor jesté Sirsi (pak nutné s € Z), je funkce suda nebo licha, z ¢ehoz
plyne opét spojitost na celém defini¢nim oboru. O

Priklad 4.42. Vysetiete spojitost funkci y = log(x> + 1) a y = x*.

Resent.

1. Funkce y = log(x? + 1) je spojitd v kazdém x € R, protoze funkce z = x* + 1 je
spojita pro kazdé x € R a funkce u = log z je spojita pro kazdé z € (0, +00).

2. Funkce y = x* je spojita v kazdém bod¢ x > 0. Nejprve upravime jeji predpis:
x* = (e"¥)" = e*"*. Funkce z = ¢’ je spojitd pro kazdé y € R a funkce
y = x Inx je spojita pro kazdé x > 0. A
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Poznamka 4.43. Z ptedchozich vysledkt vyplyva, ze vSechny tzv. elementarni
funkce, tj.

— mnohocleny,

— exponencialni a logaritmické funkce,

— goniometrické a cyklometrické funkce,

— obecnd mocnina
a vSechny funkce, které z nich vzniknou konecnym poctem aritmetickych operaci
secitani, od¢itani, nasobeni a déleni a skladanim, jsou spojité na svych defini¢nich
oborech. Tedy limita takové funkce v daném bodé¢ je rovna funkéni hodnote. Tuto
skute¢nost budeme v dal§im textu mnohokrat mlcky vyuzivat.

4.5. Body nespojitosti

Zaméime se nyni na situaci, kdy dana funkce f neni spojitd v bod¢ x(. Predpokla-

dejme, ze je f definovanad na ngjakém (ryzim) okoli bodu xy. Podle definice pak

neplati, ze lim f(x) = f(xo). RozliSujeme nasledujici situace, které mohou nastat:
X—> X0

1. Existuje vlastni limita lim f(x) = a, ale a # f(xo). Bod x¢ pak nazveme bodem

X—X0

odstranitelné nespoyjitosti funkce f. (Pfitom piipoustime i situaci, kdy hodnota
f (xo) neni definovana.)
2. Neexistuje vlastni limita lim f(x). V tomto piipad¢ jesté rozliSujeme:
X—X0

a) Existuji obé¢ vlastni jednostranné limity lim f(x) =a;a lim f(x) = a,,
X—>Xx0+ X—>X0—

ale a; # ap. V tomto piipadé bod x( nazyvame bodem nespojitosti prvniho
druhu funkce f.

b) Alespon jedna z jednostrannych limit funkce f v bodé xy neexistuje nebo je
nevlastni. Pak bod x¢ nazyvame bodem nespojitosti druhého druhu funkce f.

Necht’ ma funkce f v bodé x( odstranitelnou nespojitost a lim f(x) = a. Pak
X—>X0

muzeme definovat spojitou funkci g takto:

X = Xp,

a
§) ‘{ £ x e D) ~ {xol.

Rikéame, Ze jsme funkci f spojité dodefinovali (pfipadné predefinovali) v bodé xj.

Na obr. 4.5 je znazornén graf funkce majici Ctyti body nespojitosti. V bodech x, a
X3 je nespojitost prvniho druhu (jednostranné limity existuji, ale jsou riizné), v bodech
X1 a x4 je nespojitost druhého druhu (v bod¢ x; je limita zleva nevlastni, v bod¢ x4
limita zprava neexistuje).

Uvedme nékolik ptikladi nespojitych funkei:
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Obr. 4.5: Body nespojitosti

1. Funkce f(x) = sgnx ma v bod¢ xy nespojitost prvniho druhu, protoze existuji
vlastni navzajem rizné jednostranné limity.
2. Dirichletova funkce ma nespojitost druhé¢ho druhu v kazdém bodé xy € R, protoze

v zadném bod¢ neexistuje ani jedna jeji jednostranna limita.
1 1
3. Funkce f(x) = e* ma v bod¢ 0 nespojitost druhého druhu, protoze lil’él e’ =400
x—0+

1
a linol e’ =0, tj. jedna z jednostrannych limit je nevlastni.
x—>0—
4. Funkce f(x) = );2_*11 , x € R~ {1} ma odstranitelnou nespojitost v bod¢ 1 (ukazte,
ze lim1 f(x) = 2). Jejim spojitym dodefinovanim vznikne funkce g(x) = x + 1,

x € R.

Priklad 4.44. Urcete defini¢ni obor funkce f, body nespojitosti a jejich druh, je-li

f(x) = lim

14 xn
Reseni. Nejprve zjistime, kdy existuje lim - . Plati
n—o0
0 prox € (—1, 1),
lim " — 1 prox =1,
n— 00 +00 pro x € (1, 00),

neexistuje pro x € (—oo, —1].

Odtud plyne (—1, c0) € D(f) a funkce f je rovna

I prox e (—1,1),
f)=1 3 prox=1,
0 prox e (1,00).
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Ukazeme jeste, ze (—oo, —1) € D(f) (sami vysvétlete, pro¢ —1 ¢ D(f)). Pro
x < —1je lim |x|* = 400 a vyuzitim nerovnosti |[x" + 1| > |x|* — 1 dostavame
lim |x”+lr_;oo+oo,odkudplyne lim 1/|x"41| = 0, proto také lim 1/(x"+1) =0
(srv. cviceni 10). Tedy f(x) = 0 pro x € (=00, —1). R

Bodem nespojitosti je bod x = 1, nebot’ lim f(x) =0, xlin]l— fx)=1, f(l) =

x—1t

= % Protoze existuji vlastni obé jednostranné limity a jsou rizné, je bod 1 bodem

nespojitosti prvniho druhu. Podobné je bodem nespojitosti prvniho druhubod x = —1,
nebot’ funkce f neni v tomto bod¢ definovana, lim+ f(x)y=1a lim f(x) =0,
x——1 x—>—1-
tj. ob¢ jednostranné limity existuji a jsou vlastni. Graf je na obr. 4.6. A
y
>—1—<
1/24
-1 O 1 X

Obr. 4.6: Graf funkce z prikladu 4.44

4.6. Resené piiklady na limity

Priklad 4.45. Vypoctéte limity (ag = 0)

N | 3 NrES)
a) lim DG 1im( ) ¢ lim XX 1—2

X—>00 apx" x—1

l—x 1—x3

Reseni. a) Upravime:

e s L BT <1+a_1._+...+a_n._):1,
X—00 agx” X—00 ap X ap x"

b) Pocitejme:

) 1 3 oo l4+x+x2-3
lim — =lim— —
x—1\1—x 1 —x3 x—1 1 —x3

Xl 4x-2 - D&x+2) . —(x+2)
=lm7=hm—=lm7=—.
x—1 1 —x3 x—1 1 —x3 x—>1x2+x+1
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¢) Odstranime odmocninu a dostavame:

Jx+1-=2 — tim Wx+1-2)(Vx+1+2)

m
32 546 3 (x—3)x—-)Wxt1+2)
x+1—4 1 1

x—>3(x—3)(x—2)(«/x+ +2) Ha(x—z)(./x+1+2) 47 4

Priklad 4.46. Vypoctéte limity
x> — x4 o AT+ x2 =1 =2x
a) lim T b) lim
=031+ x4 —1 x—0 x 4 x2

Reseni. a) Upravime tak, abychom odstranili odmocninu ve jmenovateli

=Y/ VT A+ ])
lim =
x—0 1+x4_1
= lim(r = D/ + 282 + V1 +ad 4 1) = -3,

b) Budeme postupovat podobné jako v ptedchozich ptikladech, ale udélame jesté
Sikovnou tpravu, ktera ndm zjednodusi pocitani:

V1+x2 -T2 ,(i/l+x2—1 1—:‘/1—2x>_

lim = lim

x—0 X + x? x—0 X+ x2 x + x?
1+x*—1
= lim ; 3 +
=0x(14+x0) /(1 +x)2+ VT +x2 +1)
+ lim I —1+42x
=0x(x+ D/ —2x)3 + /(1 —2x)2 + VT =2x + )
0 n 2 1
3 4 27 A
Priklad 4.47. Proa > b > 0 vypoctéte
C Nx—=b—+a—-b
}l—l;rclz xz—az
Reseni. Je
C Nx—=b—+a—b . x—b—a+b
lim = lim =
x—a x? —a? x—a(x —a)(x +a)(vx —b+~a—D)

1 1
= lim = .
x—a (x—i—a)(«/x—b-i-\/a—b) 4a/a — b A
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Priklad 4.48. Vypoctéte limity

. JI+tgx—/1—tgx V2 —JT+cosx
a) lim - , b) lim — .
x—0 sin x x—0 sin® x

Reseni. a) Odstranime odmocninu a upravime:

i \/l-l—tgx.—\/l—tgx lim 2tgx _
x—0 sinx —0sinx(y/1+tgx + /1 —tgx)
: 2 2
= lim =-=1

=0 cosx(y/1+tgx +/1—tgx) 2
b) Postupujeme podobng:

V22— JT+cosx i 2—1—cosx
m =

li - im =
x—0 sin? x x—0 gin? x(ﬁ + +/1 + cos x)
i 1 —cosx i 1 —cos’x
m = l1m =
=~0sin2 x(v2 4+ /T+cosx)  *=0sin? x(1 + cosx)(v/2 + /T + cosx)
i 1 1 1 V2
im = = = —.
=0 (1+cosx)(v2++/T+cosx) 2-(V2++2) 42 8 A
Priklad 4.49. Vypoctéte nasledujici limity:
t t i
a) lim 2 b) lim 28T ¢ lim 2L
x—=0 X x—0 X x—0 X

Reseni. Pouzijeme véty 4.16 a 4.21 a vysledek piikladu 4.25.

. tgx . sinx 1
(a)llmg—zhm—- =1-1=1.
x—>0 X x>0 X  COSX
. arctgx . arctg x .
(b) lim & :11m7g= mlzl.
x—0 X x—0tg(arctgx) y—0tgy
. arcsinx . arcsin x .
(c) lim = 1m%=hm,L=1.
x=>0 X x—0 sin(arcsinx)  y—0siny

Funkce tg, arctg a arcsin maji spole¢nou vlastnost, ze jsou v okoli bodu 0 blizké
funkci x (srv. definici 7.15). A

Cviceni
1. Vypocitejte limity
V14— AT +x—V1—x
a) lim ———, b) lim .

x—0 x2 x—0 X
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2. Pro libovolné a € R vypocitejte limitu

a\>x
lim (1+%).
xX—>00 X
3. Vypocitejte nasledujici limity
x—6 5 Vxr+1-1 . 2—+/x+3

lim , b m-—, m
x—=6 /x -3 ) x=0 /x24+16 —4 ) x—>1  x3—=1

4. Urcete jednostranné limity

a)

1 1 -2 -2
a)  lim ., lim , by lim 22l g 222
x——1-x+1 x——1tx +1 x—=2— X — 2 x—=2t x — 2
5. Vypocitejte nasledujici limity
a) lim (Vx*+1—x?), b) lim (/1—x3+x),
X—>—00 X—>+00
c) 1ir11 x(Wx2+1—x), d) liT [./(x—l—a)(x —i—b)—x], a,beR,
X—> 100 X—> 100
Y+ Ux s 3
e lim , lim (Va3 +x24+1=3/x3—=x2+1),
) X—>+00 /2x +1 f) x—>+oo( )
X+ /X +/x \
; ; 3 7 /2 _
9 Jm e D lim (Vo 3xt - Vit -2,
6. Jak je nutno dodefinovat funkci
foy =5
X) =
x3—1

v bod¢ 1 tak, aby byla spojita na celém R?

7. Urcete, v kterém bod€ x € R je nasledujici funkce spojita:

0 proxel,
x prox € Q.

fx) = {
8. Dokazte, ze je funkce f spojita v celém R, je-li

1
x%sin— prox # 0,
oo = IR
0 prox = 0.

9. Jakého druhu je nespojitost v bod¢ xy = 0 funkci
sin x cos X el/* 41

a) y:T, b) y= Pt c) y=|x], d) y:el/x—l'
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10. Dokazte, ze lim f(x) = 0 pravé tehdy, kdyz lim | f(x)| = 0.
x—a x—a

11. Najdeéte priklad spojité funkce f na intervalu [0, +00) takové, Ze obor hodnot je

a) ohraniceny polouzavieny interval, b) ohrani¢eny otevieny interval.
12. Dokazte tvrzeni 2 z poznamky 1.34.

13. Vypoctéte lim p(x), xo € R, kde p(x) je Riemannova funkce z poznamky 1.34.
X—> X0
Urcete body spojitosti resp. body nespojitosti a jejich druh u této funkce.

14. Pro hyperbolické funkce — viz cviceni 18 z kapitoly 3 — vypoctéte:

2) lim Jf(x) — f(O)’

x—0 X

f = sinh, cosh, tgh,

b) lirf f(x), f = sinh, cosh, tgh, cotgh, lim cotghx.

x—0%

15. Najdete priklad funkce, ktera spliiuje predpoklady dusledku 4.36, ma nekonecné
mnoho nulovych bodt, ale neni konstantni na zidném podintervalu.

16. Rozhodnéte, zda je mozné, aby funkce g[ f (x)] byla spojita v xg, je-li
a) f nespojitd v xo, b) g nespojita v f(xg),

c) f nespojitd v xo a g nespojitd v f(xo).

17. Necht funkce f a g jsou spojité v bod¢ xy. Dokazte, ze pak také funkce max{ f, g}
amin{ f, g} jsou spojité¢ v tomto bod¢.

*

Nejkratsi matematicky vtip: ,, Necht epsilon je zaporné. .. *
*

Ptali se studenta matematiky: ,, Pro¢ jste se neucil?* A student odpovédel:
., Byl jsem schopen dostat se libovolné blizko k ucebnici, ale ne az k ni. *
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Kapitola 5

Derivace funkce

Derivace funkce patii spolu s pojmy limita a spojitost funkce k zakladnim pojmim
diferencialniho poctu. Nejprve si ukazeme historickou motivaci pro zavedeni tohoto
pojmu. Poté dokazeme véty o derivaci, odvodime derivace elementarnich funkci a
uvedeme véty o stredni hodnoté popisujici vlastnosti funkce pomoci jeji derivace na
intervalu. Ukazeme, jak lze pocitat limity podilu dvou funkei pomoci derivaci — tzv.
[’Hospitalovo pravidlo.

5.1. Derivace a jeji geometricky vyznam

K pojmu derivace funkce vede cela fada geometrickych a fyzikalnich uloh. Jedna
z nejstarSich (tzv. zékladni uloha diferencidlniho poctu) je nalézt te¢nu ke grafu
znamé funkce f. Secna grafu je pifimka urcena bodem T = (xq, f(x)) a dalsSim
libovolnym bodem grafu (x, f(x)). TeCnou s bodem dotyku 7 rozumime limitni
polohu zminéné secny, kdy se bod x blizi k bodu xy — viz obr. 5.1. Ukazme, jaka je
smérnice této tecny.

Pripomenme, ze ptimka prochazejici body (xo, yo) a (x1, y1), X0 # X1, ma smer-
nici
Y1 — Yo
B X1 — Xo

k =tgy,

kde ¢ je uhel, ktery svira ptimka s kladnym smérem osy x. Tato pfimka je potom
dana rovnici
Yy — Yo =k(x — xp). (5.1

Proto smérnice uvazované secny je

_ S0 = [0

X — Xo

ks = tg ¢s
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f(x)_.. ........................................... y = f(_x)

) f00) = fxo)

F Q) Freervermrermemenrenes i

Y

Obr. 5.1: Geometricky vyznam derivace

a smérnice te¢ny
. J) = fxo)
ki =tgy, = lim —————.
XX X — X
To ukazuje, ze je ucelné vySettovat takové limity (pro spojité funkce jsou typu g).

Definice 5.1. Bud’ f funkce a bod xo € D(f). Existuje-li

i S (x) — f(xo0)
m—

X—>X0 X — Xo

(5.2)

nazyvame tuto limitu derivaci funkce f v bodé x, a znacime f'(x).
Je-1i limita (5.2) vlastni, nazyva se Cislo f’(xg) viastni derivaci funkce f v bodé¢ xo,
je-li limita (5.2) nevlastni, nazyva se f'(xo) neviastni derivaci funkce f v bod¢ xy.

Derivaci zna¢ime téz i—j; (x0) (diivodem je souvislost s diferencidlem, viz str. 156)

nebo (f(x));:xo.

Podobn¢ definujeme jednostranné derivace

fi(xo) = lim S b S f'(x) = lim )~ fxo)
+ = L , 7 = .

x—xy X — Xo X=Xy X — Xo

Poznamka 5.2. Bezprostfedné z definice derivace plynou tyto dilezité vlastnosti
derivace funkce:
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1) Ma-li funkce derivaci v bod¢ xy, je definovand v jistém okoli tohoto bodu.

ii) Libovolna funkce ma v libovolném bod¢ nejvyse jednu derivaci.

iii) Derivace je lokalni vlastnost, popisuje rist/pokles funkce v okoli daného bodu.
Naptiklad, jestlize existuje okoli & (xy) tak, ze f = gna O (xy), pak plati f'(xo) =
= A prave tehdy, kdyz g’(xo) = A.

iv) Polozime-li 7 = x — x¢ v (5.2), Ize definici derivace psat ve tvaru

S (xo+h) — f(xo)

- .

v) Funkce f ma v xq derivaci prave tehdy, kdyz ma v x( ob¢ jednostranné derivace

a ty jsou sirovny, tj. f1 (xo) = f(xo).

f(xo) = }111_1)1%

Geometricky vyznam derivace. Ze zplsobu, jakym jsme zavedli pojem derivace,
plyne, ze funkce f ma v bodé x( vlastni derivaci pravé tehdy, kdyz ma graf v bodé
(x0, f(x0)) te¢nu se smérnici f”(x¢). Dosadime-li do (5.1), dostavame rovnici této
teCny v bod¢ T = (xo, f(x0))

y = f(x0) + f'(x0)(x — xo).

Pro smérnice k;, k; dvou navzajem kolmych ptimek plati k1k, = —1. Proto rovnice
normaly, tj. pfimky kolmé k tecné a prochazejici dotykovym bodem, je

y = f(xo) — ! (x — x9), je-li f'(xp) # 0 (viz obr. 5.2 a)),
S (x0)

X = X, je-li f'(xg) = 0 (viz obr. 5.2 b)).

Ma-li funkce v daném bod¢ nevlastni derivaci, tj. f'(xo) = F00, a je-li v tomto
bod¢ spojita (viz poznamka 5.8, iii)), pak je tecna ke grafu funkce y = f(x) v bod¢
(x0, f(x0)) rovnobézna s osou y. Proto rovnice tecny a normaly tehdy jsou

teCna: x = Xxo,

normala: y = f(x¢) (viz obr. 5.2 ¢)).

Piiklad 5.3. Z definice odvodte derivaci funkce f: y = x", n € N, v libovolném
bodé XQ.
Reseni. Pocitame limitu
x" —xp
f'(xp) = lim 0 =
x—=>x0 X — X
o= x) (X" X" x4+ x)c(')'_2 + xg_l)
= lim =

X—>X0 X — Xo

= lim (X" '+ x"2xo+ - +)cx6‘72 +x6‘71) = nngl.
X—x0 A
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Y y = f(x) Y , y=fx)
n
f(xo)t+ n
S (v Flo} t
o o x:() X [0) X:O X
a) f/(XO) #0, b) f/(xo) =0 c) f/(xo) =
f'(xo) eR (f spojité v xo)

Obr. 5.2: Te¢na a normala ke grafu funkce

Priklad 5.4. Napiste rovnici teény a normély ke grafu funkce f(x) = x? prochdze-
jicich bodem (1, 1).

Reseni. Plati f(1) = 1, takze ptjde o bod dotyku. Rovnice te¢ny ma tvar y — 1 =
= f'(1)(x — 1). Podle prikladu 5.3 je f'(x) = 2x, po dosazeni f’'(1) = 2. Odtud
dostavame rovnici teny y = 2x — 1 anormaly y = —%x + % A

Priklad 5.5. Rozhodnéte, zda ma funkce f(x) = |x| v bodé xo = 0 derivaci.
Reseni. Uréime jednostranné derivace:

M dim S0 0= tim 2 im 2o

x—0t X x—0t X x—0" X x%()_ X

£L00) =

Protoze jsou tyto derivace navzajem ruzné, funkce |x| nema derivaci v bodé¢ 0 —
viz. obr. 1.3 a). Takovy bod, v némz ,,poloteCny** existuji, ale jejich smérové vektory
jsou nekolinearni, se nazyva uhlovy bod. A

Priklad 5.6. Z definice derivace vypoététe derivace funkci 3/x a Vx2 v bodé 0.

Reseni.
1. Pro derivaci funkce f(x) = 3/x v bodé xy = 0 dostavame dosazenim do (5.2)
0 2 1
£/(0) = lim M tim Y — im = oo,
xX—= x—=0 X x—0 )C2

tj. dana funkce ma nevlastni derivaci +oc. Jeji teCnou je osa v, tj. piimka x = 0.
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2. Ukéazeme, 7e derivace funkce f(x) = v/x2 v bodé xo = 0 neexistuje. Nejprve
vypocteme jednostranné derivace
, o] , 1
f1(0) = lim — = lim — = +o0, fL(0) = lim — = —o0.
x—>0t X x—0*t X
Odtud plyne, ze funkce 3/x2 nema derivaci v bodé 0. Piitom funkce je spojita,
takze ma ,,polote¢ny*, které splyvaji s kladnou poloosou y. Bod, ve kterém nastane
obdobna situace, se nazyva bod vratu. A

Fyzikalni vyznam derivace. Predpokliadejme, ze v ¢asovém intervalu [71, 2] se po
primce pohybuje zleva doprava hmotny bod, jehoz poloha v ¢ase ¢ je ur¢ena soufadnici x ()
bodu dané piimky. Primérna rychlost v daném casovém intervalu je

x(t2) — x(t1)
vy = —————.
Hh—1
Okamzitou rychlost v, v n¢jakém case f( zjistime tak, ze budeme ,,zmensovat™ velikost
casového intervalu, tj. budeme se ,,blizit k bodu #y*“. Vyjadieno matematicky pomoci limity

X0 = x) _ o

v, = lim
t—1p t—1
Vidime, ze fyzikalni vyznam derivace je v tomto piipad¢ okamzitd rychlost hmotného bodu.
Podobné obecnéji, jestlize f(¢) je fyzikalni skalarni velicina zavisejici na Case, charakterizuje
f'(r) okamzitou velikost jeji zmény v Case ¢.

5.2. Véty o derivaci

V tomto odstavci uvedeme véty o derivaci funkce v daném bodé. Vztah mezi derivaci
a spojitosti funkce popisuje nasledujici véta.

Véta 5.7. Ma-li funkce f v bodeé x viastni derivaci, pak je v tomto bodeé spojita.

Diikaz. Piedpokladejme, ze existuje f'(xg) 7 Foo. Podle definice spojitosti mame
dokazat, ze lim f(x) = f(xo). Plati
xX—>XxQ

lim £() = lim (FG) = f (o) + f (x0) =

e S0 = f(0)
= lim ———
X—>X( X — Xo
T J(x) — f(xo)
= lim ————

X—X0 X — Xo

= f'(x0) - 04 f(x0) = f(x0). O

(x —x0) + xlingo f(xo) =

'XILH)}O(X —x0) + f(x0) =
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Poznamka 5.8.

1) Analogické tvrzeni plati pro jednostranné derivace a jednostranné spojitosti.
ii) Obracen¢ véta neplati: funkce muze byt spojita, ale nemusi mit derivaci!
Napriklad funkce f(x) = |x| je spojita v bodé 0, nebot’ 1im [x] = lim x =0a
-0+

x—0t

lim |x| = 11m —x = 0, ale nema v bod¢ 0 derivaci — VlZ priklad 5.5.
x—0— x—

iii) Pfedpoklad, ze ma funkce vlastni derivaci, je ve vété 5.7 dulezity. Z existence
nevlastni derivace neplyne spojitost funkce v daném bodé¢. Spliuje-li funkce f
podminku f'(xg) = +oo muze (ale nemusi) byt v bod¢ xq spojita.

Uvedeme dva ptiklady. Funkce f(x) = sgnx ma jednostranné derivace v bod¢

)C()ZOI
. sgnx—O 1
"(0) = lim =—— ,
f+() x1>0+ x—0 +0 = oo
. sgnx —0 —1
/0 :1 —_— = = .
2Oy = Im == = =g =+

Proto existuje derivace f’(0) a je rovna +oo. Pfitom funkce sgn x neni v bodé 0
spojita — viz obr. 1.3 ¢).

Naopak funkce f(x) = 3/x ma v bodé xo = 0 nevlastni derivaci — viz pfi-
klad 5.6 — a pfitom je v bod¢ 0 spojita.

Véta 5.9. Necht maji funkce f, g v bodé x viastni derivaci. Pak plati:
L (cf @), = f'(x0),
2 (f) £g(),_,, = ['(x0) £ ¢ (x0),
3. (f@) - g),_,, = ['()g(x0) + f(x0)g' (x0),

f(x)>/ _ 08 (o) — fx0)g’ (Xo)

4. Je-li g(x9) # 0, pak (

g(x) 8*(xo)
Diikaz. Vyjdeme z definice derivace:
1. Plati
@) = tim TOZLE o SO =)
0 )HXO X — Xp x—>x0 X — Xp
2. Podobn¢
o f@Eg() — ) Fex)
(f(X) + g(X))x =xo lerI)}o X — Xo N
o SO G0 g —glw)
X—Xx0 X — X X—>X(0 X — Xo

= f"(x0) + g'(x0).
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3. Dale

(f(x)g(x))/ = lim J(x)g(x) — f(x0)g(xo) _

X—>X0 X — Xo
— iy L 8W) — f(x0)g(x) + f(xo)g(x) — f(x0)g(x0) _
X—>X0 X — X0
J(x) — f(xo) 8(x) —gxo) _

= lim g(x) lim
xX—X0 xX—X0 X — Xo

g (xo0) f'(x0) + £ (x0) g’ (x0).

+ lim f(xp) lim
X—>X0 X—>X0 X — )CO

4. Funkce g ma v x, derivaci, je tudiz v x¢ spojita, g(xo) # 0, proto existuje okoli
O'(xp) takove, ze g(x) # 0 pro vSechna x € &' (xy). Podle definice derivace je

’ f) _ f&o)
(f(x)) — lim g(x) g(x0) —
8(x) Joyy MO X — X

_ o fX)8(0) = fx)g(x)
= lim =
=0 (g(x) - g(x0)) (x — xo)

— lim J(x)g(xo) — f(x0)g(x0) + f(x0)g(x0) — f(x0)g(x) 1

X—>X0 X — xo g(X) . g(XO) =
o . J@) = flxo) g(x) — g(xo)
= lim 2(0) - 2(x0) (xlﬂo 8(x0) ————— - Jim f (x0)=——— " )
= 200 (g(x0) f'(x0) = f (x0)g'(x0)) - -

Poznamka 5.10.

i) Ma-li funkce f pro vSechnax € M C D(f) vlastni derivaci f’(x), pak y = f’(x)
je funkce definovana na M. Z ptedchozi véty plyne: Maji-li funkce f, ¢ na mnoziné
M derivaci, pak na M plati (cf) =cf’, (f£g) =f £g,(fge) =fg+ fg' a
pokud g # 0, (f/g)' = (f's — fg/g".

i1) Predchozi vétu Ize indukei rozsitit pro n funkei:

(lel+"'+Cnfn)/:C1f1/+"'+cnfn/’

i b = Fifae fuk Afyeo fut oo fio £y
Napiiklad 3x* — x* 4+ 1)’ = 12x* — 3x? pro vSechna x € R.

Pred ditkkazem vét o derivaci slozené a inverzni funkce uvedeme nasledujici
ekvivalentni definici vlastni derivace, ktera nam umozni tyto véty elegantn¢ dokazat.
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Lemma 5.11 (Carathéodory). Funkce f md v bodeé xq vlastni derivaci prave tehdy, kdyz
existuje funkce ¢ definovand na néjakém okoli U (xy), kterd je spojitd v bodé x¢ a takovd, zZe
pro kazdé x € O(xo) plati

J(x) = fxo0) = ¢(x)(x — x0). (5.3)
Existuje-li takova funkce ¢, pak plati f'(xo0) = ¢(x0).

Diikaz. Necht existuje vlastni f’(xg). Pro x € &'(xg) ~ {xo} musi mit hledana funkce vzhle-
dem k (5.3) tvar ¢(x) = (f(x) — f(x0))/(x — x0). Pro x = xq polozime ¢(xo) = f’(x0).

Pak
lim ¢(x) = lim &) = fx0)
X—X0

X—>X0 X — X0

= f'(x0) = ¢(x0),

tedy funkce ¢ ma pozadované vlastnosti.

Naopak, pokud existuje takova funkce, vyjadiime ji z (5.3) a vypocteme tymz postupem
jeji limitu v bodé xg. Ta podle piedpokladu existuje, takze existuje i f'(x¢) a je rovna
@(x0). 0

Véta 5.12. Necht funkce u = g(x) ma vlastni derivaci v bodé x, a necht funkce
y = f(u) ma viastni derivaci v bodé uy = g(xg). Pak slozena funkce y = F(x) =
= flg(x)] mad vlastni derivaci v bodé x, a plati:

F'(x0) = f'(uo) - &' (x0) = f'[g(x0)] - &' (x0).

Duikaz. Podle lemmatu 5.11 existuji funkce ¢ a ¢ takové, ze

g(x) — g(xo) = ¥ (x)(x — x), x € O1(xp), ¥ (x0) = &' (x0),
fw) — fuo) = o) — uop), u € 02(up), @(uo) = f'(uo),

kde & (xg) a 0> (ug) jsou vhodnd okoli. Funkce v je spojita v bodé x¢ a funkce ¢ je spojita
v bod¢ ug. Podle véty 5.7 je funkce g spojita v bode xg a funkce f je spojitd v bodé ug. Lze tedy
predpokladat (po pfipadném zmenseni okoli & (xg)), Zze pro x € O (xg) je g(x) € O>(ug).
Pak
Flg)] = flg(xo)] = ¢lg(x)](g(x) — g(x0)) = ¢[g(xX)]¥ (x)(x — x0)

pro x € O1(xp). Polozme w(x) = ¢[gx)]¥(x). Z vét 4.21 a 4.23 plyne, Ze w je spojita
v bodé xg. Piitom F(x) — F(x0) = w(x)(x — x¢). Podle lemmatu 5.11 existuje tudiz F’(x¢)
aje rovna w(xo) = ¢[g(x0)1¥ (x0) = f'[g(x0)1g" (x0)- u

Poznamka 5.13. Predchozi vétu lze opét rozsifit i pro vicenasobné slozené funkce.
Napf. pro ¢tyinasobné slozenou funkeci je:

[f(g{hlox)1}))] = £/ (glhlex)1}) - &'{hlex)1} - B lp(xo)] - ¢ (x0).

Véta 5.14. Necht funkce x = f(y) je spojitd a ryze monotonni na intervalu 1. Necht
Yo je vnitini bod intervalu I a necht ma f v yo derivaci f'(yo). Pak ma inverzni
funkce y = f~'(x) v bodé xo = f(yo) rovnéz derivaci.
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(1) Je-li f'(yo) # O, je derivace inverzni funkce vlastni a plati

(f ™) (x0) =

1
')

(ii) Je-li f'(vo) = 0, je derivace inverzni funkce nevlastni, pricemz (f ~')' (xo) = +o00
pro f rostouci a (f ") (xg) = —oo pro f klesajici.

Obdobné tvrzeni plati i pro jednostranné derivace.

Diikaz. Podle lemmatu 5.11 existuje funkce ¢ spojita v bodé yy tak, ze v jistém okoli &' (yg)
plati

fFO) = fo) =M —y0) a () =eo). (5.4)

Podle poznamky 4.37 je inverzni funkce ! definovana opét na intervalu a podle véty 4.40
je spojitd a ryze monotonni. Tedy xo = f(yo) je vnitini bod intervalu D(f~!) a existuje
okoli 03 (xg) tak, ze pro x € 0> (xo) je f~'(x) € O)(yo). Dosadime-li y = f~!(x) do (5.4),
dostaneme

x—xo=olf @I - fx0),  x € Oalxo). (5.5)

Protoze f je ryze monotonni, je z (5.4) vidét, ze pro y # yo je ¢(y) # 0. Proto pro
x € O2(x0) \ {xo} podle (5.5) plati

) — o) = (x — x0). (5.6)

1
el f~1(0)]

Piedpokladejme nejprve, ze f'(yo) # 0. Oznaéme ¥ (x) = 1/@[f ' (x)], x # xo a
polozme ¥ (xo) = 1/f'(yo). Z vét 4.21 a 4.23 plyne, Zze funkce v je spojitd v bodé x¢ a
z (5.6) dostaneme

@) = 7o) = v () (x — x0),  x € Oa(x).

Podle lemmatu 5.11 ma tedy f~! derivaci v bodé xg a plati (1) (x¢) = ¥ (x0).
Necht'nyni f'(yo) = Oa f je napf. rostouci. Pak pro x # 0je podle (5.5) o[ f~'(x)] > 0
a podle véty 4.23 je lim ¢[f~'(x)] = ¢(yo) = f'(yo) = 0. Vzhledem k poznamce 4.14
X—> X0

dostaneme z (5.6)

g L@ =0 v
im = lim = +o00.
X—>x0 X — X0 X=>X0 ¢[f71(x)] O

Tvrzeni predchozi véty ma nazormy geometricky vyznam. Na obr. 5.3 plati pro
f'(x0) #0,zetgp = f'(xo) atgy = (') (xo). Protoze ¢ + ¥ = 7/2, plati

1
Ttge  f'(x0)

Pochopiteln¢ tento obrazek nemuze nahradit vyse uvedeny korektni dikaz.

(Y (xo) =tgy = tg(E - w) = cotg g
2
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Yo

pd

7

Obr. 5.3: Geometricky vyznam derivace inverzni funkce

Protoze podle poznamky 5.10 lze vlastni derivaci funkce f chapat jako funkci,
muzeme definovat jeji derivaci v néjakém bod¢ xo; tu pak nazyvame druhou derivaci
funkce f vbod¢ x¢ a zna¢ime f”(x¢). Rovnéz vlastni druhou derivaci 1ze chapat jako
funkci f” na mnoziné¢ D(f”) € D(f’). Ta mize mit opét derivaci v nékterém bodé
atd.

Obecné definujeme:

Definice 5.15. Druhou derivaci funkce f rozumime funkci f” = (f’) a pro
libovolné n > 2 definujeme n-tou derivaci (derivaci n-tého radu) funkce f vztahem

£ =gy

Priklad 5.16. Vypoctéte n-tou derivaci funkce f(x) = x",n € N.
Reseni. Podle prikladu 5.3 je pro kazdé x € R
) =nx""",  f'x)=nn-Dx"2, ..., %) =n!. A
Priklad 5.17. Vypocététe derivace viech fadi polynomu f(x) = 2x3 —3x2 4+ 5x — 7.
Reseni. Prokazdé x € R plati
flx)y=6x*—6x+5, f'x)y=12x—-6, [ x)=12, f"(x)=0.

Odtud ™ = 0 (nulovy polynom) pro libovolné n > 4.
Vsimnéte si, ze obdobnou vlastnost ma kazdy polynom. Je-li st P = n, pak P
je nulovy polynom pro kazdé m > n + 1. A
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5.3. Derivace elementarnich funkci

Véta 5.18. Pro derivace elementarnich funkci plati:

=0,
(sinx)’ = cos x, (cosx) = —sinx,
, 1 , 1
(tgx) = cosx (cotgx) = e
1 1
(arcsinx) = ———, (arccos x) = ———,
V1 —x2 V1 —x2?
1 1
t "= , t - ,
(arctg x) o (arccotg x) e
(e") =¢, (@) =a*-Ina,
1 , 1
1 ! - —, l = s
(lnx) x (log, x) xIna

x? =ax®', (a eR).
Tyto vzorce plati vSude tam, kde jsou prislusné funkce definovany.

Diikaz. Prvni vzorec plyne bezprostiedné z definice derivace.
(a) Goniometrické funkce. Z definice derivace s pouzitim ptikladu 4.25 plati

sin x — sin x . 2sin 5% cos 0
(smx)x —yy = lIm ——— = lim =
R ) X — Xo X— X0 X — Xo
. sin*= X+ x
= lim — lim cos =
X—x0 % X—x0 2
sin h X + xp
= lim —— lim cos =1- cosxy = cos xgp.
h—0 X—Xx0

Protoze cosx = sin(% + x), plyne z véty o derivaci slozené funkce (cosx) =
= cos(“ + x) = —sinx. Derivaci funkce tg pak dostaneme z derivace podilu
S 5 derivaci funkce cotg z derivace podilu %%

Cosx sinx *

(b) Cyklometrické funkce. Podle véty o derivaci inverzni funkce 5.14 plati

1 1
(arcsinx) = — = ,
(sm y)  cosy

kde y € (—%,%). Protocosy > 0 a o5 \/ljsmz} \/l—x . Podle piikladu
3.19 plati (arccos x)’ = (¥ — arcsin x) = — \/1‘_7 . Podobné
1 cos’ 1 1
(arctg x)’ = =cos’y = Y

(tgy) Y Sin2y+C052y:1+tg2y:1+x2
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a odtud jiz (arccotg x)' = (¥ — arccotg x)/ = ——1+1x2 .

¢) Exponencialni funkce. Opét vyjdeme z definice derivace. Pro funkci e* dostavame
e h e eh —1 eh —1

o . L [
e _ =lm-———=1lime". =¢e. lim
x*=%o h—0 h h—0 h h—0 h

= e,

Poznamenejme, Ze jsme v poslednim kroku vyuzili znalost limity z ptikladu 4.26.
Pro derivaci funkce a* pouzijeme vétu o slozené funkci a dostavame (a*)’ =
= (e"?) = " (x Ina) = a* Ina.

(d) Logaritmicka funkce. PouZzijeme vétu o derivaci inverzni funkce, podle které

, 111
nx) =— = — = — =—.
ey e ey x

1 ' 1
(]ogax)/ = (ﬂ) _

Odtud pak

Ina/)  xlna’

() Mocninnad funkce. Podle definice mocninné funkce a véty o derivaci slozené
funkce dostavame

1
(xa)/ — (ealnx)/ — ealn)c(a 1nx)/ — ; — axafl.

O
Priklad 5.19. Vypoctéte derivace nasledujicich funket:
a) sin[sin(sin x)], b) xv1+x2, c) e*(x? —2x +2),
X 5 l ’
v A o) v v (5)-

Reseni. Vzhledem k piedchozi vété plati:

a) (sin[sin(sin x)])/ = cos[sin(sin x)] - cos(sinx) - cosx, x € R,

1 _1 1+ 2x2
b) (xvV1+x2) =vVIi+x24x-=(1+x3) 2x=——, xekR,
) ( ) =v ) Jire
) (F(x? —2x +2)) =" (x? —2x +2) +e'(2x —2) =e'x%, xeR,
’ Va2_x2+ 22 2
d)(———) = i x| < lal
Ja:i—x2) a? — x2 o (az—x2)3’ >
, L, 1 s 1
) Vx) =(") =gx ==, x#0,
5 54/ x4

x\ 7/ X
1 1 In5
f) == ln—=—n , xelR
5 5 5 A

N
DN | —
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Poznamka 5.20. Stejnym zpisobem, jako jsme odvodili derivaci obecné mocniny,
derivujeme funkci y(x) = f(x)¢™ (tzv. ,,funkce na funkci*), kde f(x) > 0. Upravou
na exponencialni funkci dostavame

(f(x)g(X))/ — (eg(X)lnf(X))/ _ f(x)g(x) (g/(x) lnf(x) " g(x) ?fj))) .

Priklad 5.21. Derivujte funkce y = x*ay = x*", x > 0.

Reseni. Upravime na slozenou exponencialni funkci a derivujeme jako exponencialni
funkei:

(XX)/ — (exlnx)/ _ xx . (lnx +Xl) — xx(lnx + 1)
X
a podobné

(xxx)/ — (exx lnx)/ — xx'* ((xx)’lnx +xx%) — )Cxx (xx(lnx + l)lnx +xx—1) )
A

5.4. Véty o stredni hodnoté

Uvodem dokazeme jedno pomocné tvrzeni.

Lemma 5.22. Necht' f'(xg) > 0. Pak funkce f je rostouci v bodé¢ xy. Analogicky,

je-li f'(x¢) < 0, je funkce f klesajici v bodé x.

Diikaz. Plati f'(x) = lim LE=L80 0. Podle véty 4.10 existuje okoli (xo)
X—>X0

L= fx0)

X—X0

takové, ze pro vSechna x € O (xy) plati > 0. Podobn¢ druh¢ tvrzeni. [

Vsimnéte si, ze opacné tvrzeni neplati: Je-li funkce f je rostouci v x¢, nemusi byt
f'(x0) > 0. Napiiklad funkce f(x) = x> je rostouci v xo = 0, ale f'(0) = 0.

Nasledujici tfi véty se obvykle nazyvaji véty o stedni hodnoté. Pripomenme
(definice 4.32), ze C[a, b] zna¢i mnozinu vSech funkei spojitych na intervalu [a, b].

Véta 5.23 (Rolleova véta). Necht funkce f € Cla, b] ma v kazdém bodé intervalu
(a, b) viastni nebo nevlastni derivaci a necht’ f(a) = f(b). Pak existuje ¢ € (a, b)
tak, ze f'(c) = 0.

Duikaz. Je-li f na intervalu [a, b] konstantni, je tvrzeni ziejmé.

Necht tedy existuje x € (a, b) tak, ze f(x) # f(a). Necht' napt. f(x) > f(a)
(pro f(x) < f(a) analogicky). Podle Weierstrassovy véty existuje ¢ € [a, b], vnémz
funkce f nabyva své nejvétsi hodnoty f(c) = M. Protoze f(x) > f(a) = f(b),
je ¢ € (a,b). Ukazeme, ze f'(c) = 0. Kdyby bylo f'(c) > 0, pak by podle pied-
chazejiciho lemmatu 5.22 existovalo &'(c) tak, ze pro x € O(c), x > ¢ by platilo
f(x) > f(c) = M, coz je spor. Analogicky se ukaze, ze nemuze byt f'(c¢) < 0. O
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f(b)
y
fla) = f(b)
f@r
ol a « o b X ol a ¢ b X
a) Rolleova véta b) Lagrangeova véta

Obr. 5.4: Vety o stfedni hodnote

Véta 5.24 (Cauchyova véta). Necht' f, g € Cla, b] a necht'v kazdém bodeé x € (a, b)
existuji viastni derivace f'(x), g'(x). Pak existuje ¢ € (a, b) tak, zZe plati

[f(D) — f@]g'(©) = [gb) — g@]f'(c).

Diikaz. Polozme F(x) = [f (D) — f(a)][g(x) —g(a)]—[g(b) —g(@)][f (x) — f(a)].
Tato funkce F je spojita na [a, b], ma derivaci na (a, b) a plati F(a) = F(b) = 0,
tj. spliuje predpoklady Rolleovy véty. Existuje tedy ¢ € (a, b), pro které F'(c) = 0.
Pritom plati 0 = F'(c) = [f(b) — f(a)]g' (c) —[g(b) — g(a)] f'(c), odkud jiz tvrzeni
ptimo plyne. U

Véta 5.25 (Lagrangeova véta). Necht' f € Cla, b] a necht'v kazdém bodeé x € (a, b)
existuje viastni nebo nevlastni derivace f'(x). Pak existuje ¢ € (a, b), pro které plati

Jf () = f(a)
—

Duikaz. Postupuje se analogicky jako v pfedchazejici véte, kde se voli g(x) = x. O

fllo=

Geometricky vyznam. Oznacme body roviny A = (a, f(a)), B = (b, f(b)). Je-li

f(a) = f(b), Rolleova véta zarucuje (za dalSich predpokladi), ze existuje alespon

jeden vnitini bod ¢, v némz je derivace nulova, tj. tecna ke grafu funkce f v bod¢

(c, f(c)) je rovnobézna s osou x. Na obr. 5.4 a) jsou takové body dva—¢; a c;.
Lagrangeova véta, ktera ji zobecnuje, pak tika, Ze existuje alespon jeden vnitini

bod ¢ takovy, ze tecna v bod¢ (¢, f(c)) je rovnobézna s useckou AB—vizobr. 5.4 b).
I Cauchyovu vétu lze znazornit obdobné na kiivce dané parametricky.
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Poznamka 5.26.

i) Ukazme fyzikalni interpretaci Lagrangeovy véty. Vyjadiuje-li f(¢) soufadnici
v Case t bodu pohybujiciho se po ptimce, je podil W pramérna (stiedni)
rychlost v ¢asovém intervalu [a, b] a f'(c) je okamzita rychlost v case c. Lagran-
geova véta fika, ze v intervalu (a, b) existuje ¢as ¢, ve kterém je okamzita rychlost
rovna prumérné rychlosti na celém intervalu.

ii) Diky Lagrangeové véteé umime odhadnout piiriistek funkce f(b) — f(a), jestlize
dokazeme odhadnout f’ v intervalu (a, b). Napiiklad

|siny —sinx| = |sin’c- (y —x)| = |cosc|- |y — x| < |y — x|

a podobn¢

x =yl < |x =yl

arct — arct, =
| arctg x gyl ‘1+c2

protoze HLCZ < 1 pro vSechna ¢ € R.
Z Lagrangeovy véty vyplyva nasledujici dilezité tvrzeni.

Diusledek 5.27. Necht funkce f, g maji viastni derivace v kazdém bodé otevieného
intervalu 1. Jestlize pro vsechna x € I plati '(x) = g'(x), pak se funkce f, g lisi
o konstantu, tj. existuje ¢ € R takové, Ze f(x) = g(x)+c. Zejména jestlize f'(x) =0
na l, je f na I konstantni.

Duikaz. Méjme funkci F(x) = f(x) — g(x) abody x1,x, € I, x; < x;. Pak podle
Lagrangeovy véty existuje &€ € [x1, x2] takové, ze F(x) — F(x1) = (xa — x1) F'(§).
Pritom F'(§) = f'(§) — g’(§) = 0. Proto F(x1) = F(x2),t. F(x) = cna [, a tedy
fx)—gl) =c. 0

Tvrzeni z dasledku 5.27 plati pro libovolny, ne jen otevieny interval, pokud
predpokladame spojitost f a g v krajnich bodech.

V piedchozim diisledku je podstatné, ze [ je interval. Napt. pro funkci f(x) =
=sgnx,x € I =R~ {0} plati f'(x) = 0na I, ale tato funkce neni na I konstantni.

Priklad 5.28. Urcete, pro ktera a € R lze funkci f(x) = x¢ sin(In x) arctg x rozsifit
na interval I = [0, +00) tak, aby vysledna funkce

a) byla spojita na /, b) méla vlastni derivaci na /.

Reseni. Funkce je ziejmé spojita na otevieném intervalu (0, +00) a ma zde vlastni
derivaci. Problémovy je tedy bod x = 0.
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a) Pocitejme limitu zprava:

arctg x

lim x?sin(Inx)arctgx = lim x“ sin(In x) X.
x—0+

x—>0+
Protoze je funkce sin(In x) omezena na (0, 00), ale jeji limita pro x — 01 neexis-
tujea lim *<£X = ] podle piikladu 4.49 b), je

x—>0+

lim x“*!sin(lnx)
x—>0+

=0 proa+1>0,
neexistuje proa + 1 < 0.

Funkci f 1ze spojité rozsifit na [0, oo) pouze proa > —1.
b) Pocitejme z definice derivaci zprava v bod¢ x = 0. Je

x¢ sin(In x) arctg x

= lim x“ sin(Iln x).
X x—0

£1(0) = lim

Tato limita existuje proa > 0 (aje rovna 0), tudiz pozadované rozsifeni lze provést
pouze pro a > 0. Pfitom bude £ (0) = 0. A

5.5. I’Hospitalovo pravidlo

Véta 5.29. Bud’'x, € R*. Necht' je splnéna jedna z podminek
(1) lim f(x) = lim g(x) =0,
xX— X0 X—>X(

(i) lim |g(x)| = +oo.
X—>X0 /

X
Existuje-li (vlastni nebo nevlastni) lim ~——— pak existuje také lim ) a plati
S g'(0) S g)

GO 65
im lim

X—X0 g(x) _x—>x0 g’(x) ’

Obdobné tvrzeni plati i pro jednostranné limity.

Diikaz. Dokdzeme tvrzeni napf. pro limitu zprava. Ditkaz pro limitu zleva je obdobny
a jejich spojenim se vzhledem k vété 4.9 dostane oboustranny piipad.

Ozna¢me Xler; f'(x)/g'(x) = A. Necht’ —o0 < xy < +00. Z predpokladi véty
vyplyva existenceo ¢isla d > x( takového, ze na intervalu (xo, d) jsou funkce f a g
definované, jsou zde spojité a maji zde vlastni derivaci, pficemz g’(x) # 0. Navic pro
X1, X3 € (x0,d), X1 # x3,]je g(x1) # g(x3). (Jinak by podle Rolleovy véty existovalo
x1 < & < xp tak, ze g’'(§) = 0, coz neni mozné.)

Navic je mozné predpokladat, ze i g(x) # 0 na intervalu (xg, d), kde totiz mtze
existovat nejvyse jedno 1, v némz g(n) = 0. Staci tedy piipadné¢ zmensit d.
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Necht'nejprve —oo < A < 4+00. Zvolme ¢, r tak, aby A < r < ¢. Z predpokladu
o existenci limity f'(x)/g'(x) — A pro x — x; dostdvame, Ze existuje ¢ € (xo, d)
tak, ze na intervalu (xo, ¢) plati
J'(x)
g'(x)
Pro libovolna x, y takova, ze xo < y < x < c, existuje podle Cauchyovy véty
o stiedni hodnot¢ ¢islo y < ¢ < x takoveé, ze

fO =0 _F© _
gy —g(y) g

Necht’je splnéna podminka (i). Pak je 1im+( f(x) — f(y)) = f(x) aobdobn¢ je

y—xg

lirn+(g(x) — g(y)) = g(x) # 0. Limitnim piechodem y — x; v (5.7) dostaneme

y—Xx
(viz véta 4.10, 2), ze pro libovolné x € (xg, ¢) je f(x)/g(x) <r <gq.

Necht’ je splnéna podminka (ii). Bez ujmy na obecnosti miizeme piedpokladat,
7e napr. lim+ g(x) = +o00. (Ze spojitosti g a faktu, ze 1im+ |g(x)| = 400 plyne, ze

X—).XO X—).XO

<r.

(5.7)

v jistém pravém okoli bodu x je funkce g porad kladna nebo potrad zaporna.)

Zvolime pevné y € (xo,c) a najdeme ¢; € (xo, y) tak, aby platilo g(x) > 0
a g(x) > g(y) pro x € (xg,c1). Nyni vynasobime ¢ast nerovnosti (5.7) (v niz je
zameénéno x a y)

f&x) =)
<r

g(x) —g(y)
vyrazem (g(x) — g(y))/g(x) a dostaneme
SO -f0) _ 8w
g(x) gx)’
Odtud obdrzime
J(x) gy) | f(y) S () —rg(y)
s T e e T T s e

Nyni je s ohledem na podminku (ii) mozné najit ¢, € (xo, ¢1) tak, Ze na intervalu
(xo’ CZ) plati

fQ) —rgy) . fQ) —rg(y)
_, .. q—1r>"—F"——".

s =T o)

Spojenim piredchozich dvou nerovnosti opét dostavame, ze f(x)/g(x) < g pro
X € (xo’ CZ)'
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V obou ptipadech jsme dokazali, ze v jistém pravém okoli bodu x( plati nerovnost
f(x)/g(x) < g, kde g bylo libovolné ¢islo vyhovujici nerovnosti A < g < +o0.

Analogicky se dokaze, ze v pfipadé —oco < A < +o0 plati v jistém pravém okoli
bodu xy nerovnost g < f(x)/g(x), kde ¢ je libovolné Cislo vyhovujici nerovnosti
—00 < q < A.

Nyni jiz dikaz snadno dokoncime. Je-li A = —oo, vidime piimo z definice
nevlastni limity, ze f(x)/g(x) - —oo pro x — xa’ . Ptipad A = 400 je obdobny.

Konec¢né je-li A € R, zvolime libovolné ¢ > 0. V piedchozich uvahach pak
za g volime A + ¢ resp. A — ¢. V jistém pravém okoli bodu x, tedy plati nerovnost
A—¢e< f(x)/g(x) < A+ e, cozznamend, ze f(x)/g(x) — Aprox — xgr. [

Poznamka 5.30.

1) L’Hospitalovo pravidlo je velmi silnym prostfedkem k vypoctu limit, nikoliv vSak

univerzalnim — lim L /éx)) nemusi existovat, coz vSak neznamena, ze neexistuje
X—>X0

lim f<—x)> . Piikladem je

x—xo 8

. X +sinx 00«
Ilm ——= — .
xX—>+00 X + COS X 55 OQO

L’Hospitalovo pravidlo nelze pouzit, protoze lim %X peexistuje. Proto podi-

X¥——4o0o l—sinx
tejme danou limitu jinym zptisobem:

X (1 + w)
lim ——=~ =1,
e (T =)
nebot’ lim % = [im
x—>+oo0 ¥ X—>~+00
if) L’Hospitalovo pravidlo nemuzeme pouZit pro piipad limity
aby limita Citatele i jmenovatele byla 0.
Priklad:

cosx _ )
- =\

cokoliv

o - Je dulezite,

, arctg x 3
lim —— = = =400
x—+o0 arccotgx  +0

podle poznamky 4.14. Pouzitim 1’Hospitalova pravidla bychom dostali

1

lim L —
X—>400 — ’

x2+1

coz je jina hodnota nez oc¢ekavana.
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Priklad 5.31. Vypoctéte nasledujici limity:

) x2—5x+6 b i X COSXx — sinx
a er%xz—3x+2’ xlir(l) x3 ’
36 6 si In(1 — x2
¢) lim L OXFosinxY & lim Az
x—0 2x3 x—1- In(sin 1tx)
Reseni.

a) Limitu vypocitame pomoci I’Hospitalova pravidla:

x*—5x+6 0 2x—5 -1

lim ——— = - =lim =—=—1
x>2x2—=3x+2 0 x>22x—3 1
b) Pouzijeme I’Hospitalovo pravidlo a vhodné tpravy:
X COsx — sinx 0“ . cosx —xsinx —cosx
lim —— = - =lim =
x—0 x3 ,,0 x—0 3x2
—xsinx 1., sinx 1
=lim—=—=-1lm — = ——.
x—0 3x2 3x=0 x 3

¢) Pro I’Hospitalovo pravidlo je typické vicenasobné pouziti. Dostaneme-li po deri-
vovani opét limitu z podilu a jsou-li splnény predpoklady pro pouziti I’ Hospitalova
pravidla, zderivujeme znovu Citatele a jmenovatele. Pokud vznikla limita existuje,
existuje 1 pfedchozi limita, a tudiz i zadana limita a vSechny tfi jsou si rovny. Tento
postup je mozné opakovat vicekrat. V nasem ptipadé¢ je:

. x3—6x + 6sinx 0« o 3x2—64+6cosx 0
llm = — = hm = — =
x—0 2x5 ”O x—0 10x4 ”O

. 6x —6sinx 0« . 6—6cosx 0«
=lim———= - =lm—= - =
=0 40x3 0«0 120020

6sin x 0 . 6cosx 1
= IIm = — = |lim = —.
x—0 240x 0 x—0 240 40

2

d) Casto vede k cili, kdyz po pouziti I'Hospitalova pravidla vhodné upravime funkci
na soucin a pocitame limity jednotlivych ¢initelti. V naSem piipad¢ je:

—2x
In(1 — x?) oon 1 — 2 2 i x . sinmx
m —— = — = |l ——5=— = —— lim - 11m =
x—>1- In(sintx) »o00  x—1- LCOSTX T x—1- COSTX x—1- | — x2
sin 7Tx

2 1 . mcosmx 2 m(—1)
lim = — =1.
T —1lxs1- —2x T =2 A
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Neurcité vyrazy. Neuréitymi vyrazy rozumime limitu souctu, soucinu, rozdilu a

podilu funkei, v nichz limity jednotlivych funkci existuji, ale ptislusné operace s nimi

nejsou definovany. Jde o tyto piipady:

9, E, oo—o00, 0-00, 0° o00% 1%,
0 00

Prvni dva ptipady limit lze fesit pomoci I’Hospitalova pravidla, dalsi pipady je mozné

pfevést na prvni dva nasledovné.

1. Limita typu ,,00 — 00, tj. lim f(x) = oo = lim g(x). Pak
X— X0 X—X0

1 1
lim (f(x) —g(x)) = lim (T _ T) — lim ¥ 1 f(x) ’
o TUATE W Fgk)
cozjetyp 2"
2. Limita typu ,,0 - 00, tj. lim f(x) = 0, lim g(x) = oco. Pak
X—=>X0 xX—Xx0

lim f()g(x) = lim 2. (lx),
xX—X0 xX—>X0 m

cozZ je typ ”%“.
3. Limity typu ,,0°, 00®, 1°°“. Re$ime tipravou na exponencialni funkci:

llm f(x)g(x) — hm eg(x) ]nf(x) — e"'l—i)n’;]O g(X) lnf(X)'
X—>X( xX— X0

V posledni uprave jsme pouzili vétu o limité slozené funkce 4.22, nebot’ funkce e*
je spojita. Pokud je limita v exponentu nevlastni, je tieba pouzit vétu 4.16. Pfitom
limita v exponentu je jiz typu ,,0 - 0o®.

Priklad 5.32. Vypoctéte nasledujici limity:
1 1\*
a) lim (g — arctgx) Inx, b) lim (cotgx — —) , ¢) lim (1 + —> .
X X

X—>00 —0 X xX—00
Reseni. Upravime tak, abychom mohli pouzit I’Hospitalovo pravidlo.

a) Soucin pievedeme na podil:

b T —arctg x
lim (— — arctgx) ‘Inx =,0-00“= lim 2——=— £ _
x—o00 \ 2 X—00 ﬁ
. __1+1x2 . xln’x . In*x42xInx- %
= lim = lim = lim =
x—00 — 1 x—oo | 4+ x2 x—00 2x
xIn? x
2Inx 1421 Inx +1 1
= lim ——~—* = lim + = lim — =0.

X—00 2 X—00 X X—00 X
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b) Rozdil prevedeme na podil:

. 1 . CoS X 1 . Xcosx —sinx
lim { cotgx — — ) = lim ——)=lim —— =

x—0 X x—0\ sinx X x—0 X sinx
. COSX — XxSinx — COSX . —sinx — x cosx
= lim - = lim - =
x—0 sinx + x cos x x—0 COSX + CoSx — x Sinx

¢) Vyjadiime pomoci exponencialy:

lln’l (1 + l)x _ 11m exln(H—%) — exl_i)moox]n(]+%).
X

X—>00 X—> 00

Pocitejme zvlast— soucin pievedeme na podil:

1 ln(l + l) 1+1l (_x%) X
IimxIn{1+— )= lim X~ = lim ——— = lim =1.
xX—00 X xX—00 xl xX—00 _Lz x—oo x + 1
X
Plivodni limita je tedy e' = e. A

L’Hospitalovo pravidlo lze vyuzit i k vypoctu limit nékterych posloupnosti, nej-
Castéji diky nasledujicimu tvrzeni.

Véta 5.33. Bud'{a,} posloupnost a f(x) libovolna funkce takova, ze f(n) = a, pro
kazdé n € N. Existuje-li lim f(x) = L, pak existuje lim a, = L.
X—>0Q0 n—o0

Duikaz. Plyne snadno z definice limity v nevlastnim bod¢ a limity posloupnosti. Je
rovnéz specidlnim ptipadem tvrzeni z véty D.15 dodatku. O

Priklad 5.34. Pomoci piedchozi véty urcete lim 4/n.
n—oo

Reseni. Oznaéme f(x) = x'/*, x > 0,tj. f(n) =n'/" = 2/n pron € N. Plati

. 1 . Inx lim ==
Imx*=1lme* =¢
X—>0Q X—> 00

Pro vypocet limity v exponentu pouzijeme 1’Hospitalovo pravidlo:

. nx .
Iim — = lim — =0.
x—>00 X xX—>00 X

Proto lim 4/n =¢° = 1. A

n—oo
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5.6. Resené priklady na derivaci a limitu
Priklad 5.35. Vypoctéte nasledujici derivace
, . + ’ 1 O 4
COS X sinx + x cos x [T —sinx
a) ( . ) ) b)) | —— ) ¢) |In,/——— .
2sin? x cosx + x sinx 1 +sinx

Reseni. a) Budeme derivovat podle véty o derivaci podilu (ﬁ)/ = f/g;zf ¢ Plati

cosx \/ —sinx-2sin’x —cosx -2 -2sinx cosx
<2sin2x) B 4sin* x B
_ —2sin®x —4cos’x  —2(sinx +2cos’x)  1+cos’x
- 4sin3 x N 4sin3 x T 2sindx

pro x # km, kde k € Z.

b) Opét pouzijeme vétu o derivaci podilu a upravime. Dostavame

sinx 4+ xcosx )’
COSX + x sinx
(cosx + cosx — x sinx) - (cosx + x sinx)

(cosx + x sin x)?
(sinx + x cosx) - (—sinx 4+ sinx -+ x cos x)

(cos x + x sin x)?2
(2cosx — xsinx)(cosx + x sinx) — (sinx + x cos x)(x cos x)

(cos x + x sin x)?
2cos?x 4+ 2x cosx sinx — x sinx cos x — x2sin® x — x sin x cos x — x2 cos? x

(cosx + x sin x)?2

2 cos® x — x2(sin® x 4 cos? x) 2 cos? —x?

(cos x + x sin x)?2 "~ (cosx + x sinx)?2

pro vSechna x, pro ktera cos x + x sinx # 0.
¢) Pouzijeme vétu o derivaci slozené funkce a vétu o derivaci podilu. Je

( l—sinx)/

In,/] —— | =
1+ sinx
_ [I+sinx 1 [T+4+sinx —cosx(l +sinx) —cosx(l —sinx)
“V1-—sinx 2 1 —sinx (1 + sinx)? N

—COS X COS X 1

(1 —sinx)(1 + sinx) T 1 sin?x  cosx

prox;ézg;]n,kdekeZ. A
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Priklad 5.36. Vypoctéte derivaci

a) [xIn(x +vV1+x2)—vT+x2], b)) [(1+/x)(1++2x)(1++3x)].

Reseni. a) K vypoétu pouzijeme vétu 5.9. Nejprve vypoéteme derivaci

X

1+
’ N xZ+l 1
In(x +vx2+1)| = = )
GtV )] = ——m—== "o

Vysledna derivace je rovna
X X
J14+x2 1+ x2

b) Pouzijeme vétu o derivaci soucinu funkci (f-g-h) = f'gh+ fg'h+ fgh'. V nasem
piipadé bude f(x) =1+ /x, g(x) = 1 ++/2x, h(x) = 1 + +/3x. Dostavame

[(1+[)(1+@)(1+@)]/—
(1+«/_)(1+\/§)+—( +/x)(1+3x) +

In(x +v14x2) + =In(x + V1 + x2).

2f 2V2x
+%(1+\/})(1+\/§)=
_ (1 V20) (14 V3%) + V2(1 + V7)) (L +V3x) + V3(1 + V) (1 + v2x)

2Jx

A

Nasledujici priklady pocitejte pomoci I’Hospitalova pravidla Nezapomente vzdy
¢« cokolivee
cokoliv <ty

ovéfit, zda jsou splnény piedpoklady pro jeho pouziti (typ 2 R
Priklad 5.37. Vypocitejte limity

- 1
. . . sarcsinx\
a) lim x® D, b) lim ( )'2 .

x—0t x—0 X

Reseni. a) Pfi uréeni této limity budeme kombinovat 1’Hospitalovo pravidlo s klasic-
kymi Gpravami pii vypoctech limit.

. X _ . x_ . xInx _
lim x® =D = lim ™®' =D = |im e+ D,

x—0t x—0t x—0T

Funkce e je spojita funkce, proto pocitejme limitu exponentu. Vyuzijme znalosti

. . . Yy _ . - r
limit lim =1 = 1, lim x Inx = 0. Dostavame
y—0 x—0t
elnx | In® x
lim Inx - ——— - xIlnx = lim —.

x—>0t xInx x—07t %
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Nyni pouzijeme 1"Hospitalovo pravidlo (limita je typu )

lim
x—0t —

-

Vysledna limita je ¢® = 1.
b) Jde o neurcity vyraz exponencialniho typu. Proto nejprve provedeme upravu

. aI‘CSin X )%2 . % In arciinx
lim (——— = lime~

x—0 X x—0

Protoze je funkce e spojita, Ize piejit limitou do exponentu. Pro vypocet limity expo-

nentu zavedeme substituci x = sin y a vyuzijeme znalosti lirn1 % = 1. Dostavame
y—>
1 arcsin x 1 In =
lim — . In Y gy sy (Y ) 2
x—0 x2 X y=0sin?2y =2 —1 \siny
siny
. y—siny ) 1 —cosy
=lim — = lim ———— =
y—0 sindy y—03sin? y cosy
) I —cosy . 1 1
= lim = lim =-.
y—=03cosy(l —cos?y) y—»03cosy(l +cosy) 6
1
Vysledna limita je e® = {/e. A
Priklad 5.38. Vypocitejte limity
tgx —x 1 1
a) lim -2 % b) lim(—— —).
x>0 x — sinx x>0\ x2  sin?x

Reseni. a) Pouzijeme 1’'Hospitalovo pravidlo

1

ox 1 — cos® x . l+cosx

= lim 3 = lim 3
x—>01—cosx x—0cos*x(l —cosx) x—0 cos’x

v . , , <1 sinx , Ve s .
b) Opét nejprve upravime pomoci znalosti hm0 == = 1 a pot¢ pouzijeme I’Hospita-

X—

lovo pravidlo (typ g).

1 1 _ sin?x — x? _ sin?x — x?
= lim = lim =

lim -
x—0 x2sin?x x—0 x4

x—0

x2  sin?x

2sinx cosx — 2x . sinx cosx — x

= lim =lim————=
x—=0 4x3 x—0 2x3
cos?x —sinx — 1 . cos2x — 1
= lim = lim — =
x—=0 6x2 x—0 6x?
—2sin2x 2 . sin2x 1
=lim —— = —— lim = —=

x—0  12x 6 x>0 2x 3 A
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Cviceni

1. Napiste rovnice te¢ny a normaly ke grafu funkce f v bodé [xo, ?], kde

|
a) f(x):m, xo = 1, b) f(x)=2x>+1, xo =0,
¢ f(x) =2v2sinx, x0=g, d F)=x+¥x—1, xo=1.

2. Napiste rovnici te¢ny a normaly ke grafu funkce y = 1 — e? v jeho pruseciku
$ 0sou X.

3. Derivujte a upravte:

arctg x xe*
= 3 b :—’
a) y og.x )y T
x? + 1) arctg x
C))’:#, d)y:ln(ex—i—\/l—i-eh),
X 1
e) y =2arcsin /= — +/2x — x2, ) y=In——,
V2 x+/xE -1
2 —24/ 1 241
g)y=2«/x+1+lnx+ rt , h)y=x;_ -arctgx—%,
X
J1+er—1 x2+1  x-—1
)y=x—-2V1I+e —In—m——, i) y=1In + ,
) y={ ) V14+e 41 Dy x+1 x2+1
a—x I —ef
k) y=+ax —x*?—a-arctg,/——,a>0, 1) y= T o
X e*

4. Vypoctéte f" aurcete D(f) a D(f").

—1
a) y=ux+/1—x%+arcsinx, b) y:x«/2—x—|—arcsinx2 .

5. Vypoctete derivace hyperbolickych a hyperbolometrickych funkci—viz cviceni 18
ke kapitole 3.

a) sinhx, b) coshux, c) tghux, d) cotghux,
e) argsinh, f) argcosh, g) argtgh, h) argcotgh.

6. Pocitejte limity:

. 2 * , 1 1
a) lim { —arctgx ) , b) lim|———),
x—00 \ TU x—1 \Inx X
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. 1 1 . 1 1
¢) lim — | d lim|—— ,
x—>0\xsinx x x—>0\sinx e' —1
e) lim Inx -In(1 — x), f) lim (7w — 2arctg x) In x,
x—1- X—00
1 tgx
lim (sinx)®", hy lim (-] .
® lim Gins i (5)
> 21\
i) lm(1+3tg2x)e ", j)  lim ( ) )
x>0 x—>doo\  x2

7. Urcete limity posloupnosti

n—00 n—oo 31 n—oo Inn n—oo \ n + 2

n 3 1 1n
Q) lim 277, b) lm L ¢ lim ——, d) 1im(n+>.

8. Necht funkce f a g maji derivace do tadu n, n € N. Dokazte tzv. Leibniziiv vzorec

(fe)" = (g)ﬂ")g + (’f)f“—”g’ ot ( " )f’g‘”‘” + (") 15"
n—1 n

9. Dokazte: Necht’ f je spojita v xo zprava, existuje vlastni f’ v n¢jakém ryzim
pravém okoli bodu x( a lim+ f'(x) = K, K € R*. Pak f} (x¢) = K. Analogické

X—> XO
tvrzeni plati pro derivaci zleva.

10. Najdete priklad funkce majici vlastni derivaci na otevieném intervalu, pficemz
tato derivace ma v n¢kterém bod¢ nespojitost

a) prvniho druhu, b) druhého druhu.

*®

Profesor matematiky pri predndsce cosi prohlasil a pak dodal: |, To je

zirejmé. ** Jeden student se prihlasil a zeptal se:, Proc je to zirejmé? “ Pro-

fesor se na chvili zahloubal, vysel z mistnosti, vratil se asi za dvacet minut a
povida: ,,Ano, je to ziejmé! “ — a pokracoval v prednasce.

*

Matematik predvadi diikaz véty. Student ho prerusi: ,,Mam protipriklad. *
,»Nevadi, ja mam dva diikazy!*
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Kapitola 6

Prubéh funkce

Cilem této kapitoly je ukazat, jak se vysetiuje prubéh funkce. Chovani funkce popi-
Seme pomoci monotonie funkce na intervalu, extrému funkci, konvexnosti a konkav-
nosti funkce na intervalu a pomoci pojmi inflexni body a asymptoty funkce.

6.1. Podminky monotonie funkce

Véta 6.1. Necht'ma funkce f na otevieném intervalu I viastni derivaci. Pak plati:

1. Funkce f je neklesajici na I pravé tehdy, kdyz f'(x) > 0 na I.

2. Funkce f je rostouci na I prave tehdy, kdyz f'(x) > 0 na I, pricemz rovnost
f'(x) = 0 neplati na zadném podintervalu intervalu I.

Analogicka tvrzeni plati pro nerostouci a klesajici funkce.

Duikaz.

1. Necht’ f je neklesajici na /. Je-li xo € I libovolny bod, pak pro x € I, x < xo, je
fx) < f(xp)aprox € I, x > xo,je f(x) > f(xo). Proto f“:if;o) > 0, odkud
f'(xo) = lim HE=T = 0.

Naopak, necht’ f'(x) > 0nalax,y € I, x < y.Podle Lagrangeovy vty existuje
c € (x,y) tak, Ze f(y) — f(x) = fl(O)(y —x) = 0, 4. f(3) = f(x)a fje
neklesajici na /.

2. Necht’ f je rostouci. Pak podle prvni ¢asti je f° > 0. Rovnost f'(x) = 0 pfitom
nemuze platit na zadném podintervalu intervalu 7, nebot’ pak by zde byla funkce f
podle disledku 5.27 konstantni, coz je spor s tim, Ze je rostouci na /.

Naopak, necht’ f/ > 0, pti¢emz rovnost f’'(x) = 0 neplati na zadném podintervalu
intervalu /. Podle prvni ¢asti je funkce f neklesajici. Kdyby f nebyla rostouci
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na I, existoval by podinterval intervalu /, na némz by f byla konstantni, takze by
zde platilo f'(x) = 0, coz je spor s predpokladem. U

Poznamka 6.2. Platnost predchozi véty Ize rozsifit na interval / libovolného typu.
Staci predpokladat, ze f je spojita na I a f’ existuje uvniti /. Véta dokonce plati, i
kdyz f ma nékde nevlastni derivaci, pokud se predpoklada, ze je f spojita.

Priklad 6.3. Dokazte, ze nasledujici funkce jsou rostouci na R:

a) f(x)=x+sinx, b) g(x) =x + x.

Resent.

a) Plati f'(x) =14 cosx > 0 pro kazdé x € R, pficemz rovnost neplati na zadném
podintervalu intervalu R (f'(x) = 0 pravé pro x = (2k + 1)w, k € Z). Podle
druhé casti véty 6.1 je tudiz f rostouci.

b) Funkce g(x) je spojita na R. Dale plati g'(x) = 1 + 1/(33/x2) > Oprox # 0 a
g'(0) = +o00. Podle poznamky 6.2 je proto g rostouci. A

Z véty 6.1 okamzite plyne jednoducha postacujici podminka pro monotonii funkce
na intervalu.

Disledek 6.4. Necht' f ma konecnou derivaci na otevieném intervalu 1.
(a) Je-li f'(x) > 0pro kazdé x € I, pak je f rostouci na I.
(b) Je-li f'(x) < 0 pro kazdé x € I, pak je f klesajici na I.

Priklad 6.5. Najdéte intervaly, na nichz jsou ryze monotonni funkce:

X
a) f(x) =x®—2x% b) f(x)zm

d) f(x) = arccos(l + x), e) f(x)= et 3,

, c) f(x)z%—i-cosx,

Reseni. Pouzijeme disledek 6.4. Riist a klesani zndzornime pomoci Sipek 7 a \.
a) Plati f'(x) = 3x? — 4x = x(3x — 4) pro kazdé x € R. Tedy

f/
f

interval | (—o0,0) | (0,4/3) | (4/3, +00)
+ —
/!

+
N /
b) Plati
T—6x—16—xQ2x—6)  —x’—16

0
(x2 — 6x — 16)? 2 —6x —16)

, X
fx) =
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pro vSechna x € D(f) = R ~ {2, 8}. Tedy

interval | (—oo, =2) | (—2,8) | (8, +00)
f - - -
f N N N

Vsimnéte si, ze na celém D(f) neni f klesajici (nejednd se o interval). Napf.
0<9af(0)=0<9/11=f(9).

¢) Plati f'(x) = 1 — sinx pro kazdé¢ x € R. Tedy f'(x) = 0 pravé tehdy, kdyz
sinx = %, tj. kdyz x = £ +2km nebo x = %n+2kn, k € Z. Funkce f je klesajici
na kazdém intervalu (I + 2km, 27 + 2k7) a je rostouci na kazdém intervalu
(37 4 2km, 2 4+ 2(k 4+ D), k € Z.

d) Funkce je spojita na celém svém defini¢nim oboru D(f) = [—2, 0]. Plati

1 1
JI-(+0? VG tD)

pro kazdé x € (-2, 0). Tedy funkce je klesajici na [—2, 0] .
e) Plati f/(x) = e 3 (3x2 — 3) = 3¢ —3*(x2 — 1) na R. Znaménko derivace zavis
pouze na znaménku mnoho¢lenu x? — 1. Tedy

flx)=— <0

interval | (—oo, —1) | (=1,1) | (1, c0)
/' + — +
f /! N /! A

6.2. Extrémy

Rozlisujeme lokalni extrémy, kdy vySetiujeme nejvétsi a nejmensi hodnoty funkce
v ,,malém® (pfedem neurceném) okoli posuzovaného bodu, a globalni extrémy, kdy
hledame extremalni hodnoty na ptedem dané mnoziné€.

Definice 6.6. Rekneme, 7e funkce f ma v bod¢ xy:
lokalni maximum, existuje-1i ' (xy) tak, ze pro kazdé x € O (xp) je f(x) < f(xp),
lokalni minimum, existuje-li &'(x¢) tak, ze pro kazdé x € O'(xp) je f(x) > f(xo),
ostré lokalni maximum, existuje-li O'(xg) tak, ze pro kazdé x € O(xp) \ {xo} je
fx) < f(xo),
ostré lokalni minimum, existuje-li O (xo) tak, ze pro kazdé x € O(xo) ~ {xo} je
f&x) > f(xo).

Lokalni maxima a minima nazyvame souhrnné lokalni extrémy.
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y=f

a) b) ©)

Obr. 6.1: Lokalni extrémy

Funkce na obr. 6.1 a) ma ostra lokalni maxima v bodech x; a x5 a ostré lokalni
minimum v bod¢ x,. Funkce na obr. 6.1 b) ma neostra lokalni minima v bodech x;
a x, a ostré lokalni maximum v bod¢ x3. Kromé toho ma v kazdém bodé x € (xy, x;)
soucasné neostré lokalni minimum i maximum.

Poznamka 6.7.

i) Lokalni maximum a minimum jsou lokalni vlastnosti — zavisi pouze na hodnotach
funkce v n¢jakém okoli posuzovaného bodu.

ii) Ma-li funkce f v bodé xo lokalni extrém, pak existuje okoli &'(xo), kde je f
definovana, tedy '(xo) € D(f).

Dilezitym ndstrojem pro vySetfovani extrému funkci je derivace.

Véta 6.8. Necht' ma funkce f v bodé xy lokalni extrém a necht’ f'(xo) existuje. Pak
f'(x0) = 0.

Diikaz. Kdyby f'(x9) > 0, pak podle lemmatu 5.22 by musela byt funkce f v xg
rostouci, coz je spor. Z obdobnych divodu nemuze byt f'(x¢) < 0, proto f'(xo) = 0.
O

Poznamka 6.9.

i) Opaéné véta neplati. Piiklad: Funkce f(x) = x> mav xo = 0 derivaci f'(0) =0,
ale nema v tomto bod¢ extrém (je zde rostouct).

i1) Funkce f muze mit extrém v bodech, kde f'(x) = 0 (tzv. staciondrni body, te¢na
v nich je rovnobézna s osou x), nebo v bodech, kde f’(x) neexistuje.
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Funkce na obr. 6.1 ¢) ma stacionarni body x; a x;, ale pouze v x; je lokalni extrém
(ostré maximum). V bod¢ x3 je ostré lokalni minimum, ale derivace (ani nevlastni)
zde neexistuje.

Nasledujici dvé véty udavaji postacujici podminky pro existenci lokdlniho ex-
trému.

Véta 6.10. Necht je funkce f spojita v bodé xo a ma vlastni derivaci v néjakém
ryzim okoli O(xg) ~ {xo}. Jestlize pro vsechna x € O(xy), x < xo, je f'(x) > 0
a pro vSechna x € O(xg), x > xq, je f'(x) < 0, pak md f v bodé xy ostré lokalni
maximum. (Obdobné tvrzeni plati pro ostré lokalni minimum).

Diikaz. Tvrzeni bezprostfedn¢ plyne z véty 6.1 a poznamky 6.2. U
Vsimnéme si, ze predchozi véta nepredpoklada existenci derivaci v bod¢ xg.
Poznamka 6.11. Je-li v predchozi véte x, stacionarni bod (tedy f'(xo) existuje), véta
jednoduse feceno fika: Méni-li derivace pfi prechodu pies stacionarni bod znaménko,
je zde lokalni extrém. Navic z véty 6.1 plyne, ze pokud derivace znaménko neméni
(je porad kladnd nebo potad zaporna v jistém ryzim okoli), neni ve stacionarnim

bodé x( extrém.

Priklad 6.12. Najdéte vSechny lokalni extrémy funkce f(x) = |x]|.

Reseni. Funkce je spojitd na R. Plati f'(x) = sgnx pro x # 0 a f’(0) neexistuje.
Extrém tedy mize byt jen v bodé xo = 0. Zndzornime znaménko f”:

interval | (—o00,0) | (0, 00)
f - +
f N /
Podle predchazejici véty ma funkce |x| v bodé xo = 0 lokalni minimum. A
Priklad 6.13. Zjistéte, zda funkce
sin x £0
—— prox ,
fx) = *
0 prox =0

ma v bod¢ xy = 0 limitu, je v tomto bod¢ spojita a ma zde lokalni extrém.

Reseni. Limita v bodé xo = 0 existuje a je rovna 1 podle piikladu 4.25. Funkce neni

v bodé 0 spojita, protoze f(0) =0 # 1 = lin}) f(x). Z definice limity vyplyva, zZe
x—

existuje okoli &'(xg) takové, ze funkce f jena &'(0) \ {0} vétsi nez 0. Proto ma funkce

f vbodé xy = 0 lokdlni minimum. Pozor, nesmime se nechat zmast tim, ze v tomto

bod¢ funkce nema derivaci, ani zde neni spojita! A
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Véta 6.14. Necht' f'(xg) = 0. Je-li f"(x9) > 0, pak ma funkce f v bodé x, ostré
lokalni minimum. Je-li f”(x¢) < 0, pak ma f v bodé x ostré lokalni maximum.

Diikaz. Provedeme pro piipad f”(xo) > 0; ptipad f”(xo) < 0 je analogicky. Z exis-
tence f”(xo) plyne, ze existuje vlastni f’ v jistém okoli &)(x¢), a tudiz f je zde
spojita. Podle lemmatu 5.22 je f’ rostouci v bod¢€ xy. Protoze je f'(x¢) = 0, existuje
okoli 05 (xg) C O)(xy) takové, ze pro x € Oy(xp), x < Xo, je f'(x) < 0 a pro
X € Oy(x¢), x > xo,je f'(x) > 0. Z véty 6.10 nyni plyne tvrzeni. U

Poznamka 6.15. Piedchozi vétu lze indukci snadno zobecnit. Necht' f'(xg) =

= f"(x)) == f&D(xo) =0a fP(xy) # 0 pro nékteré k € N, k > 2.

1. Je-li k sudé, je v bodé xy ostry lokdlni extrém funkce f. Pro f%®(xy) > 0 je to
minimum, pro f® (xy) < 0 maximum.

2. Je-li k liché, pro f® (xo) > 0je f rostouci v xg a pro f%* (xy) < 0 je zde klesajici.
V bodé¢ x tedy neni lokalni extrém funkce f.

Piedchozi pozndmku lze pouzit napi. na funkce f(x) = x> a g(x) = x*. Ob¢
maji jediny stacionarni bod xy = 0. Pfitom f'(0) = f”(0) =0, f”(0) =3! > 0a
extrém zde neni (x* roste) a podobné g’(0) = g”(0) = g”(0) =0,g""(0) =4!>0a
funkei je ale obvykle vyhodngjsi (pokud je to mozné) posoudit, zda prvni derivace
meéni znaménko, nez pocitat vyssi derivace.

Definice 6.16. Bud’ funkce f definovana na mnoziné M. Existuje-li na M nejvétsi
(nejmensi) hodnota funkce f, nazyvame ji absolutnim maximem (absolutnim mini-
mem) funkce f na M. Absolutni minima a maxima souhrnné nazyvame absolutnimi
extrémy.

Jestlize tedy xo € M aplati f(x) < f(xq) pro vSechna x € M, tikame, ze funkce f
ma na M absolutni maximum v bod¢ x,. Podobné pro absolutni minimum.

Misto privlastku absolutni se také pouziva globdlni. Rekneme-li v dalim textu
»absolutni extrém® a neudame-li mnozinu, mame na mysli D(f).

Poznamka 6.17.

1) Funkce miZe nabyvat tyz absolutni extrém ve vice bodech. Napft. funkce cos x,
x € R, ma absolutni maximum rovno 1 a nabyva ho v nekone¢n¢ mnoha bodech
2k7, k € Z, a absolutni minimum rovno —1 a nabyva ho v nekone¢né¢ mnoha
bodech 2k + 1), k € Z.

2) Funkce nemusi mit na dané mnoziné zadny absolutni extrém. Napt. funkce y = x,
x € R nabyva libovoln¢ velkych a libovoln¢ malych hodnot. Stejna funkce nema
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absolutni extrémy ani na mnozin¢ (0, 1). Je tam sice ohraniend, ale pfislusna
mnozina hodnot (0, 1) nema ani maximum, ani minimum.

3) Dilezitou postacujici podminku existence absolutnich extrémi udava Weierstras-
sova véta 4.33. Je ji spojitost funkce na ohrani¢eném uzavieném intervalu. Pokud
nejsou nekteré jeji predpoklady splnény, nemusi absolutni extrémy existovat.

4) Obecn¢ nemame zadné jednoduché podminky, jak zajistit existenci absolutnich
extrémul.. Nicméné je jasné, ze pokud je funkce definovana v okoli bodu x; a ma
na ném absolutni extrém prave v bodé xy, ma v bodé x i lokdlni extrém stejného
typu. Omezime-li se na interval, plyne odtud, ze funkce nabyva svych absolutnich
extrému bud v bodech lokélnich extrémi, nebo v krajnich bodech uvazovaného
intervalu.

5) Pokud mame zajisténo, ze existuji absolutni extrémy funkce f definované na
intervalu, vyplyva z predchoziho bodu nasledujici postup pro jejich nalezeni:

e Najdeme stacionarni body a body, v nichZ neexistuje prvni derivace.
e Vypocteme funkéni hodnoty v téchto bodech.
e Vypocteme funkéni hodnoty v krajnich bodech intervalu (pokud patii do D(f)).

e Zevsech takto ziskanych funkénich hodnot vybereme nejvetsi a nejmensi (je jich
zpravidla konecny pocet). To bude absolutni maximum a minimum.

Spravnost postupu vyplyva z toho, ze né¢kde absolutni extrémy byt musi a nemohou
byt jinde nez ve vytipovanych bodech.

Priklad 6.18. Urcete absolutni maximum a minimum funkce f(x) = x — 1 — \/x
na intervalu [0, 1].

Reseni. Funkce je spojita na ohrani¢eném uzavieném intervalu, takze podle Weier-
strassovy véty absolutni extrémy existuji. Plati f/'(x) = 1 — %% = 2‘26;1 . Stacio-
narni body funkce f ur¢ime z rovnice f’(x) = 0, odkud /x = %, t.x = }T.V bodé
x = 0 vlastni derivace neexistuje, ale to je soucasné krajni bod. Nyni ur¢ime hodnoty

f (%) = _45'1’ f(©0) = —1, f(1) = —1. Absolutni maximum ma funkce v krajnich

bodech 0 a 1, absolutni minimum v bodé J—‘ . A

Priklad 6.19. Urcete pocet realnych kofent rovnice x> — 27x + 80 = 0.

Reseni. Oznaéme f(x) = x> — 27x + 80. Ur¢it podet realnych kofenti dané rov-
nice znamena zjistit, kolikrat protina graf funkce f osu x. Vypocet zalozime na
dasledku 4.36 Cauchyovy-Bolzanovy véty. Uréime krajni body intervalll tak, aby
uvnitf jednotlivych intervala byla funkce f ryze monotonni. Podle znamének v kraj-
nich bodech bude mit rovnice uvnitt kazdého takového intervalu bud’ jediny kofen,
nebo tam kotfen viibec nebude.
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Vysetiime lokalni extrémy funkce f: plati f'(x) = 3x? —27. Proto stacionarnimi
body funkce f jsou body x = £3, které jsou lokalnimi extrémy, jak plyne z véty 6.10:

interval | (—oo, —3) | (=3,3) | (3, 00)
f + — +
f / N /!

Funk¢éni hodnoty v lokdlnich extrémech jsou f(—3) = -9+ 81 +80 > 0, f(3) =
=9—-81480 > 0. Pritom lim f(x) =—oc0a lirf f(x) = 4o00. Proto funkce f
X—>—00 X—>400

protind osu x pouze jednou a piivodni rovnice ma jeden realny koten. A

Priklad 6.20. Kladné Cislo a rozlozte na soucet dvou nezapornych scitancu tak, aby
jejich soucin byl maximalni.

Reseni. Oznaémea = x+y hledanyrozklada s = xy pozadovany maximalni sou¢in.
Pak s lze vyjadfit jako funkci jedné proménné s = x(a — x) = ax — x2, x € [0, a],
a dana uloha se redukuje na hledani absolutniho maxima funkce s. Protoze funkce s
je spojita na ohrani¢eném uzavieném intervalu, podle Weierstrassovy véty absolutni
maximum existuje. Plati s'(x) = a — 2x = 0, pravé kdyz x = 7. Je s(%) = %,
5(0) = 0, s(a) = 0. Proto hledany rozklad je a = 5 + 5. A

6.3. Konvexnost, konkavnost, inflexni body

Dalsi globalni vlastnosti funkce je pojem konvexnosti a konkdvnosti popisujici za-
ktiveni grafu funkce.

Definice 6.21. Rekneme, ze funkce f je konvexni na intervalu I, jestlize pro libo-

volné tfi body x1, x5, x3 € I takové, ze x; < x, < x3, plati

Jf(x3) — fx)

—
X3 — X

fx2) < fx) + —x1). 6.1)

Rekneme, ze funkce f je konkdvni na intervalu I, jestlize pro libovolné tii body
X1, X2, X3 € I takové, ze x; < xp < x3, plati
f(x3) — f(x1)
fx2) = fx) + —————— (. —x1).
X3 — X
Pokud v definici nahradime neostré nerovnosti ostrymi, dostdvame definice pojmu
ostré konvexnosti a ostré konkdvnosti na intervalu /.
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y y = fx)

P (x2)-

S (x2)+

a) b) c)
Obr. 6.2: Konvexni funkce

Objasnéme piedchozi definici. Jeji geometricky vyznam znazoriiuje obr. 6.2 a).
Ptimka spojujici body grafu (x;, f(x;)) a (x3, f(x3)) ma vyjadieni

Sx3) = f(x)
L T (x

X3 — X

pry=fl)+ — X1)-
Definice tika, ze jestlize pro kazdé tii body x; < x; < x3 zintervalu / je hodnota této
linearni funkce p v bod¢€ x, vétsi nebo rovna nez funkéni hodnota funkce f v bodé x;,
tj. p(x2) > f(x2), pak je funkce f konvexni na /.

Pro funkci konkavni na I analogicky musi byt f(x;) > p(x,) pro kazdé tii body
X| < Xp < x3 zintervalu /.

Ekvivalentni zapis nerovnosti (6.1) dostaneme tak, ze popiSeme bod x, parame-
trickou rovnici jako bod tusecky spojujici body x; a x3. Ozna¢me A = % Pak
0 < A < 1 anerovnost (6.1) ma tvar

F(A=M)xy +2xs3) < (1= 2) f(x) +Af(x3).

Oznacime-li Ay = 1 —XaX, = A, plati 0 < A, Ay < 1, A + A, = 1 a pfedchozi
nerovnost lze napsat takto:

faxr + A2x3) < Ay f(x) + A f(x3). (6.2)
Nerovnost trividln€ plati i pro A; = 0 a A, = 1 resp. naopak a také pro x; = x,.

Poznamka 6.22. Snadno vidime, ze je-li funkce f konvexni na intervalu 7, pak
funkce — f je konkdvni na intervalu / a naopak. Proto se v dal§im vykladu omezime
ve formulacich vétsinou na konvexni funkce.
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Nez uvedeme ekvivalentni definice konvexnosti, pfipomeneme si pojem kon-
vexni mnoziny v roving, znamy ze stfedoskolské geometrie pfedevsim v souvislosti
s mnohothelniky a tthly. MnoZina M C IR? se nazyva konvexni, jestlize s kazdymi
dvéma body A, B € M 1 cela usecka AB lezi v M. Jestlize kazda z uvazovanych
tisecek AB lezi cela (s ptipadnou vyjimkou krajnich bodit A, B) uvnitf, nazyvéa se M
ostre konvexni. Ptikladem konvexnich mnozin jsou konvexni mnohouhelniky, kruh,
vnitek elipsy, polorovina, kvadrant, celd rovina R? atd.

Dale budeme potiebovat nasledujici lemma.

Lemma 6.23. Necht funkce f je definovana na intervalu I a x, < x, < X3 jsou
libovolné tri body z 1. Pak nasledujici tri nerovnosti jsou ekvivalentni:

f(x2) — f(x) - fx3) — f(x1)

(6.3a)
X2 — X1 X3 — X1
f) = [ _ fO) = flx) (6.3b)
Xy — X1 X3 — X2
fon) = fG) _ fG) = fla) (6.3¢)
X3 — X1 X3 — X2

Duikaz. Ukazeme napft. rovnocennost prvnich dvou nerovnosti. Pro ostatni je dikaz
obdobny. Z (6.3a) postupn¢ dostaneme

Fx)(x3 —x1) = fxp)(xz —x1) < f(x3)(x2 —x1) — f(x)(x2 — x1),
Fx2)(x3 —x2) + fx2)(x2 — x1) — f(x)(x3 —x2) — fx) (e — x1) <
< fx3) (2 — x1) — fx)(x2 — x1),
(f(x2) = D)) (x5 — x2) < (f(x3) — f(x2))(x2 — x1),

z ¢ehoz dostdvame nerovnost (6.3b). Protoze upravy byly ekvivalentni, 1ze postup
obratit a nerovnosti jsou ekvivalentni. U

Geometricky vyznam piedchoziho lemmatu je znazornén na obr. 6.2 b). Body

(1, f 1), (2, f(x2)) a (x3, f(x3)) urCuji tii pfimky pi, py a p3. Vztahy (6.3)
vyjadfuji nerovnosti mezi jejich smérnicemi.

Definice 6.24. Necht’ f je funkce s definicnim oborem D( f). Nadgrafem tunkce f
rozumime rovinnou mnozinu G = {(x, y) € R?:xeD(f)ay > f(x)}.

Nyni jiz mizeme zformulovat ekvivalentni definice konvexnosti.

Véta 6.25. Necht'funkce f je definovand naintervalu 1. Pak jsou nasledujici viastnosti
ekvivalentni:
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(a) Funkce f je konvexni na I.

(b) Pro libovolné rizné body xi, x, € I a libovolna cisla Ay, A, € (0, 1) takova, ze
A 4 Ay = 1, plati nerovnost

Fuxi 4 Aaxa) < A f(xr) + A f(x2). (6.4)

(¢) Pro libovolné tri body x| < x, < x3 lezici v I plati néktera z nerovnosti (6.3).
(d) Nadgraf funkce f je konvexni mnoZina.

Obdobna véta plati pro ostre konvexni funkce, nahradime-li vS§echny neostré nerov-
nosti ostrymi a bude-li v (d) ostre konvexni mnozina misto konvexni.

Duikaz. Vlastnosti (a) a (b) jsou ekvivalentni, protoze nerovnost (6.4) odpovida ne-
rovnosti (6.2) (pouze se preznacilo x3 na x;), o niz jsme ukdzali, Ze je jen jinym
zapisem nerovnosti (6.1).

(@) © (c)

Protoze nerovnosti (6.3) jsou ekvivalentni, necht’plati napt. druha z nich. Jeji upravou
dostavame

fOo) = fx) _ fxs) = f(x)

X2 — X1 X3 — X2
[f(x2) — feD]( — x2) < [f(x3) — f(x2)](x2 — x1),
f2) (s —x1) < f(x3)(x2 — x1) — f(x1)(x2 — x3 + x1 — x1),
S (s —x1) < (2 —x)Lf (x3) = fxD]+ f D) (xs = x),

Fo) < f) + LD = @)
X X1

— (2 — x1),
a proto podle definice 6.21 je f konvexni na /. Pouzité upravy jsou ekvivalentni,
takze plati i opacné tvrzeni.

(@) = (d)
Predpokladejme, Ze pro A = (x1, y1), B = (x2, y») plati A, B € G. Je-li x| = x2, je
tvrzeni ziejmé. Necht'tedy napt. x; < x,. Pak f(x;) < yra f(x3) < y;.Necht'g(x) je
funkce, jejimz grafem je ptimka p prochazejici body A a B, a h(x) je funkce, jejimz
grafem je primka g prochazejici body (x, f(x1)) a (x2, f(x2)) viz obr. 6.2 ¢).
Necht' C = (x3, g(x3)), X3 € (x1, X), je libovolny vnitini bod usecky A B. Ukazeme,
7e g(x3) > h(x3), tedy ze C € G.

Splyva-li p a g, je tvrzeni zfejmé. Necht’ tedy soucasné neplati f(x;) = y; a
f(x2) = y,. Pak je dokonce g(x3) > h(x3). Pfipustme, Ze pro nekteré x; € (x1, x2)
je g(x3) = h(xs3). Plati

bl (x —x1) a h:y=f(xl)+M(x
Xy — X1 X2 — X1

g:y=y-+ — X1).



124 Pribéh funkce

Odtud dostaneme

Y2—N

vi+ (s — 1) = for) + 20D TCD (o,
X2 — X1 X2 — X1
vi— Fe) = 2 — FG)) — (3 — fa)],
X2 — X1
MR yi — fxD] = b [y2 — f(x2)].
X2 — X1 X2 — X

Leva strana posledni nerovnosti je nezaporna a prava nekladna, takze ob&é musi byt
nulové. To znamena, ze f(x;) = y; a f(x3) = y2, COZ je Spor.

(d) =@
Protoze usecka spojujici body (x, f(x1)) a (x2, f(x2)) leziv Gy, plati h(x3) > f(x3)
pro x3 € (xy, x»), kde & ma stejny vyznam jako v pfedchozi ¢asti diikazu. Tedy

fony + LTI (s f.
X2 — X1
fx2) — f(x1) - f(x3) — fx1)
X2 — X1 - X3 — X1 ’

kde x; < x3 < x,. Protoze jiz vime, ze (a) < (c), je funkce f konvexni.
Dukaz pro ostfe konvexni funkci je analogicky. U

Konvexni a konkdvni funkce maji mnoho dilezitych vlastnosti, tykajicich se
spojitosti, existence jednostrannych derivaci, lokélnich minim a pod. Rada takovych
vysledkt je dokazana v dodatku v paragrafu D.3.

V dalsim textu budeme vysetrovat konvexni a konkavni funkce za predpokladu,
7e maji derivaci.

Véta 6.26. Necht f mavlastni derivaci na otevieném intervalu I. Pakje f je konvexni
(ostie konvexni) na I prave tehdy, kdyz je funkce f’ je neklesajici (rostouci) na I.

Analogické tvrzeni plati pro [ konkavni (ostie konkavni) na I a f’ nerostouci
(klesajici) na I.

Diikaz. ,,=*
Zvolme libovolné x;, x, € I, x € (x1, x3). Pak podle lemmatu 6.23 plati

f@) = FG) _ fl) = f&) _ f&) = f)

X — X X2 — X1 X — X2

Provedeme-li v levém zlomku této nerovnosti limitni prechod pro x — x;" a v pravém

zlomku limitni pfechod pro x — x, (auvédomime-li si, ze podle predpokladu existuji
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derivace f'(x1) a f'(xp)) dostavame, ze f'(x;) < f’(x;), coz znamena, ze funkce f’
je neklesajici na 1.

’,¢6‘

Necht’ je nyni f’ neklesajici na I a necht x; < x, < x3 jsou libovolné tii body
z intervalu /. Podle lemmatu 6.23 staci ukazat, ze

fOr) = f@) _ fxs) = flx)

X2 — X1 X3 — X2

Funkce f spliiuje na intervalech [x;, x»] a [x7, x3] pfedpoklady Lagrangeovy véty, tj.
existuji body ¢y € (x1, x3) a c; € (x2, x3) takové, ze

f/(Cl):M’ f/(cz):M.

Xy — X1 X3 — X2
Jelikoz ¢; < ¢; a f’ neklesajici, plati f'(c1) < f’(c;) a tvrzeni je dokazano.
Pro ostfe konvexni funkce je diikaz analogicky. U

Z vét 6.26 a 6.1 plyne jednoduché kritérium konvexnosti a konkavnosti.

Disledek 6.27. Necht'I je otevieny interval a f ma vlastni druhou derivaci na I.
(a) Je-li f"(x) > 0 pro kazdé x € I, pak je f ostie konvexni na I.
(b) Je-li f"(x) < 0 pro kazdé x € I, pak je f ostie konkdavni na I.

Véta 6.28. Necht funkce f mda viastni derivaci na inter- y y = fx)
valu I. Pak je f konvexni (konkavni) na I pravé tehdy, kdyz
pro kazdé dva rizné body x, xy € I, plati:

f(x) = fxo) + f'(x0)(x — x0)

’ yo__. .....
(f(x) = f(xo) + f(x0)(x — xo)). :
Obdobny vysledek plati pro funkce ostre konvexni a ostre y = t(x)
konkdavni na intervalu (nerovnosti v tvrzeni jsou ostré). ol xo X

Duikaz. Dikaz provedeme pro piipad konvexni funkce, pro Obr. 6.3

konkavni by byl analogicky. Geometricky vyznam (graf
konvexni funkce musi lezet nad tecnou v libovolném bodé grafu) je znazornén na
obr. 6.3.

”i“
Necht’ f je konvexni na intervalu 7. Podle véty 6.26 je funkce f’ neklesajici na 1.
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Mg¢jme tedy dany dva rizné body x, xo € I. Podle Lagrangeovy véty existuje bod ¢
mezi body x, x¢ tak, ze

J @) = fxo) = f'(e)(x — x0),
odtud odectenim vyrazu f’(xo)(x — xo) od obou stran rovnosti dostavame
f(x) = fxo) — f'(xo)(x — x0) = (f(c) = f'(x0)) (x — xp).

Funkce f’ je neklesajici na I, tj. LO=S'60) > 0 takze jebud f'(c) = f’(xo), nebo

c—Xx0
ma vyraz f'(c) — f’(xo) stejné znaménko jako ¢ — x a to ma stejné znaménko jako

x — xg. Proto je (f'(c) — f'(x0))(x — xo) > 0, a tedy
f@x) = f(xo) = ffxo)(x —x0) =0 = f(x) = f(xo) + f'(x0)(x — x0).

”<:G‘
Necht’ je pro libovolné x # x( z intervalu / splnéna nerovnost

f(x) = fxo) + f'(x0)(x — x0).

Pak plati
vel x<xy = 1HZIE_ oo
X — Xo
xel, x>xy = —f(X) — J(x) > f'(x0).
X — Xo

Odtud dostavame, Ze pro libovolné tii body x| < x; < x3 z intervalu [ je

S (x2) — fxy) - fx3) = fx2)

X2 — X1 X3 — X2

a podle véty 6.25 je f konvexni na /. O

V elementarnich kurzech se nékdy zavadi pojem konvexni funkce jen pro funkce
majici prvni derivaci. Pak se ¢asto pro definici pouziva ekvivalentni formulace z pred-
chozi véty.

Funkce casto nebyva konvexni nebo konkavni na celém svém defini¢nim oboru.
Nasledujici definice se tyka bodt, v nichz dochazi ke zméné konvexnosti na konkav-
nost nebo naopak. S podobnou situaci jsme se setkali v pfedchozim oddilu v sou-
vislosti se zménou typu monotonie. Tam takova zmeéna (rostouci funkce na klesajici
nebo naopak) vedla na lokalni extrémy.
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Definice 6.29. Necht’ ma funkce f derivaci v bodé
xo € R. Je-li tato derivace nevlastni, predpokladame
navic, ze je f spojita v bodé xo.

Rekneme, Ze xo je inflexnim bodem funkce f, jestlize
existuje okoli O5(xg) takové, ze funkce f je ostie kon-
kavni na intervalu (xo — §, x¢) a je ostfe konvexni na
intervalu (xg, xo + §) anebo naopak — viz obr. 6.4.
Strucéné fikame, ze funkce f ma v bodé x( inflexi.

Obr. 6.4

Nasledujici tvrzeni udavaji nutné resp. postacujici podminky pro to, aby funkce
meéla inflexi. VSimnéte si analogie s vySetirovanim lokalnich extrémi — viz véty 6.8,
6.10 a 6.14. Vse se o jednu derivaci ,,posune*.

Véta 6.30.
1. Necht x je inflexni bod a necht’ existuje f"(xo). Pak f"(xg) = 0.

2. Necht' " (x¢) = 0 a existuje okoli Us(xy) takové, ze plati f"(x) < 0 pro kazdé
x € (xg — 8, x0) a f"(x) > 0 pro kazdé x € (xg, xo + §), nebo naopak. Pak je xg
inflexnim bodem funkce f.

3. Necht " (xo) = 0a f"(xg) # 0. Pak je xq inflexnim bodem funkce f.

Duikaz.

1. Z existence f”(xg) plyne, ze f'(x) je kone¢na v jistém okoli bodu xy. Z definice
inflexniho bodu a véty 6.26 plyne existence okoli s (x) takového, Ze na intervalu
(xo — 8, x0) je f' rostouci a na intervalu (xg, xo + 8) je klesajici, nebo naopak.
Necht’ nastane napt. prvni moznost. Protoze je f konvexni na (xo — §, xo), plati
pro libovolnou trojici x; < xp < x3 z tohoto intervalu nerovnost (6.3b). Jelikoz
f je spojita v bodé xq (existuje kone¢na f’(x¢)), dostaneme limitnim prechodem
X3 — X, , Zze nerovnost (6.3b) plati i na intervalu (xo — §, xo]. Funkce f je tudiz
na tomto intervalu konvexni, a proto je zde f’ rostouci. Obdobné se ukaze, ze f’
je klesajici na [xq, xo 4+ 8). Tedy funkce f’/ ma v bod¢ x, lokalni extrém (dokonce
ostry). Podle véty 6.8 tudiz musi byt f”(xg) = 0.

2. Z existence f”(x¢) plyne, ze f'(xo) je konecna. Dale podle dusledku 6.27 je f
konkavni v levém okoli bodu x( a konvexni v jeho pravém okoli nebo naopak, coz
dokazuje tvrzeni.

"

3. Z existence f"'(xo) plyne, ze f”(x) je konecna v jistém okoli bodu x,. Podle
lemmatu 5.22 je f” v bodé x, bud’ rostouci, nebo klesajici. V né&jakém okoli
Os(xo) je tedy f”(xo) < Oprox € (xo — 3, x0) a f"(x9) > 0prox € (xg, xo + 8)
nebo naopak. Tvrzeni nyni plyne z bodu 2. U
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Poznamenejme, Ze z piredchozi véty plyne, ze funkce miize mit inflexi pouze
v bodech, kde jeji druha derivace neexistuje, nebo je rovna nule.

Poznamka 6.31. Predchozi vétu lze indukci snadno zobecnit. Necht' f”(xg) =

= f"(x0) == f&D(xg) =0a f®(xy) # 0 pro nékteré k € N, k > 3.

1. Je-li k liché, je xo inflexnim bodem funkce f.

2. Je-li k sudé, je f v jistém okoli &(x,) ostie konvexni pro f®)(xo) > 0 a ostfe
konkavni pro f®(xo) < 0.V bodé x tedy funkce f nemd inflexi.

Vsimnéte si, ze pokud jei f'(xo) = 0, dopliuje se predchozi poznamka s poznam-
kou 6.15. Podobné jako tam lze pouziti ilustrovat na funkcich f(x) = x* a g(x) = x*.
Plati f(0) = f”(0) =0, f”(0) = 3! > 0, takze bod 0 je inflexnim bodem funkce f
(a ta roste dokonce na R) a podobné g'(0) = g”(0) = ¢g"”(0) =0, g”"(0) = 4! > 0,
takze bod 0 neni inflexnim bodem funkce g (a ta je ostfe konvexni dokonce na R) —

vyhodnéjsi posoudit, zda druhd derivace méni znaménko, nez pocitat vyssi derivace.

Poznamka 6.32. Inflexni body se nékdy definuji odlisné — piehled viz [17, str. 205].
Jedna z castych variant je tato: Bod x se nazyva inflexnim bodem funkce f, jestlize
existuje vlastni derivace f'(xg) a v jistém okoli Ts(xp) plati f(x) < f(xo) +
+ f'(x0)(x — xo) pro kazdé x € (xo — 8,x0) a f(x) > f(xo) + f'(x0)(x — xp)
pro kazdé x € (xg, xo + &), nebo naopak. Tedy v levém okoli lezi graf funkce pod tec-
nou v bodé¢ (xg, f(x¢)) a vpravém okoli nad touto tecnou nebo naopak. Lze ukazat, ze
pokud je x inflexnim bodem ve smyslu definice 6.29 a f’(xo) je vlastni, je inflexnim
bodem i v pravé zminéném smyslu — viz piiklad D.37 dodatku. Opak ale neplati
(napi. funkce f(x) = x>(1 + x(x)) v bodé 0; pfitom x je Dirichletova funkce).

6.4. Asymptoty funkce

Definice 6.33. Bud xy, € R. Pfimka x = x( se nazyva asymptotou bez smérnice
funkce f, jestlize ma f v x( alespon jednu jednostrannou limitu nevlastni, tj.
1im+ f(x) = £oonebo lim f(x) = *£oo.

X—).XO X—).XO

Ptimka y = ax + b, a, b € R, se nazyva asymptotou se smernici funkce f, jestlize
plati lim (f(x) — (ax + b)) = 0 nebo lirf (f(x) — (ax + b)) = 0.
X—>—00 X—>T00

Priklady asymptot bez smérnice jsme vidéli napf. na obr. 3.9. Uvédomte si, Ze
tyto asymptoty mohou byt pouze v bodech, kde neni funkce spojita. Asymptoty se
smérnici jsou znazornény na obr. 6.5. V pripadé asymptoty se smérnici fikame, ze
ptimka je asymptotou funkce pro x ,,jdouci do minus resp. plus nekonecna‘.
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y=f(x)
y=fx)

a) b)

Obr. 6.5: Asymptoty se smérnici pro x — +00

Véta 6.34. Primka y = ax + b je asymptotou funkce [ pro x — +oo prave tehdy,
kdyz

LE)

im =a

x—>+00 X

a lim (f(x) —ax) =b.
X—>+00
Analogické tvrzeni plati pro x — —o0.

Diikaz. Z definice plyne, ze pfimka y = ax + b je asymptotou funkce f, prave kdyz
plati lim (f(x) —ax) = b. Odtud plyne, ze lim (M - a) = lim 2=0,a
x— 00 x—>+oor *

x—Foo *
tudiz nutng lim {2 =4 O
x—>+oo ¥
Disledek 6.35. Primka y = b je asymptotou funkce f pro x — 400 pravé tehdy,
kdyz liIE f(x) = b. Analogické tvrzeni plati pro x — —o0.
X—>T00

Priklad 6.36. Urcete asymptoty funkce

(x —1)° s 1
a = — b =e" M, c x) = arccotg — .
)y =1 1) ) Yy ) f(x) g
Reseni.
a) Funkce je spojita na R s vyjimkou bodu x = —1, kde neni definovana. S vyuzitim

poznamky 4.14 ur¢ime limitu v tomto bode¢:

x—-13 -8
m —— = — =
x——1 ()C —+ 1)2 0+
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Proto ma dana funkce jednu asymptotu bez smérnice, kterou je ptimka x = —1.
Hledejme nyni asymptoty se smérnici. Podle véty 6.34 vypocteme nasledujici
limity:

R
a= lim = lim —— =
x—+oco X x—+00 x(x + 1)2

El

o ~ogm (D)2
_xilfw(f(x) — ax) =, ((x +1)2 )T

=32 4+3x -1 —x(@>+2x+1) . —5x2 +2x — 1 5
= 1 _— = —).

= lim m

x—400 (x+1)? x—>to0 x24+2x +1

Asymptotou pro x — +o00 je piimka y = x — 5. Protoze piedchozi vypocet je
zfejme platny i pro x — —o0, je tato pfimka asymptotou i pro x — —o0.

b) Ozna¢me zadanou funkci f(x). Nejprve rozlozime polynom ve jmenovateli zlom-
ku na soug¢in: x> —4x + 3 = (x — 1)(x — 3). Jedinymi body, kde miize mit funkce
asymptoty bez smérnice, jsou body x = 1 a x = 3, nebot’ v ostatnich bodech je
funkce spojita. Limity v téchto bodech jsou:

1 1
lim ——— = —o0, lim ——— = 400,
a1t x2 —4x +3 i1 x2 —4x +3

1 1
Iim ———— = +o0, Iim ———— = —o0.
x—3t x2 —4x +3 x—=3- x2 —4x +3

Podle véty 4.16 o limité sloZzené funkce dostaneme:

lim f(x) =400, lim f(x)=0, lim f(x)=+oc0, lim f(x)=0.
x—1- x—1+ x—3t x—3t

V kazdém bodg je jedna jednostranna limita nevlastni, takze pfimky x = lax =3
jsou asymptotami bez smérnice dané funkce.

Nyni hledejme asymptoty se smérnici. S pouzitim dasledku 6.35 dostaneme

1

Jm a3 =0 = lim fo=1

Proto je ptimka y = 1 asymptotou se smernici pro x — =£o0c.
¢) Funkce f je spojitd na R ~ {0}, proto jedinym bodem, ve kterém by mohla mit
asymptotu bez smérnice, je bod x = 0. Jednostranné limity v tomto bod¢ jsou:

. 1 .

lim arccotg — = lim arccotgy =0,
x—07t X y—>—+00

. 1 .

lim arccotg — = lim arccotgy = 7.

x—0" X  y——



6.5 Pribéh funkce — shrnuti 131

Proto funkce nemé zadné asymptoty bez smérnice.
Nyni budeme hledat asymptoty se smérnici. S pouzitim disledku 6.35 dostaneme

b= li ge =X
_x;rfwarccogx =5
Tedy funkce ma asymptotu se smérnici y = 7 pro x — =Fo0. A

6.5. Prubéh funkce — shrnuti

Pti vysetrovani pribéhu funkce f postupujeme takto:

1. Stanovime D(f), H(f), zda je funkce f ptipadné suda, licha nebo periodicka.
Najdeme body nespojitosti a rozhodneme o jejich druhu.
Ur¢ime nulové body funkce f a intervaly, kde je f kladna a kde zaporna.

2. Vypocitame f’ a podle jejiho znaménka urc¢ime:
e intervaly, kde je f rostouci (z podminky f’ > 0),
e intervaly, kde je f klesajici (z podminky f’ < 0),
e lokalni extrémy (podle zmény znaménka f”).

3. Vypocitame f” a podle jejiho znaménka urcime:
e intervaly, kde je f konvexni (z podminky f” > 0),
e intervaly, kde je f konkavni (z podminky f” < 0),
e inflexni body (podle zmény znaménka f”).

4. Ur¢ime asymptoty funkce f.

5. Vypocitame funkéni hodnoty ve vyznamnych bodech (lokalni extrémy, inflexni
body atd.).

6. Nakreslime graf funkce.
Priklad 6.37. Vysetiete prub¢h funkce

In x2
fry=——
X
Resent. , ,
1. Defini¢ni obor D(f) = R ~ {0}. Plati f(—x) = &= — " — _ #(x), proto

—X X

je dana funkce licha a vlastnosti musi byt jistym zptisobem ,,symetrické®.
Nulové body funkce urc¢ime z rovnice f(x) = 0, odkud dostavame x = =£1.
Vysettime znaménko funkce:

f:
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2. Ur¢ime prvni derivaci:

Odtud zjistime staciondrni body funkce:

f'(x)=0 & Inx?=2 & x = +e.
Snadno zjistime znaménko prvni derivace na jednotlivych intervalech:
~N 7 TN
PG NG

—e 0 e

min max
Funkce nabyva lokalniho minima v bodé¢ x = —e a lokalniho maxima v bod¢
x=e.

3. Druha derivace je

_% x> — (2 —Inx?)2x _ 2(Inx*—3)
- = )

) =

X x3
Ur¢ime nulové body druhé derivace, protoze pouze v nich mohou byt inflexni
body:
f(x) =0 & Inx?=3 & x = +/e3.
Jeji znaménko je:
AN RAN

f//: " "
V& 0 VS
inf inf

4. Pro urCeni asymptot funkce pocitejme limity

. Inx? . Inx?
lim —— = Foo, lim — =
x—0f X x—>+oo x
Odtud vidime, zZe pfimka y = 0 je asymptotou bez smérnice a ptimka y = 0 je
asymptotou pro x — =£o0.
5. Spocitame hodnoty funkce f ve vyznamnych bodech (extrémy, inflexni bod):

2 3
maximum/minimum: f(4e) = £—, inflexe: f(£ve3) = :l:—3 .
e

Ve

6. Nakreslime graf funkce — viz obr. 6.6. Funkce je licha, proto je jeji graf soumémy
podle pocatku. (Méfitko na ose x je dvakrat vétsi nez na ose y.) A
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J
1
@[

Ve —e -1

Obr. 6.6

6.6. ReSené priklady na extrémy a prabéh funkce
Priklad 6.38. Vysetiete prub¢h funkce
f:y=x—2arctgx.

Reseni.
1. Defini¢ni obor dané funkce je D(f) = R. Dale plati

f(—=x) = —x — 2arctg(—x) = —x + 2arctgx = — f(x),

proto je funkce lich4 a jeji vlastnosti budou ,,symetrické®.

Pokusime se ur€it znaménko funk¢nich hodnot. Rovnici arctgx = 5 vSak
nedokdzeme fesit. Jeden kofen je jasny — x = 0. Protoze funkce arctgx ma
v bod¢ x = 0 derivaci rovnu 1 a funkce 5 ma derivaci %, |ze z grafii téchto funkci
odhadnout, ze existuje jediné Cislo @ > 0 takové, ze v £a ma nase funkce koteny.

Ptesnéji to uvidime z vysledného grafu. Tedy:

f:

2. Pocitejme prvni derivaci:

, 2 x?—1
y = 1 — = X
I+x2  1+4x2
Odtud dostavame stacionarni body x = 41 a znaménko prvni derivace na jednot-
livych intervalech:

T . 7
+ =+
-1 1
max min

i
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Vidime, ze funkce ma v bodé x = 1 lokdlni extrém, a to lokalni minimum;
symetricky v bodé x = —1 ma lokalni maximum.
3. Vypocteme druhou derivaci

v 2x(1 +x2) — (x2 — 1)2x B 4x
v (1 +x2)2 T U ra22
odkud f”(x) = 0 prave tehdy, kdyz x = 0. Ur¢ime znaménko druhé derivace:
MU
f//: — +
0
inf

4. Funkce je spojita na celém R, nema proto zadné asymptoty bez smérnice. VySet-
fime, zda ma asymptoty se smérnici:

— 2arct t
a= lim T8 1 2T oo,
x—+o0 X xX—>F00 X
) U
b, = xkrroo(x —2arctgx —x) = —2- 7 ="
b_ = lim (x —2arctgx —x) = —2- (E) = .
X——00 2

Asymptotami funkce jsou tedy piimky y = x — wprox — +ooay = x + 7 pro
X — —OQ.
5. Spoctéme funkéni hodnoty funkce ve vyznamnych bodech:

bl i
SO =0 fMH=l-—. f=h=-1+—.

6. Nakreslime graf funkce, viz obr. 6.7. A

Priklad 6.39. Vysetiete prub¢h funkce
2x

+x

f:y = arcsin N

Reseni.

1. Nejprve urcime definicni obor. Funkce arcsin u je definovana pouze pro hodnoty
u € [—1, 1], proto musi platit —1 < 1_2:;2 < 1. V prikladu 1.31 a) jsme ukazali, ze
tato nerovnost plati pro vSechna x € R, tj. D(f) = R. Funkce f je vSude spojita.

Nyni vySetfime, zda je funkce f suda nebo licha:

. —2x o 2x
f(—x) = arcsin 1+—x2 = —arcsin . = —f(x).
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Obr. 6.7

Funkce je licha, a proto jsou jeji vlastnosti opét ,,symetrické®. Nulové body funkce
jsou
. 2x 2x
arcsim——=0 & —=0 & x=0,
1 + x2 1 + x?
tj. jedinym nulovym bodem je x = 0. Vzhledem k pribéhu funkce arkussinus
plati:
oo
2. Pocitejme prvni derivaci funkce. Je nutné si uvédomit, ze funkce arcsinu ma
derivacijenprou € (—1, 1) avbodechu = —1, u = 1 existuji pouze jednostranné

nevlastni derivace +o00.

;L 1 2(1+x2)—2x-2x_
N Qror
(1+x2)?
1 + x? 2 —2x? 2(1 — x?)

T T2+ —a2 4+ I+ J02—1)2
Odtud pro x € (—o0, —1) U (1, 00) je
o20-4) 2
1+xHx2-1) x24+1

/

Yy
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aprox € (—1,1) je

_o20=xH 2
A+ =% x241°

(Pii vypoctu jsme pouzili rovnosti v/a2 = |a| pro libovolné a € R.) V bodech
—1, 1 existuji pouze jednostranné derivace. S pouzitim cviceni 9 z kapitoly 5
dostaneme:

-2 2
‘(-1 = 1 =1 ‘(=) = 1 =1
b= lim =l D=l
FL) = i 2 1 L) = li —2 1
= 1m =1, = lim =—1.
-1+ x2 + x—1+ 1 4+ x2

Body x = %1 jsou tedy tzv. uhlové body.
Dale ur¢ime znaménko prvni derivace na jednotlivych podintervalech:

™~ ~ ™~
— + —

-1 1
min max

i

Odtud podle véty 6.10 nahlédneme, ze v bod¢ 1 nabyva funkce lokalniho maxima
(pfestoze v tomto bod¢ neexistuje derivace!); symetricky pak v bodé —1 nabyva
lokalniho minima.

3. Vypocet druhé derivace provedeme na jednotlivych podintervalech:
Pro x € (—oo, —1) U (1, 00) je

b -2\ 4x
YEUre) T axe

v 2 /_ —4x
Y\ T arer

Nulovy bod druhé derivace je tedy pouze x = 0 a jen tam muze byt inflexe. Ur¢ime
znaménko f” a intervaly, kde je funkce konvexni a kde konkavni.

prox € (—1,1) je

MmO Y
- ¥ - F

f//:

V bodech —1, 1 inflexe neni, protoze v nich neexistuje prvni derivace.



6.6 Resené priklady na extrémy a priibéh funkce 137

4. Funkce je spojitd na celém R, zjevné tedy nema zadné asymptoty bez smérnice.
Vysetfime, zda ma asymptotu se smérnici pro x — Fo00. Plati

: 2x
arcsin 0
a= lim e =,
x— o0 X +o0
. . 2x . :
b = lim arcsin —— = lim arcsiny = 0,
X—>=00 1 —+ )C2 y—0+
pficemz jsme v poslednim kroku pouzili vétu o limité slozené funkce (y = 13-_); .
Ptimka y = 0 je asymptotou dané funkce pro x — Fo0.
5. Urc¢ime funkéni hodnoty ve vyznamnych bodech
. T . T
f(—1) =arcsin(—1) = 7 f(1) =arcsinl = 5
6. Nakreslime graf funkce — viz obr. 6.8. A
- Y _ . 2x
Tt : y = arcsin e
-1
: o 1 x
-3
Obr. 6.8

Piiklad 6.40. Vysetiete prabéh funkce f: y = /1 — x3.

Resent.
1. Defini¢ni obor je D(f) = R. Déle snadno urc¢ime nulové body funkce:

J1-x3=0 & 1-xX=0 & x*=1 & x=1.

U tieti odmocniny je znaménko funkce f stejné jako znaménko vyrazu pod od-

mocninou: N
fi —t
1

Protoze f(—x) = /1 — (—x)3 = /1 4 x3, funkce neni ani suda. ani licha.
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2. Funkce 3/u ma kone¢nou derivaci pouze pro u € R ~ {0}. Proto pro x # 1 plati

—x2

YA =x3)?’
odkud plyne f’ = 0 pravé tehdy, kdyz x = 0. Dale vySetiime znaménko derivace:
™ T ™

0 1

1 _2
y = s —x%) 7 (=3x%) =

r:

Funkce je na celém R klesajici a nema tudiz lokalni extrém ve svém staciondrnim
bodé x = 0.
V bodé¢ x = 1 s pomoci cviceni 9 z kapitoly 5 ur¢ime derivaci v bodé x = 1:
2

—X
N e

3. Pro x # 1 je druha derivace
2
3

, <2x(1 — %) =221 =53 - %(—3x2)> B
(1 —x3)%

—ia—wt VO

odkud plyne, ze f” = 0 pravé tehdy, kdyz x = 0. Znazornime znaménko druhé
derivace:

2x(1 — x3) +2x2 - x? 2x
4

/MY
¥ - _F

f//: "
0 1
inf inf
Funkce mad inflexni body x =0ax = 1.
4. Funkce je spojita na celém R, proto nema zadné asymptoty bez smérnice. Pocitejme
asymptoty se smeérnici:

) \/ 1 —x3
a= lim = lim ——1=
x—=400 Xx—=%00 )C3

b= lim (x 1—x3+x):

x— %00

X243 =T+ Y3 —1)?2
X2+ x/x3 =1+ Y3 —1)2
X —x3+1 1

= l = =

x=Eoe x2 4 x /a3 — 14+ 3/(x3 —1)2  +00+ 00+ 00

. 3
= fm b=V 1)
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Tedy ptimka y = —x je asymptotou funkce pro x — Fo0.
5. Spocitame funkéni hodnoty ve vyznamnych bodech: f(0) =1, f(1)=0.
6. Nakreslime graf funkce — viz obr. 6.9. A

Obr. 6.9

Priklad 6.41. Vysetiete prub¢h funkce
1
f 1y = xarccotg —.
X

Reseni.
1. Je D(f) = R ~ {0}. Protoze

f(=x)=—x arccotg(—l) = —X[g - arctg(—l)] = —x(g + arctg %) =

X X
T T 1 1
= —x(— + — — arccotg —) = —Tx + X arccotg —,
22 by X
funkce neni ani suda, ani licha. Déle vidime, ze f # 0 na celém D(f). Funkce je
kladna pro x > 0 a zaporna pro x < O:
-+

fi —o

0

2. Vypocteme prvni derivaci:

V' = arccotg & 4 x - ——1 (_L> _
SRR RO
:arccotgl+ - l=arccotgl+ * .
x  14+x2x x  14+x2



140 Pribéh funkce

UrCeni znaménka derivace nelze provést klasickym zplisobem, musime pouzit

mensi uvahu.
e Ze znalosti funkce arccotg u jednoduse zjistime, ze

x>0 = arccotg— > 0,
X
1 ol
x <0 = arccotg— > —.
X 2

e S pouzitim vysledku ptikladu 1.31 a) dale uréime, ze

x>0 = 1+x2>0’

0 = x| ]
< — | =< =.
o 1+2| =2

e Z téchto uvah jiz snadno vyplyva, ze
x>0 = y >0,

1

b1
0 > ———>0.
X < = y>2 2>

Takze funkce nema zadny stacionarni bod a je na celém D( f) rostouci:

PANRENE -

3. Vypocteme druhou derivaci:

. —1 ( 1>+x2+1—2x-x
Y=o\ e) T T
1
1+ (1) x (x24+1)

__t I—x? X +14+1-x 2
Cl+x?2 (4 xD2 (A +x)2 (1 4xD)

odkud vidime, ze f”(x) > 0 pro vSechna x € D(f):

PR S

Funkce je na obou intervalech definicniho oboru konvexni.
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4. Spoctéme jednostranné limity funkce f v bodé x = 0:

) 1 . arccotg % . arccotgy 0
lim xarccotg — = lim ——— = lim = =0,
x—0F X x—0F < y—>+00 y “+00
. . arccot |
lim x arccotg — = lim 8y _ =0.
x—0- X yo-o y —00

(Pti vypoctu jsme pouzili vétu o limité slozené funkce, kde y = %.) Proto funkce
nema v bodé x = 0 asymptotu bez smérnice.
Vysetfime asymptoty se smérnici:

. X arccotg % . 1 . B
a= lim —— = = lim arccotg— = lim arccotgy = —,
x— %00 X x—=o0 X y—0+ 2
. I = ) 1 =
b= lim xarccotg— — —x = lim x|arccotg— — = | =
x—+00 X x—too x 2
-1
arccotg L — Z arccotg y — > p:
— hlf #z hmﬁ$=6= limi]%=—1
x—+o0 T y—0 y y—0
Piimka y = 7 x — 1 je asymptotou funkce pro x — =+o00.
5. Nakreslime graf — viz obr. 6.10. A

y = x arccotg —
by

Obr. 6.10
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Priklad 6.42. Vysetiete prub¢h funkce
f:y=Incosx.
Reseni.
1. Uréime defini¢ni obor dané funkce. Funkce In u je definovana pouze pro hodnoty
u € (0, 0o), proto musi byt cos x > 0. Ziejme plati

cosx>0 < xe (—g+2kn,g+2kn>, kel.

Odtud plyne - -
D = (———I—Zkrt, —+2kn).
(f) kUZ > >

Dale se nabizi ovéfit, zda je dana funkce periodicka. Jelikoz funkce cos x je
periodicka s periodou 27, plati cos(x + 2m) = cosx, odkud Incos(x + 2m) =
= Incos x, takze je funkce f periodicka s periodou 2. Proto staci se omezit pii
vySetfovani priibéhu pouze na jeden z intervalt tvoticich D(f), napt. (—7, 7).

Ovétfme sudost/lichost funkce. Plati

f(=x) =1Incos(—x) =Incosx = f(x),

nebot’ funkce cos x je sudd. Odtud je vidét, ze je dana funkce suda a jeji graf bude
osove soumérny podle osy y.

VySetiime znaménko funkce f. Vime, ze Inu > 0 prave tehdy, kdyzu > 1 a
dale cos x < 1 pro vSechna x € R. Odtud snadno plyne

T
= O € (__a _)a
fx) < pro x 2>
T
fx)=0 < Cosx=1,X€<—5,E) < x=0.
Tedy
f: i — } — i
2 0 2
2. Pocitejme prvni derivaci:
, —sinx
y = = —tgx
cos X

Odtud plyne y" = 0 pravé tehdy, kdyz x = 0. Znaménko prvni derivace je
7 N
+ —

max

Vidime, Ze funkce ma v bodé x = 0 lokalni maximum.
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3. Pocitejme druhou derivaci:

y'=—(tgx) = — <0 proxe (——, E)
cos? x 2
Tedy:
M
”. _ 5 — o—
= _z n
2 2

b1y

Funkce je na celém intervalu (—7, %) konkavni.

4. Jelikoz funkce neni definovana na zadné polopfimce (a, +00) ani (—o0, a), nema
smysl vySetfovat asymptoty pro x — F00. Spocitejme limity v krajnich bodech
vysetfovaného intervalu:

lim Incosx = lim+ Iny = —o0.

)C*)*%Jr y—0

Analogicky vysledek vychazi pro limitu x — 7, takze funkce mé asymptoty bez
smérnice v bodech —7 a 7.

5. Spocitame funkéni hodnoty ve vyznamnych bodech: f(0) = 0.

6. Nakreslime graf — viz obr. 6.11. A
y y =Incosx
T e e TR VN S TR
I I I I I | X
I I I I I I
I I I I I I
I I I I I I
I I I I I I
| | | | | |
Obr. 6.11

Priklad 6.43. Vysetiete prub¢h funkce

X3

x2 =1

fry=
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Reseni.
1. Jedna se o racionalni funkci, ktera neni definovana pouze v kotenech jmenovatele.
Tedy D(f) = R ~ {—1, 1}. Funkce f(x) je spojitd na D( f). Protoze
(—X)3 —X3 X3
i1 wo1 weoi s T
je funkce je licha, jeji graf bude stfedoveé soumérny vzhledem k pocatku.
Dale ur¢ime znaménko f(x). Je to racionalni lomena funkce, koien Citatele
x = 0 je trojnasobny, kofeny jmenovatele x = —1 jsou jednoduché. Tedy
: -+ = 4
s -1 0 1

f=x) =

2. Vypocteme prvni derivaci:

, ( x3 >/ 3x2(x*—1) —x3-2x  x*—3x2
y = =

x2—1 (xz _ 1)2 = (xz _ 1)2 :

Kofeny ¢itatele x* — 3x2 = x2(x> — 3) jsou x = 0 (dvojnisobny) a x = £+/3
(jednoduché). V nich jsou stacionarni body. Dale ur¢ime znaménko y’:

N U W N
+ - = = =+

/.
T -V3-1 0 1 3
max min
Tedy v bodé x = —+/3 je lokalni maximum a v bodé x = +/3 je lokalni minimum.

3. Vypocteme druhou derivaci:

v <x4 — 3x? )/ B (4x3 —6x)(x% — 1)? — (x* = 3xH) (x> — 1)2x

(x2 = 1)? (x2 — D*
(x2 — D[(4x> — 6x) (x> — 1) — 4x(x* — 3x?)]
B (x2 — 1) -
4x° — 6x3 — 4x3 + 6x — 4x> + 1243 2x3 + 6x
N (@2 — 1)} BTN

Citatel 2x> 4+ 6x = 2x(x? + 3) ma jednoduchy kofen x = 0, v némz muze byt
inflexe (komplexni kofeny nas nezajimaji). Dale ur¢ime znaménko y”. Nesmime
zapomenout, ze kofeny x = £1 ve jmenovateli jsou trojnasobné. Dostaneme:

Ny DY

f//: +

V bodé x = 0 ma funkce inflexi.
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4. Nyni mame najit asymptoty bez smérnice a se smérnici. Protoze funkce je spojita na
svém defini¢nim oboru, asymptoty bez smérnice mohou byt jen v bodech x = —1
ax = 1. Vypocteme jednostranné limity:

. x3 —1 . x3 —1
lim = — = —00, Im —— = — =400,
xo—1-x2 —1 +0 xo—1t x2 —1 -0
. x3 1 . x3 1
lim = — = —00, lim = — = +o0.
—1-x2—-1 =0 =1t x2—1 40
Asymptoty bez smérnice jsoux = —lax = 1.
Dale ur¢ime asymptoty se smérnici:
%3 3
. - ) X . 1
a= lim =L = lim = lim - = 1,
x—>+o00 X x—>to00 x° — X x—+o00 | — =
X
x3 X 1
b= lim —x )= lim = lim L —=0.
x—>+oo\ x2 — 1 x—>+oo x2 — 1 x—>+o00 | — Lz
X

Asymptota pro x — 00 tedy existuje a ma rovnici y = x.
5. Spocitame funkéni hodnoty ve vyznamnych bodech: f(0) =0, f'(0) =0a

+/3)3 3
f(£V3) = _&EV3 =+ /3.
(£/3)2 — 1 2
6. Nakreslime graf funkce — viz obr. 6.12. A

Priklad 6.44. Urcete hodnotu realného parametru a tak, aby funkce
. 1.
f(x) =asinx + 3 sin 3x

méla v bodé x = % extrém.

Reseni. Nejprve uréime prvni derivaci: f'(x) = a cos x + cos 3x. Odtud

f,(]‘l?)_ T[+ 3T _9
3) =acosT Fcos3= =2 .

Ma-li nastat v bod¢ % extrém, musi byt f'(3) = 0, a tedy a = 2. JeSt¢ musime
ovérit, ze extrém opravdu nastane. Pii a = 2 je f”(x) = —2sinx — 3sin3x a

") = —/3 — 0 < 0, takze je zde lokalni maximum. A



146

Pribéh funkce

[\SIIO8Y

N

_______.I____*
(I[N}
2

Obr. 6.12

Priklad 6.45. Ze Ctverce papiru o strané a vystiihnéte v rozich ¢tverce tak, aby
krabice slozena ze zbytku papiru méla co nejveétsi objem.

by

>x

a

Obr. 6.13

Reseni. Snadno nahlédneme, 7e vznikld krabice bude kvadr
se Ctvercovou podstavou. Ozna¢me x, y jeji rozmery — viz
obr. 6.13. Objem krabice je pak dan vzorcem V = x2y. Dale
z obrazku snadno odhalime zavislost 2y +x = a,odkud y = ==
a tudiz plati
,a—Xx

2

Hledejme maximum funkce V na intervalu [0, a]. Funkce je
spojitd a ma derivaci, takze podle Weierstrassovy véty existuje

V=x

absolutni maximum a je bud’ ve vnitinim stacionarnim bod¢, nebo v krajnich bodech.
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Vyjadiime prvni derivaci

V'(x) = x(a — x) x = x(a 3x>
B 2 27/
odkud V’(x) = 0 prave tehdy, kdyz x = 0 nebo x = %a. Lehce zjistime, ze v bod¢
Xp = % a nabyva funkce globalniho maxima (v krajnich bodech je V(0) = V(a) = 0,
takze jsou to absolutni minima). Hledané rozméry jsou tedy

2 a v ) 2 4
Xo = —a, = —, max = Xo - Vo = — a’.
0 3 Yo 3 a 0" Yo 27 R

Priklad 6.46. Do pulkruhu o poloméru r vepiste obdélnik nejvétsiho obsahu.

Reseni. Oznaéme si strany obdélniku a, b. Z obrazku
6.14 vidime, ze podle Pythagorovy véty plati:

b\’ a
(3) +e=r

odkud Obr. 6.14

2
a= rz—b—,
V 4

jelikoz uvazujeme pouze a > 0. Pro obsah obdélniku plati S = a - b, a tedy v nasem

konkrétnim ptipadé
,_ P2
S = — —-b.
VTG

Vyjadiili jsme obsah vepsaného obdélniku jakozto funkci jedné proménné b. Budeme
hledat extrémy této funkce na intervalu [0, 2r]. Podle Weierstrassovy véty absolutni
extrémy existuji. Vyjadieme nejprve prvni derivaci:

b

b 2 2b?
2 b2 rc — £
S(h)= —2— .- b+ ,,2_?_—4‘
rz_% 2B
Nyni
b2
Sbh)y=0 < rz—jzo & b=2r

Funkce S je vkrajnich bodech intervalu [0, 2r ] nulova, na celém intervalu je nezaporna
(obsah obdélniku nemiize byt zaporné &islo) a tedy je ziejmé, ze v bodé by = ~/2r
nabyva svého maxima (b = 0 a b = 2r davaji minimum). Odtud jiz snadno uréime
hledany maximalni obsah vepsaného obdélniku:

, 1 r r 5
Gy =qrP——=— = Smwx=ao-bp=— 2r=r>

2 2 V2 A
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Priklad 6.47. Do elipsy s hlavni poloosou a a vedlejsi poloosou b vepiste obdélnik
se stranami rovnobéznymi s poloosami tak, aby obsah obdélniku byl maximalni.

D C
b ﬂ y < Iézesvem'. Rovnice elipsy se stfedem v bodé (0, 0) ma tvar
% + 7z = 1. Ozna¢me si vrcholy obdélniku dle ob-
P X razku 6.15. Bod C ma soufadnice C = (x,y), kde
x € [0,al, y € [0, b]. Ze symetrie je jasné, ze obsah
A B obdélniku urc¢ime jako S = 4xy. Jelikoz bod C lezi na
Obr. 6.15 elipse, ur¢ime jeho y-ovou souradnici z rovnice elipsy:

x2 x?
)ﬁzw(yjﬁ) = y=hH—;?

jelikoz uvazujeme y > 0. Nyni jiz mizeme vyjadiit obsah vepsané¢ho obdélniku jako

funkci jedné proménné:
2
S(x) = 4bx[1 - =.
a

Hledejme nyni absolutni maximum funkce S(x) na intervalu [0, a]. To podle Weier-
strassovy véty existuje. Stacionarni bod S urc¢ime z rovnice

2 2 1o
S'(x) = 4b 1—53+x—ilﬁ— —4p—— _,
a 2/1-% -5
odkud
2x2 a

]—— =0, takze x = —,
a? V2
jelikoz opét uvazujeme pouze x > 0. Je zfejmé, ze v krajnich bodech intervalu [0, a]
je funkce S(x) nulova (vytvofeny obrazec je usecka), je proto na celém intervalu
[0, a] nezdporn4, a tedy je ziejmé, Ze v bodé xo = a/~/2 nabyva svého absolutniho
maxima. Nyni jiz snadno ur¢ime hledany maximalni obsah:

yo=> - — = = SmaX=4x0y0=4-i- = 2ab.

S
Sl
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Priklad 6.48. Do koule o poloméru R vepiste valec s nejvétsim obsahem.

Reseni. Pii teSeni téchto ,,prostorovych® uloh je vzdy

zakladem uspéchu nakreslit si vhodny obrazek. Na na- ;
Sem obrazku 6.16 vidime stfedovy fez danou kouli. 2 R
Oznaéme r polomér zakladny a v vysku vepsaného v
valce. Podle Pythagorovy véty plati: §
LA 2
e = R?,
(2) r
odkud Obr. 6.16

v=2vR?—r2

jelikoz uvazujeme pouze nezapornou vysku. Nyni miizeme vyjadrit objem vepsaného
valce jakozto funkci jedné proménné r:

V(r)=mr?-v=2mnr*vVR> —r2.

Budeme hledat absolutni extrém této funkce na intervalu [0, R]. Podle Weierstrassovy
vety existuje. Nejprve vyjadiime prvni derivaci:

_ 2 R2_ 2y 3
V’(r):2j't<2r R2—r2—|—r2-7r>_2n r( r-r

R2 _ 2 /R2 — ;2 ’
tedy
/ 2 2 2
Viry=0 < r2RR"—-3r\)=0 < r=0ncbor = §R.

V krajnich bodech je V(0) = V(R) = 0, takze jde o absolutni minima. Absolutni
maximum je v bod¢ rp = /2/3R. Nyni jiz snadno dokon¢ime vypocet:

=2,/R? 2R2_2
U —_— —_— —_’
’ 3 V3

2R 4
Vmaxznrg-vozn—Rz-—— 3

— " R3
3 V3 33 A

takze
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Priklad 6.49. Do koule o poloméru R vepiste kuzel s nejvetsim objemem.

v—R

a) b)

Obr. 6.17

Reseni. Nakresleme si stiedovy fez kouli a oznaéme v vysku kuzelu a r polomér za-
kladny. Situace vypada nasledovné. V prvnim piipade (pro v < R—viz obr. 6.17 a))
plati dle Pythagorovy véty

(R—v)>=R*>—1r?,

v druhém pripad¢€ (pro v > R — viz obr. 6.17 b))
(v — R)2 = R?> — 2,

V obou pripadech ziskavame

r=+2vR —v2.
Nyni jiz mizeme vyjadfit objem vepsaného kuzele pouze v zavislosti na v:
1 1 2 1
V =—7r’v=-nvQuvR —v?) = = tv’R — = v’.
3 3 3 3
Hledejme absolutni maximum funkce V' (v) naintervalu [0, 2R]. Podle Weierstrassovy
veéty existuje. Vyjadiime si prvni derivaci:

/ 4 2 4
V(v)=§an—7w =nv<§R—v),

odkud 4
Vv)=0 <& v=0nebov= §R.
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V krajnich bodech je V(0) = V(2R) = 0, tedy jde o globadlni minima. Globalni
maximum je v bod¢ vy = (4/3)R. Jeste urc¢ime hledany objem:

8 16 NG 1
n=\3R-GR =R = Vix=gwiw=gnk.

Cviceni

1. Ramena a mensi zakladna rovnoramenného lichobézniku maji velikost a. Urcete
velikost jeho vétsi zakladny tak, aby byl obsah lichobézniku maximalni.

2. Do rovnoramenného trojuhelniku o zakladné a a vysce v vepiste obdélnik s nej-
vetSim obsahem.

3. Do kruznice o poloméru r vepiSte rovnoramenny trojuhelnik s maximalnim ob-
sahem.

4. Najdéete lokalni extrémy funkce:

—1
a) y=x>+4x+5, b) y=x>—12x -6, c¢) y:x )
X

d) y=x*—43+4x2, e y=3y(x*-1)72 f) y=23-2Vx2,

1

g) y=uxe".

5. Najdéte absolutni extrémy funkce:
a) y=x-5x*+53+1, x €[-2,1], b) y=x’Inx, x €[l,e].
6. Najdéte intervaly, na nichz je funkce f konvexni resp. konkavni, a urcete jeji
inflexni body:
a) y=5x2420x+7, b) y=x(1-x)?2 ¢ y=x2—1+x2
2

X _xt
d) y:m, e) y =x¢€ 2.
7. Vysetrete prabéh funkce a nakreslete graf:
X 1 — x? 14+x
a - b - _
)y T o ) T o c) vy T o
d) " x—1 ) 1
= arctg —— , e =—
Y £ X Y x2+4x+3
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8. Urcete asymptoty ke grafu funkce:
2x 1

3
R e L R R el

o 1
d) y=uxe”, e) y=+x3+4x2, f) y=xln<e+—>.
X

9. Vysetrete priub¢h funkce a nakreslete graf:

a) y=x>+3x, b)) y= Ll ¢) y=In4—-x?,
x_
,XTZ x+1 N
d y=uxe ?, e) y=ln1 , ) y=+v2x*—x3.
— X

10. Ovéite, ze funkce f(x) z prikladu 1.39 ke kapitole 1 neni monotonni na zaddném
ryzim jednostranném okoli pocatku.

*

., Dvé veci jsou nekonecné: vesmir a lidska hloupost, a nejsem si jist
tim vesmirem. . . *“ Albert Einstein

*

Co je lepsi — vécna blazenost, nebo burty s cibuli? Na prvni pohled by se

mohlo zdat, Ze veécna blazenost, ale dokazeme, ze tomu tak neni. Co je lepsi

nez vecna blazenost? Nic. A burty s cibuli jsou samoziejmé lepsi nez nic.

Kdyz to slozime dohromady, vyjde nam, ze buity s cibuli jsou lepsi nez vécna
blazenost!
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Kapitola 7
Priblizné vyjadreni funkce

V této kapitole ukazeme, jak 1ze priblizné urovat funkéni hodnoty funkce f v okoli
daného bodu, tj. lokaln¢ . Zadanou funkci nahradime (aproximujeme) néjakou jedno-
dussi funkci. V nasem piipadé budeme pouzivat polynomy. Nejjednodussi aproximace
je pomoci linearniho polynomu, kdy pfirtstek funkce zaménujeme linearni funkei —
tzv. diferencidlem. Aproximujeme-li funkci obecné polynomem stupné n, mluvime
o Taylorove rozvoji.

[lustrujme nejprve tento problém na piikladé: Chceme aproximovat danou funkci
flx) = #x v okoli bodu 0 polynomem stupné n. Pouzijeme vzorec pro soucet

T+
nekonecné geometrické fady, podle kterého

1—x+x2—x3+---=r pro kazdé x, |x| < I.
X

Znamena to, ze funkei f(x) = ﬁ muzeme v okoli bodu 0 s uréitou chybou nahradit

funkei P,(x) = 1 — x +x2 — x> + - -+ + (=1)"x". Rikdme, ze funkci f ,, lokdlné
aproximujeme ** (tj. nahrazujeme) polynomem stupn¢ r.

7.1. Diferencial

Definice 7.1. Necht' funkce f je definovana v okoli &'(xy) bodu xo a plati
X0+ h € O(xp). Pak c¢islo h nazyvame priristkem nezavisle promeénné a rozdil
Af(xo) = f(xo+ h) — f(xo) nazyvame pririistkem funkce f vbod¢ xy s krokem h
neboli pririistkem zavisle proménné — viz obr. 7.1.

Nasim cilem bude vysetfit vyjadfeni prirdstku Af(xy) v zavislosti na Cisle A.
Nejjednodussi piipad je obsahem nasledujici definice.
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Definice 7.2. Rekneme, ze funkce f je diferencovatelnd v bodé x, € R, jestlize
existuje okoli &'(x() bodu x tak, ze pro vsechny body xo + & € &'(x) plati

fxo+h)— flx))=A-h+1(h),

kde A je vhodné cislo a t(h) je funkce takova, ze }llinz) %h) =0.

Je-li funkce f vbod¢ x( diferencovatelna, nazyva se vyraz A -h diferencial funkce f
v bod¢ xy a znaci se d f (x¢) (%) nebo strucné bez oznaceni piirtstku £ jen d f (xo).

Nasledujici véta udava vztah mezi diferencovatelnosti funkce a jeji derivaci.

Véta 7.3. Funkce f ma v bodé x diferencial (je diferencovatelna v x,) pravé tehdy,
kdyz existuje viastni derivace f'(xq). Pritom pro konstantu A z definice 7.2 plati
A = f'(xp), a tedy

df (xo) () = f'(xo) - h.

(Piseme téz d f (x) = f'(x)dx.)

Diikaz. ,,=*

Predpokladejme, ze funkce f je diferencovatelnd v xo, tj. existuji A a t(h) tak, ze
plati f(xo +h) — f(xo) = Ah 4+ t(h) pro h € (—6,6),8 > 0, kde }linlo t(h)/h =0.
Odtud plyne

J(xo +h) — f(xo) =A+@,
h h
takze

@t h) = f) th)y
fimg = = (a5 =4

tj. existuje vlastni derivace f’(xg) a je rovna A.

’,¢6‘
Predpokladejme existenci f'(xo) = A € R. Chceme dokazat, ze vyraz Ak je diferen-
cial funkce f v bod¢€ xo. Necht' t(h) := f(xo + h) — f(x9) — Ah. Pak

h h) — — Ah —
tim T _ o S0t ) — f(xo) i LSt = o) 0.
=0 h h—0 h h—0 h
takze f je diferencovatelna v bod¢ x. U

Uveédomte si, ze z predchozi véty vyplyva, Ze konstanta A a funkce 7(h) z defi-
nice 7.2 jsou ur¢eny jednoznacne¢.

Necht existuje diferencial d f (x¢) funkce f v bod¢ xy. Snadno se ovéri, ze plati
" Af(xo) —df(xo) _

li
h—0 h

0. (7.1)
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y=r ()
(X0 A ) eeemeeeeemeees et forenige
t T(h)
......... Af (XO)
df(xo)
£(x0) - T SIS SRS
—
ﬂ( r i
o X0 xo+h X
Obr. 7.1: Geometricky vyznam diferencialu
Je-li f'(xg) # 0, plati rovnéz
A
f(xo) ! (72)

im =
=0 d f (xo)
Geometricky vyznam diferencialu.

Vime jiz, ze vlastnost ,mit diferencidl“ je rovnocenna vlastnosti ,,mit derivaci®.
Sestrojme tecnu ¢ ke grafu funkce f v bod¢ [xg, f(x¢)] — viz obr. 7.1. Pak plati
f'(xo) = tge = df(xg)/h. Prirastek Af(xg) je souctem dvou hodnot: diferencialu
df (xo) a t(h). Ze vztahu (7.1) a (7.2) je vidét, Zze pro mala h je (je-li f'(xo) # 0)
7(h) mnohem mensi nez diferencial.

Nejbeéznéjsi aplikace diferencidlu spociva v tom, ze (pro mala /) klademe

fxo+h) = f(xo) + f'(xo)h,

tj. skutecny prirastek funkce A f (x¢) nahradime s jistou chybou diferencialem d f (x)
(geometricky graf funkce nahradime jeji tecnou). Neékdy se pouziva oznaceni

f) = f(xo) + f'(xo)(x — xo) pro x — xo. (7.3)
Priklad 7.4. Vypoctéte priblizn€ sin 29° a arccotg 1,02.

Reseni. Pouzijeme vzorec (7.3). Dostavame
.

180 *
Aplikujeme diferencial: sin29° = sin ¢ —cos ¥ - 155 =
Pfesna hodnota je po zaokrouhleni 0,4848.

(sinx) dx = cosxdx.
—£3.0,0174 = 0,4849.

L. f(x) = sinx, xp = ¢, dx = h = dsinx

woi—
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2. f(x) = arccotg x, diferencial df (xo) = f'(xo)dx = —ﬁ dx, xo = 1, dx =
0
= h = 0,02. S pouzitim diferencialu dostaneme arccotg 1,02 = arccotg 1 +

+ (_1++1) 0,02 = % —0,01 = 0,7754. Ptesna hodnota je po zaokrouhleni 0,7755.
A

Necht’ f ma derivaci na mnoziné M. Pak pro kazdé x € M je definovan diferencial
df (x)(h) = f'(x)h,tj. diferencialni funkce. Je to funkce dvou proménnych: nezavislé
proménné x a prirastku nezdvisle proménné #.

Pro linearni funkci g(x) = x plati dg(x) = dx = 1. h = h. Tato rovnost vysvét-
luje, pro¢ pro oznaceni ptirtstku nezavisle proménné pouzivame rovnez symbol d.x.
Pro diferencial funkce f pak mame df(x) = f'(x) dx, odkud plyne f'(x) = %,
coz zdivodiuje oznaceni pro derivaci funkce f symbolem g—f. Pfi tomto oznaceni
(pochézejicim od Leibnize, oznaceni ¢arkou zavedl Lagrange) maji nékteré vzorce
pro derivovani nazorny tvar. Napiiklad:

e Veétu o derivaci slozené funkce o slozkach y = f(x), z = g(y) lze zapsat jako

dz dz dy
dx dy dx’
e V&tu o derivaci inverzni funkce x = f~!(y) k funkci y = f(x) lze vyjadiit jako

dx

dr _ 1

dy % ’

Priklad 7.5. Dokazte, ze pro libovolné a € R plati
A1+x)"~1+ax prox — 0.

Pomoci tohoto vzorce vypoététe piiblizné /5, 1,03° a /267.

Reseni. Polozme fxX)=04+x)4 x0=0.Pak f(xo) =1, f/(x) =a(l +x)*a
f'(0) = a. Odtud mame f(x) = f(0+x) = f(0)+ f'(0)-x,t. (1 +x)* ~ 1 +ax.
Prave dokazany vzorec aplikujme na konkrétni priklady. Plati:

a)/5=VA+1 =2 /1+1~2(1+1 1) =225 Mizeme ovéfit, jak je
nase aproximace piesnd: Na kalkulatce najdeme (po zaokrouhleni) v/5 = 2,236,

a proto chyba, které jsme se aproximaci dopustili, je —0,014.
b) 1,03° = (1 4+0,03)° ~ 1+ 5-0,03 = 1,15.

) V267 =256+ 11 =4 /1 + 33 ~ 4(1 + § - 55¢) = 4, 0428. A
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Pouziti diferencialu na feseni podobnych uloh je v dne$ni dob¢ archaismem.
Priblizny vzorec ovSem neztraci smysl, pokud nemame analyticky predpis funkce
f(x) a hodnoty f(xo) a f'(xo) jsme ziskali napf. méfenim. Zasadni vyznam ma
tento vztah rovnéz ve fyzice a pod. pii odvozovani nejriiznéjsich vzorcu, kdy se vyssi
mocniny prirdstku (tj. u nas vyraz t(h)) zanedbavaji. Tyto Cleny vlastné¢ zmizi pii
néjakém limitnim ptrechodu. Pouziti diferencidlu znamena linearizaci problému.

Diferencial se rovnéz pouziva pii odhadu tzv. absolutni chyby Af (xo) a relativni
chyby Af(xo)/f(x0). Klade se Af(xo) = df(xo) a Af(xo)/f (x0) = df(x0)/f (x0).

Toto pouziti ilustruji nasledujici (velmi jednoduché) ptiklady.

Priklad 7.6. Vypoctéte, o kolik se piiblizn¢ zvetsi objem koule, jestlize za polomér
misto hodnoty r = 2 cm vezmeme hodnotu r = 2,123 cm. Odhadnéte relativni
chybu vypoctu.

Reseni. Obecny vzorec pro Vypocet objemu koule eV = nr . Plati V (r) = 4mr?,
aproto A(V) =dV = 4J'tr dr =4m - 4 cm? - 0,123 cm = 6,183 cm’.

DaleV(2) = 32“ cm?® = 33,510 cm?, tedy pro relativni chyburname = 0,185,
tj. asi 18,5 %. Nebo v = (j’;g)f; = 3d’ se stejnym vysledkem.

Priklad je samoziejme ,,Skolsky*. Vzhledem k ]ednoduchostl vzorce je snadné

ziskat presné hodnoty. Je AV (2) = V(2,123) = V(2) = 6,571 em® a 573 = 0,196,

tj. asi 19,6 %. A

Priklad 7.7. Pomoci diferencialu odhadnéte, jaka je pfiblizna zména obsahu kruhové
vysece o thlu ¢ = 60° a poloméru r = 1 m

(i) pfi zvétSeni poloméru o Ar = 1 cm;

(1) pti zmenseni stiedového thlu o 30'.

Reseni. Vzorec pro vypocet obsahu kruhové vysece je
S@.r) =217
o, r)=—ra.
2

V prvnim piipad¢ uvazujeme funkci S v zavislosti na r. Aproximujeme skutecny
rozdil AS(r) pomoci diferencialu a dostavame

ASr) =dS(r) = S'(r)dr = radr,

odkud AS(1) =1m-Z.0,0l m = 0,0105 m?
V druhém prlpade postupu]eme obdobneé. Plati Ao = —30" = — 5% rad. Aproxi-
mujeme funkci S(«) diferencidlem

2 1 2,
AS(@) = dS(@) = (@) da = — da, tedy AS(E) =T 10,0044 m?,
2 3 2360
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Odhady relativnich chyb jsou

2
dS(r) _ 2radr =2d_r=o,02=2%,

Sy ra r
dS() _ (1/2)r’de _ do _ 0,01 = 1%.
S@ — (1/Drre « 4

7.2. Tayloruv vzorec

Re$me problém zminény v uvodu této kapitoly: Necht'mé funkce f v bodé x viechny
derivace az do tadu n, které jsou vlastni. Chceme funkci v okoli bodu x, nahradit
polynomem tvaru P, = ag + a;(x — x9) + -+ + a,(x — x¢)" tak, aby polynom
aproximoval funkci f co ,,nejpresnéji®. Je jiste¢ rozumné pozadovat, aby

FPx0) = PP (xo) proi =0,...,n,

coz je n + 1 rovnic o neznamych a;, kde i =0, ..., n. Plati

f(x0) = P,(x0) = ao,
f(x0) = P, (x0) = ay,
f"(x0) = P (x0) = 2ay,

fPx0) = PM(xg) =n(n—1)---- - 1-a, =nla,.
Odtud dostavame hledany polynom

f'(x0) 1" (xo0)

(n)
P,(x) = f(xo) + (x — xp) + (x—x0)2+...+f (x0)
1! 2! n!

Tento polynom se nazyva Tayloruv polynom stupné¢ n funkce f se stfedem xy a
znaci se T, (x) nebo podrobngji T,,( f, xo, x). Nahradime-li funkci f v okoli bodu x
Taylorovym polynomem 7,,, dopustime se chyby, kterou oznacujeme R,, tj.

f @) =T, (x) + Ry (x).

O velikosti této chyby mluvi nasledujici véta.

(x — xo).

Véta 7.8 (Taylorova véta). Necht' md funkce f v okoli bodu xo viastni derivace az
do radu n + 1 pro nékteré n € N U {0}. Pak pro vSechna x z tohoto okoli plati:

/ (n)
f(x())(x—xo)+-~-+f (xo0)
1! n!

SOr(E)
(n+1)!

fx) = fxo) + (x —x0) + R, (x),  (74)

kde R,(x) = (x — xo)" 1,
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pricemz & je vhodné cislo lezici mezi xg a x. Chyba R,(x) se nazyva zbytek a vzo-
rec (7.4) se nazyva Tayloriv vzorec.

Dﬁkaz Viz dodatek véta D.54. Uvedené Vyjédfeni zbytku je v tzv Lagrangeové

vvvvvv

Zbytku vhodné;jsi.
Poznamka 7.9.

i) Cislo £ lezici mezi x( a x se nékdy vyjadiuje ve tvaru

§ = X0+ O(x — xo),

kde 0 < ® < 1.
ii) Volime-li xo = 0, obdrzime tzv. Maclauriniiv vzorec:
(O]
Jx) = f() +---+fnf)x"+Rn(x),
f(”+])(®x) .
kde R,(x) = —2x"t', ©€(0,1).
¢ R = <@D

Polynom 7,, pak nazyvame Maclauriniiv polynom.

iii) Chybu R, nemlzeme (obecné vzato) presn¢ vypocitat, nebot' nezname &, ale Casto
ji 1ze rozumné odhadnout. Je-li ovSem f polynom a st f < n, pak R,(x) = 0 pro
kazdé x € R, nebot’ £+ je nulovy polynom.

iv) Z Taylorovy véty plyne (je-li £**D ohraniena v n&jakém okoli &'(xy))

(n+1) _ n+1
lim R SO om0 (1.5)

x=x0 (X — x0)* x=x0 (n+ 1)! (x — xp)"

v) Specialni ptipady Taylorova rozvoje:

e pron = 0 dostavame f(x) = f(xo) + f'(c)(x — xp), coz je Lagrangeova véta
o stfedni hodnotg;

e pro n = 1 dostavame vyjadieni prirastku funkce pomoci diferencialu s chybou
Ri(x) = % (x —x0)%. Ozna¢ime-lih = x —xpat(h) = 1@ (‘) h?, dostavame
definici diferencovatelnosti funkce f.

Priklad 7.10. Napiste Taylortiv polynom stupné n pro nasledujici funkce v bodé x:
1
a) f(x)=x*+1proxg=laneN; b) f(x)= Tproxo =0an e N;

—1/x? 0
) f(x)= ¢ pro.x 70, proxg=0an=2.
0 prox =0,
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Reseni.
a) Vypocteme derivace funkce f
flx)y=2x, f'x)y=2, f"x) =0, ..., fO=0k=>3.

Dosazenim za x = 1 ur¢ime hodnoty derivaci a ze (7.4) dostavame pro n > 2
TaylorGv polynom 7},(x) = 2 4+ 2(x — 1) + (x — 1)*> 4+ 0. Zfejmé f(x) = T,(x) a
R,(x) = 0pron > 2—viz poznamka 7.9 iii).

b) Pro derivace funkce f plati v kazdém bod¢ x # —1:

, _ 1 " —1
ro=() =amo
g —1(=2)
PO=
" o —1- (_2) i (_3)
f ('x) - (1—|—X)4 ’
fw = CE ey
- (1 4 x)k+! ’ :

Odtud vidime, ze f®(0) = (—1)*k! pro libovolné k € N. Tayloriiv polynom
stupné n funkce f v bodé xy = 0 je pro obecné n € N tvaru

n_

~1 —1)22! —1)n
L) =14+ Lo ED2 0 D
1 2! n!

=1—x+x>—x>+. 4+ (=D"x".

c¢) Oveite jako cviceni, ze funkce f je v bodé x = 0 spojita. Spocitejme prvni derivaci
v bode¢ 0:

_ 2
e o

. . 2 . y o0 .
0)=1 — =1 Yy =1 — = — =1 =0
f+( ) x—lg)l-&- X y—lr-&l-loo N Y y—lr-il—loo e)‘2 o0 y—lr-il—loo 2ye)‘2

Obdobn¢ dostaneme f’ (0) = 0, dohromady f’(0) = 0. Druhou derivaci v bod¢ 0
musime pocitat stejné jako prvni derivaci ptimo z definice. Dostavame

,1/)(2)/ —1/x2
e -0 e /X" .2
"0) = li ( =1 —
£ = lm = 20 x4
= lim 2¢7y*= lim — = lim 4e™ =0,
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pfi¢emz jsme ve vypoctu pouzili vétu o limité slozené funkce (y = xiz) a dvakrat
I’Hospitalovo pravidlo.
Proto Taylortiv polynom druhého stupné funkce f je

To(x) =04+0-x4+0-x> =0,
tj. tento polynom je nulovy.

Neni tézké indukci ukazat, ze dana funkce ma nulovy Taylortiv polynom stupné n pro
vSechna n € N. Snadno totiz vidime, ze

1
fOw = o(2), xeRN (),
X
kde Q(y) je polynom v proménné y. Odtud £+ (0) = 0, nebot’

-1/x* (1) _p
(n+1) . € Q(x) . o)y
J— l J— l y — 1

A0 = lim x = lim e” 00y = im =

=0,

kde jsme ve vypoctu pouzili vétu o limité slozené funkce (substituce y = %) aposlednirov-
nost zdivodnime tim, ze funkce e* ,,utika do nekonecna rychleji nez libovolny polynom*.
Podobné vyjde £ 0) = 0. A

Maclaurinovy vzorce elementarnich funkci

vvvvvv

tarnich funkci. V nize uvedenych vzorcich n znaci libovolné ptirozené Cislo a & znaci
vhodné ¢islo mezi x a nulou.

1. Pro kazdé x € R plati
x2 n et

- r _ ntl
e_1+1'+21+ o TR, R = et

Zdivodnéni: (e*)® = e* (diikaz provedeme indukei), odkud (e)*) =1,k € N.
2. Pro kazdé x € R plati

)C3 5 2n—1

Sinx = x — 2 4 = — e (D) 4 Ry, (1)
3t s @2n — 1! e
2n+1
Ry, = (=1)" e ame—
wm(x) = (=1) 0055(2n+1)!
Zdavodnéni: (sinx)’ = cosx, (sinx)” = —sinx, (sinx)® = —cosx, (sinx)® =

= sin x, odkud plyne pro k € N U {0}

(sinx) 2 = (=¥, (sinx)*) = 0.
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3. Pro kazdé x € R plati

2 4 2n
=1-T 4 (Y + Rop1 (%)
cosx = IR )] 2n+1(X),
2n+2
—(_1\"
Rypy1(x) = (=1) COSS—(zn e
4. Pro kazdé x € (—1, +00) plati
2 3
X X n+l
1n(x+1):x—7+?— -+ (=1 +R(x)
n+1 1
R, (x) = (=" al .
) =1 n+1 (l-i-f;')"Jrl

Zdivodnéni: (In(x+1)) = =, (In(x+1))" = — L, obeené (In(x + 1)) =

= (DD tedy (In(x + 1)1y = (DR (k= DL
5. Prolibovolnda e Rax € (—1, 400) (v ptipadé a € Niprox < —1) plati

e (e (o) onen

R,(x) = (n i l)x”‘(l +&)

kde pro a € R, k € N definujeme tzv. zobecnény binomicky koeficient

a _a(a—l)---(a—k+1)
(k) k! ’

Maclauriniv vzorec mocninné funkce se n¢kdy nazyva binomicky vzorec.
Zdtvodnéni: Pro derivace plati

) =ax+1D),
f'@) =a(a = Dx+ 172

P =a@—1)--(a—@n—DH)x+ D",
a proto

(=14 @@ Do 0@z D @znth oy g,
1! 2! n!
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Poznamka 7.11. V piipadé a € N, a > £k je definice zobecnéného binomického
koeficientu ve shod¢ s definici binomického ¢isla zndmou z elementarni matematiky.

Specialnimi ptipady binomického rozvoje jsou pro a € N, n > a, binomicka véta
a pro a = —1 geometricka fada. Ovéite!

Poznamka 7.12. Rozvoj mocninné funkce pouzivame predevsim k pocitani odmoc-
nin. Je-lia —n — 1 < 0, pak pro kazdé x > 0 je odhad chyby

(0

Poznamka 7.13. Z Maclaurinovych rozvoji exponencialy, sinu a kosinu je vidét
(aspon formalng, exponencialni funkce nebyla pro komplexni hodnoty definovana a
hodnota zbytku v komplexnim ¢isle rovnéz v této podobé nema smysl), pro¢ plati tzv.
Euleriiv vztah €' = cos x + i sin x:

n+1

|Ry ()| < x|

. ix x* ix* Xt

€ _1+F—5—?+Z+' + R, (ix) =
_ (1 x? Xt X LR
=gty )y g )i Rt

S pfesnym ditkazem se seznamite v teorii mocninnych fad.
Priklad 7.14. Napiste Tayloriv polynom 3. stupné v bod¢ xy = 0 funkce f(x) = tgx.
Reseni. Ukazeme dva mozné postupy feseni.

a) Nejprve budeme postupovat piimo podle definice a pocitat hodnoty derivaci funkce
v bod¢ 0 az do tadu tfi. Plati

f(x) = (tgx) = ——, [0 =1,
cos? x
v 1\ (=) (=sinx) by
S = (cos%c) N cos? x B 2tgxcos%c ’ SO =0,

1 ' 1 1
f’”(x):Z(tgx 5 > :2( Z +2tg% x 5 ) 7(0) = 2.
cos? x cos* x cos? x
Taylortiv polynom 3. stupné funkce tgx v bod¢ xo = 0 je tudiz

0 2 1
T3(x)=0+1-X+5-x2+—~x3:x+§x3.
S

3!
b) Podivejme se na ulohu ,,chytieji“. Vime, ze plati tgx = ﬁ Oznac¢me T3, a T,
Taylortiv polynom 3. stupné funkcei po fad¢ sin x, cos x v bodé xy = 0. Plati

x3 x3 x2 x2

Ty —x— =y Ty—=1-—=1-2
WEXTZI TN 3 21 2
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Pocitejme proto podil téchto polynomi:

3 X2 3
B DY B
(x 6)( 7)) =%t
S
_x —
2
3
3

Dospeéli jsme ke stejnému vysledku 73(x) = x + ?, ale podstatn¢ jednodussi
cestou nez v prvnim piipad¢é. Tento postup lze korektné zduvodnit — viz [17,
str. 176]. (Zejména pii pocitani polynomu vysSich stupnd je tento zpusob jedno-
znacn¢ vyhodnéjsi.) A

7.3. Aplikace Taylorova vzorce

Pro dal$i uvahy zavedme nasledujici symboly, které se ¢asto v matematické analyze
pouzivaji.

Definice 7.15. Necht’ f, g jsou funkce, xo € R a necht’ existuje okoli &'(xy) takove,
ze pro vSechna x € O(xg) ~ {xo} je g(x) # 0. Definujeme

o fX)

1. f =o0(g), x = xo,jestlize lim =0.
x—=x0 g(x)
o () A e o ,
2. f ~ g, x — X, jestlize lim ) = 1; rikame, ze f je silné ekvivalentni s g
X—> X X
pro x — Xxo. "8

Poznamka 7.16.

1. Zapis [ = o(g), x — xo (Cteme f je malé o g pro x — x¢) fika, ze ,,funkce f je
nekonecné mala vzhledem k funkci g pro x — xo™.

2. Zapis f ~ g, x — x iika, ze se funkce f, g v okoli bodu x ,,chovaji pifiblizné¢
stejné®.

3. Ma-li funkce f v okoli &'(xy) bodu x( ohrani¢enou derivaci fadu n + 1, vyplyva
ze vztahu (7.5), ze plati

f(x) =T,(x) + o((x —x0)") pro x € O(xp). (7.6)

Lze ukazat, ze dokonce sta¢i pouhd existence vlastni derivace £ (xo), tj. existence
Taylorova mnohoclenu T, (x) — viz [17, str. 175]. Tedy pro zbytek v Taylorove
vzorci dostavame, ze R, (x) = o((x — x)"). Tomuto tvaru zbytku se fika Peaniv.
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Priklad 7.17. Ukazte, ze plati 2(1 — cosx) ~ x2, x — 0.
Reseni. Podle definice je

. 2(1 —cosx) . 2(1 —cosx)(1 4+ cosx) ) 2 -sin’ x
lim —— = = lim = = r
x—0 x2 x—0 x2(1 + cos x) x—0 x2(1 + cos x)

Priklad 7.18. Vypoctéte limity
2 fim cosx — e ¥/ ’ by lim e’ sinx — x(1 +x) .

x—0 x4 x—0 x3

A

Reseni. a) Nejprve si rozepiseme Taylorovy vzorce funkci cos x a e=*"/2 Podle (7.6)

plati:
2 4

cosx—l—x—+x—+0(x4)
B 2 24 ’

y2
e =1+y+ 7+o(y2),

2 4
X2 X X 4
e =1— =+ —+o(x").
2 8 )
Dosazenim do limity dostavame
—x2/2 1 x2 x* 4 1 x? x* 4
pocosx—e (1= 5+ 5 400h) — (1 -5 4§ +00h)
x—=0 x4 ) x4
i —2Y 00D 1
T x50 x4 12

b) Opét si nejprve rozepiSeme Maclaurinovy vzorce funkci v limité:

2 3

ex—1+x+x—+x—+0(x3)
N 2 6 '
3

. X 3
s1nx=x—€+o(x ),
odkud

. (1+x—i—"2—2+%+0()c3))(x—%+0(}C3))—x—x2
m —
x—0 x3
. x+x2+x3(%—%)+o(x3)—x—x2
= |1m =

1
x—0 x3 3 ’

A
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Priklad 7.19. V relativistické mechanice je pohybova energie E; Castice definovana
vztahem

Ek=moc2 — =1,

kde my je klidova hmotnost Castice, ¢ rychlost svétla a u rychlost ¢astice. Oveite, ze
je v tomto vyrazu pro pohyby malou rychlosti # < ¢ obsazen klasicky vzorec

E, = —1 2
mou-.
k B 0

u

y _1
Reseni. Ozna¢me t = T a f(t) = (1 — t?) %. Vzorec pro E; pii pohybu malou
rychlosti # odvodime pomoci Taylorova vzorce funkce f vbodét = 0.Z binomického
rozvoje plyne

f) =1+ %ﬂ + R(1), kde R(1) = o(t?).

UN\2\ 2 11 u
1-(2)) "=ty mer(D):
( c +2!C2u+ c

V dalsich clenech Taylorova mnohoclenu bude podil rychlosti % vystupovat ve vyssich

Odtud

mocninach, a protoze je u < c, lze vysS$i mocniny (%)" zanedbat. Celkoveé pro u < ¢
plati
) 1 u? 1 )
E.~myc" (14+=-—=—1 :Emou,

coz jsme meli overit. A
Cviceni
1. Pomoci vzorce (7.3) vypoctéte priblizné

a) cos6l1°, b) e'?, c) sin32°.

2. Pomoci diferenciadlu (vzorce (7.3)) vypoctéte priblizne

a) arccotg 1,01, b) /28, c) +/85.

3. Dokazte, ze pro x — 0 plati

a) sinx ~ x, b) tgx ~x, c) arctgx X Xx.
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10.

11.

12.

. Odvodte Maclaurintv vzorec funkce (s polynomem obecného stupné n)

a) y=In(x+1), b) y=In(l—x).

. Pomoci predchazejiciho piikladu urcete Maclauriniiv polynom 2n-tého stupné

funkce In }% .

. Pomoci predchazejiciho ptikladu vypoctéte In2 a In 3.

. Urcete Tayloriiv mnohoclen n-tého stupné se stredem v bodé x( funkce f, kde

a) n=3, x=1, fx)=1, b) n=3, x=1, f(x)=Inx,
) n=2 x=0, f(x)=e*, d) n=2x=2, f(x) =cos%.

. Urcete Taylortiv vzorec funkce f v bod¢ x, kde

a) fx)=x>—=2x+5 x0=1,b) f(x)=x*—=3x>—10x + 11, xo = 2.

. Napiste Maclaurintiv polynom 3. stupn¢ funkce f, kde

a)  f(x)=e, b) flx) =i,
Vypoctéte limitu
(i)

lim - —.

x—0\e*—1 sinx
Oveéite, ze plati
a) Inx =o("), x > oo pron € N, b) x =o(e"), x —> o0,
c) xarctgx~§x,x—>oo, d) sinx ~x, x > 0.

Rozhodnéte, zda uhly urcené podle tabulky hodnot funkce tg jsou urcené presnéji
nez thly uréené tabulkou hodnot funkce sin. Ptedpokladejte, ze hodnoty obou
funkci jsou uréeny na stejny pocet desetinnych mist.

*
., Matematici jsou jako Francouzi. Cokoliv jim reknete, prelozi si do vilastniho
Jjazyka, ¢imz je z toho néco uplné jiného.
(Johann Wolfgang von Goethe)
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Dodatek

D.1. Dalsi vlastnosti realnych cisel

V kapitole 1 jsme definovali realna ¢isla a uvedli jejich zakladni vlastnosti. Ukazuje se,
ze pro vybudovani zakladu diferencialniho po¢tu ma kli¢ovou roli axiom (R13) o existenci
suprema kazdé neprazdné shora ohrani¢ené mnoziny. Jiz tehdy jsme konstatovali, Ze tento
axiom je o¢ividné ekvivalentni pozadavku existence infima kazdé neprazdné zdola ohranicené
podmnoziny R.

Z definice 1.8 vyplyva, ze mnozina realnych cisel je uspotfadané pole, jez spliuje
axiom (R13). V dalsim vykladu budeme libovolné usporadané pole, tj. strukturu spliujici
axiomy (R1)~R12) definice 1.8, oznacovat symbolem P.

V tomto oddilu uvedeme Sest dalSich vlastnosti, které jsou v P ekvivalentni s axio-
mem (R13). V souvislosti s tim zformulujeme a dokdzeme né¢kolik dilezitych a klasickych
vysledki o mnoziné realnych ¢isel. Rada z nich mé vyznamna zobecnéni v teorii metrickych
prostort, topologii a pod. — viz napf. [6].

Pro dvé podmnoziny X, Y n¢jaké usporadané mnoziny (A, <) se pouziva oznaceni
X <Y, jestlize pro kazdé x € X ay € Y plati x < y. Je-li néktera mnozina jednoprv-
kova, napt. X = {x}, piSeme stru¢n¢ x < Y misto {x} < Y. Dale budeme znacit U (X) resp.
L(X) mnozinu vSech hornich resp. dolnich zavor mnoziny X v A.

Definice D.1. Rekneme, Ze uspoiadané pole PP spliiuje axiom spojitosti nebo také, e je
spoyjité, jestlize k libovolnym dvéma neprazdnym mnozinam X, Y C P, X < Y, existuje
prvek a € Ptakovy,ze X <a <Y.

Lemma D.2. Usporadané pole P spliiuje axiom o existenci suprema pravé tehdy, kdyz spliiuje
axiom spojitosti.

Diikaz. ,=*
Necht¥ # X CP,J #Y CPaX <Y.Pakje X shora ohranicena a ¥ C U(X). Tedy
existuyjea = sup X = minU(X). Plati X <a <U(X),atudizi X <a <Y.

’,<:‘6

Necht'§ # X € P a X je shora ohrani¢ena. Pak U (X) je neprazdnda a X < U (X). Podle
predpokladu existuje a € P tak, ze X < a < U(X). Cislo a je tedy horni zdvorou X, takze
a € U(X). Soucasné platia < U(X), tedy a = minU (X), tj. a = sup X. O
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Dalsi ekvivalent axiomu o existenci suprema souvisi s nasledujici dilezitou vétou. K jeji
formulaci potfebujeme pojem pokryti. Rekneme, Ze systém mnozin {M;;i € I}, kde I je
néjakd indexova mnozina, pokryva mnozinu M, jestlize plati | J;.; M; 2 M.

Véta D.3 (Borelova véta o pokryti). Necht {J;;i € I} je systém otevienych intervali,
ktery pokryva ohranic¢eny uzavieny interval [a, b). Pak Ize vybrat konecny podsystém systému
{Ji; i € I}, ktery rovnéz pokryva interval [a, b].

Diikaz. Necht' A = {x € [a, b] : interval [a, x] Ize pokryt kone¢nym poc¢tem intervala J;}.
Mnozina A je neprazdna, protoze a € A, a shora ohranicena, takze existuje ¢ = sup A.
Ukazeme, ze ¢ € A.

Protoze ¢ € [a, b], 1ze najit iy € [ tak, ze ¢ € J;; = («, B). Tedy o < ¢ < B. Podle
definice suprema existuje x € A, @ < x < c takové, ze interval [a, x] je mozné pokryt

kone¢nym systémem intervala {J;,, ..., J;, }. Pak systtm {J;,, ..., J;,, Ji,} pokryvé [a, c].
Dale ukazeme, ze ¢ = b. Pripustine, ze ¢ < b. Zopakujeme postup z predchoziho
odstavce a najdeme konec¢ny systém intervalt {J;, ..., Ji,, Ji,}, ktery pokryva vSechny

intervaly [a, y],kde y € (c, B) N[a, b]. Platitedy y € Aay > ¢, cozje spor s definicic. O

Uvedena vlastnost je zakladem definice tzv. kompaktnich topologickych prostort. Proto se
ohranicenym uzavienym intervalim casto tika kompaktni intervaly. Vsimnéte si, ze v predpo-
kladech rady dulezitych vét (Weierstrassova, Bolzanova) figurovaly pravé takové intervaly.
Borelova véta je velmi uziteCnym nastrojem, jak ukazuje nasledujici piiklad a také dikaz
vety D.50.

Priklad D.4. Dokazte prvni ¢ast Weierstrassovy véty 4.33 (ohrani¢enost) pomoci Borelovy
véty o pokryti.

Reseni. Ze spojitosti funkce f na intervalu [a, b] vyplyvé, Ze pro kazdé x € [a, b] exis-

tuje okoli &'(x) takové, ze f je na tomto okoli ohranicena, tj. existuje ¢islo K, > 0 tak,

ze |f(y)] < Ky proy € O(x) N [a,b]. Systétm {O(x); x € [a,b]} tvoti ziejme ote-

viené pokryti kompaktniho intervalu [a, b]. Tedy podle Borelovy véty lze najit konecné
n

podpokryti {&(x1), ..., O(xy)} takové, ze |J O(x;) 2 [a, b]. Oznacime-li nyni K =
i=1

=max{Ky,,..., Ky, },je | f(x)| < K prokazdé x € [a, b], coz jsme m¢li dokdzat. A

Lemma D.5. Usporddané pole P spliiuje axiom o existenci suprema prave tehdy, kdyz splituje
Borelovu vétu o pokryti.

Duiikaz. Nutnost vyplyva z véty D.3. Dokazeme postacitelnost. Ukazeme, ze plati axiom
spojitosti, 0 némz jiz vime, zZe je ekvivalentni s axiomem o existenci suprema.

Necht ¥ 2 X C P, # Y C Pa X < Y. Pripustine, ze neexistuje ¢ € P takove,
ze X < ¢ < Y. Pak neexistuje ani max X, ani min Y. Kterykoliv tento prvek by totiz mél
vlastnost Cisla ¢. Zvolme libovolné a € X ab € Y, tj. a < b. Pro kazdé x € [a, b] existuje
bud'cy € X, cx > x,nebod, € Y, d, < x.Jinak by totiz platilo X < x < Y. Pfitom tyto
moznosti se vylucuji, protoze by platilo d, < x < ¢y, coZ je spor s tim,ze X < Y.

Necht' A = {x € [a, D] : existujecy € X,cx > x}a B = {x € [a, D] : existuje d, €Y,
dy < x}. Protoze X nemd maximum, je a € A a obdobn¢, protoze ¥ nemd minimum, je
b € B.Platitedy AUB =[a,b], ANB=0,A #0,B #.



170 Dodatek

Systém intervalt {(a — 1,¢y) : x € A} U {(dy, b+ 1) : x € B} je otevienym pokrytim
intervalu [a, b]. Podle predpokladu existuje jeho konecny podsystém pokryvajici rovnéz
interval [a, b]. Mezi témito intervaly je pouze konecny pocet téch, které maji tvar (a — 1, cy),
x € A. Pritom aspon jeden interval tohoto typu mezi nimi je, @ nemuze byt v intervalu tvaru
(dy,b + 1), x € B. Oznacme c nejvetsi z téchto Cisel ¢y. Je ¢ € X, a proto je ¢ < b, takze
¢ € [a, b]. Bod ¢ nemtze byt v zadném intervalu tvaru (d,, b + 1), x € B. Jinak by platilo
dy < c, coz je nemozné, protoze X < Y. Tedy bod ¢ nelezi v zadném intervalu sestrojeného
podpokryti, coz je spor. O

Dalsi ekvivalent axiomu o existenci suprema souvisi s monotonnimi posloupnostmi.
V souvislosti s dikazem nasledujiciho tvrzeni a rovnéz s formulacemi dalsich vysledki
pripomenme, ze archimedovské pole bylo zavedeno v komentari za lemmatem 1.11.

Definice D.6. Rekneme, Ze uspoiadané pole P je monotonni, jestlize kazda monotonni
ohranicena posloupnost prvki z P ma v P limitu.

Lemma D.7. Usporadané pole P spliiuje axiom o existenci suprema prave tehdy, kdyz je
monotonni.

Duikaz. Nutnost plyne z véty 2.20. Dokazeme postacitelnost. Opét ovétime platnost axiomu
spojitosti.

Nejprve ukazeme, ze pole IP je archimedovské. Pripustine, Zze mnozina pfirozenych cisel je
ohranicena. Protoze posloupnost {n} je rostouci, existuje podle predpokladu nli)ngo n=ackP.
K ¢islu ¢ = 1 existuje ng € N takové, ze pron > npjea — 1 < n < a + 1. Specialné pro ng
plating > a — 1. SouCasné prong+2 > noplatia + 1 > no+2,tj. nop < a — 1, ato je spor.
Ze je P archimedovskeé, se nyni ukaze stejné jako v dikazu lemmatu 1.11.

Necht¥) ## X C P, #Y C Pa X < Y. Pokud existuje max X nebo min Y, ma tento
prvek ¢ pozadované vlastnosti, nebot’ X < ¢ < Y. Predpokladejme tedy, ze neexistuje ani
max X ani min Y. Zkonstruujeme dvé posloupnosti {a,,} a {b,}. Vybereme libovolné ap € X
a by € Y. Dale postupujeme indukci. Mame-li jiz ax a by, polozime ¢ = (ax + by)/2. Je-li
¢k horni zavorou X, zvolime ax4+1 = ag, bx+1 = ck; neni-li ¢ horni zdvorou X, zvolime
ak+1 = Ck, br+1 = by. Posloupnosti maji tyto vlastnosti:

(1)  {a,} je neklesajici a {b,} je nerostouci,

(2) a, < by provsechnan € N.

(3) prokazdén € Nyplati: a, ¢ U(X), b, € U(X),
4 b —an = (bo — ao)/2".

Podle (1) a (2) jsou posloupnosti ohranicené, protoze ay < a, < b, < bg. Vzhledem

k pfedpokladu tedy existuji lim a, =a € Pa lim b, = b € P. Protoze PP je archimedovské
n—o0 n—o0
a2" > npron € N, je {2"} rostouci neohrani¢ena posloupnost, takze lim 1/2" = 0 arovnéz
n—0o0
lim (bg — ap)/2" = 0. Odtud dostavame b — a = lim b, — lim a, = lim (b, —a,) =
n— 00 n— 00 n— 00

n—o0
= lim (bg — ag)/2" = 0. Plati tedy a = b.
n—oo
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Podle (3) je b, > x pro libovolné x € X an € N, takze podle véty 2.12 (k jejimu dikazu
neni potieba platnost axiomu o existenci suprema) plati b > x, tedy b = a € U(X). Dale
z (3) plyne, ze a, < y pro libovolnéy € Y an € N. Je totiza, < U(X)aY C U(X). Podle
véty 2.12 plati a < y, tedy a € L(Y). To ovSem znamend, ze X < a < Y, ¢imz je axiom
spojitosti dokazan. O

Pripomenme nyni Bolzanovu-Weierstrassovu vétu 2.39 fikajici, ze z kazdé ohranicené
posloupnosti realnych ¢isel 1ze vybrat konvergentni podposloupnost.

Lemma D.8. Usporddané pole P splituje axiom o existenci suprema pravé tehdy, kdyz v ném
plati Bolzanova-Weierstrassova véta.

Duikaz. Nutnost plyne ihned z véty 2.39. Dokazeme postacitelnost. Necht’{a,,} je ohrani¢ena

monotonni posloupnost v P. Podle ptedpokladu z ni lze vybrat konvergentni podposloupnost

{an, }, takze klim ay, = a.Protoze posloupnost {a, } je monotonni, plati rovnéz lim a, = a.
—>00 n—oo

To vsak znamena, ze IP je monotonni. Tvrzeni nyni plyne z lemmatu D.7. O

Predposledni ekvivalent axiomu o existenci suprema souvisi s cauchyovskymi posloup-
nostmi.

Definice D.9. Uspotadané pole IP se nazyva uplné, je-1i v ném kazda cauchyovska posloup-
nost konvergentni.

Lemma D.10. Usporddané pole P spliiuje axiom o existenci suprema prave tehdy, kdyz je
archimedovské a uplné.

Duikaz. Nutnost plyne z lemmatu 1.11 a véty 2.43. Ukazeme postacitelnost. Necht’ {a,} je
neklesajici shora omezena posloupnost v P. Tedy existuje a € P tak, ze a, < a pro kazdé
n € N. Ukazeme, Ze posloupnost {a, } je cauchyovska. Pripustime, ze plati opak. To znamena,
ze existuje ¢ > 0 takové, ze pro libovolné n € N lze najit k € N, k > n tak, ze plati
ax — ap > €. Postupné najdeme k1 € N tak, Ze ay, — a1 > ¢, kp € N, ko > ky tak, Ze
ak, — ay, > ¢, a obecné indukci pro kazdé n € N najdeme k, € N, k, > k,_ tak, Ze
ak, — Ak, _, > E.

Nyni plati ax, — a1 = (ak, — ak,_,) + (ax,_, — ax,_,) + -+ (a, —a1) > ¢ +¢ +
+ -+ e =ne. Tedy ne < ay, —ai <a — aj pro libovolné n € N. To je spor s tim, ze IP je
archimedovské. Posloupnost {a,} je tudiz cauchyovska a podle predpokladu je konvergentni.
Analogicky se ukaze, ze také kazda nerostouci zdola ohrani¢ena posloupnost je konvergentni
v P. To znamena, ze pole IP je monotonni. Tvrzeni nyni plyne z véty D.7. O

O posloupnosti intervalll {J,} v P fikame, ze tvofi posloupnost vlozenych intervald,
jestlize plati J, D J,41 pro kazdé n € N.

Definice D.11. O uspotradaném poli P tikame, Ze spliwje princip vioZenych intervali,
jestlize pro kazdou posloupnost vlozenych ohrani¢enych uzavienych intervalt {J,,} plati

e
N Jun # 0.
n=1
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Véta D.12 (Cantoruv princip vlozenych intervalua). Je-li {[a,, b,]1} posloupnost viozenych
o0

uzavienych intervalii v R, pak (") [an, by # @. Je-li navic lim (b, — a,) = 0, je tento prinik
=1 n—oo
Jjednobodova mnozina.

Diikaz. Protoze [ay, by] 2 [an+1, but1], je posloupnost {a,} neklesajici a posloupnost {b,,}

nerostouci. Dale a; < a, < b, < by, jsou tedy ob¢ ohranicené. Podle véty 2.20 jsou proto

ob¢ konvergentni. Oznaéme lim a, = a a lim b, = b. Podle véty 2.12 je a < b, takze

n— oo n— oo

o0

M lan, byl = [a, b] (pro a = b je [a, a] = {a}). Tim je dokazana neprazdnost priniku.

n=l1

Je-li navic lim (b, — a,) = 0, dostavame z nerovnosti @, < a < b < b,, ze plati
n—oo

o0

0<b—a<b,—a, — 0pron — oo, takze a = b amame () [an, by] = {a}. O
n=1

Lemma D.13. Usporadané pole P spliiuje axiom o existenci suprema prave tehdy, kdyz je
archimedovské a plati v nem princip vlozenych intervali.

Duikaz. Nutnost plyne z lemmatu 1.11 a z véty D.12. Dokazeme postacitelnost. Ovétime
platnost axiomu spojitosti.

Necht'¥) # X C P, #Y C Pa X <Y.Pokud existuje max X nebo min Y, ma tento
prvek ¢ pozadované vlastnosti, nebot’ X < ¢ < Y. Piedpokladejme tedy, Ze neexistuje ani
max X ani min Y. Obdobné jako v lemmatu D.7 zkonstruujeme dv¢ posloupnosti {a, } a {b,}
s vlastnostmi

(1) {a,} je neklesajici a {b,} je nerostouci,

(2) a, < by provsechnan € N.

(3) prokazdén € Nyplati: a, ¢ U(X), b, € U(X),
(4) by —an = (bo — ap)/2".

Oznac¢me J, = [an, by]. Pak {J,,} je posloupnost vlozenych intervald v IP a podle pred-

oo
pokladu je () J, # @. Protoze P je archimedovské, plati lim 1/2" = 0 a ze (4) plyne, ze
n=1 n—o0
o
také lim (b, — a,) = 0. Tedy () J» = {a}, tj. prinik je jednobodova mnozina. Pfitom
n— oo n=1
anp <a <b,pron € N.
Ukazeme, ze a € U(X) N L(Y). Pripustme, ze a ¢ U(X). Pak existuje x € X ta-
kové, ze a < x. Vzhledem ke (3) plati nerovnost b, > x pro vSechna n € N, takze
by, —a, > x —a > 0, coz je spor s tim, ze hm (bn —a,) = 0. Tedy a € U(X). Piipustme

nyni,ze a ¢ L(Y).Pakexistujey € ¥ takove ze y < a.Ze (3) plyne, ze a, < y pro vSechna
n € N, takze b, —a, > a—y > 0, coz je zase spor. Jetedya € L(Y) acelkove X <a <Y.
Plati tudiz axiom spojitosti. O

Nyni jiz mizeme zformulovat hlavni tvrzeni tohoto oddilu. Shrnutim piedchozich vy-
sledkti dostavame nasledujici vétu.
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Véta D.14. Necht'P je usporadané pole. Pak jsou nasledujici podminky ekvivalentni:
(1) VP plati axiom o existenci suprema.

(2) VP plati axiom o existenci infima.

(3) VP plati axiom spojitosti.

(4) VP plati Borelova véta o pokryti.

(5) P je monotonni.

(6) VP plati Bolzanova-Weierstrassova véta.

(7) P je archimedovské a uplné.

(8) P je archimedovské a plati v ném princip vloZenych intervalii.

D.2. Limita funkce a jeji zobecnéni

V kapitole 2 jsme se setkali s definici limity posloupnosti, v kapitole 4 potom s definici limity
funkce. Nasledujici véta ukazuje, ze mezi témito pojmy je tésny vztah a ze limitu funkce lze
definovat pomoci limity posloupnosti (tzv. Heineho definice limity).
Véta D.15.
a) Necht' lim f(x) = L, kde a, L € R*, a {x,}, x, % a pro kazdé n € N, je libovolna
X—a
posloupnost takovd, Zze lim x, = a. Pak plati lim f(x,) = L.
n—o0 n—oo
b) Necht'existuje lim f(x,) pro kazdou posloupnost{x,}, x, # a prokazdén € N, takovou,
n—oo
ze lim x, = a. Pak hodnota této limity nezavisi na posloupnosti {x,} a je-li tato hodnota
n—o0
L, plati lim f(x) = L.
X—a

Duikaz.

a) K libovolnému O'(L) existuje ' (a) takové, ze pro x € O(a) \ {a} plati f(x) € O(L).
Dale k 0(a) existuje ng tak, ze pron > ng je x, € O(a). Protoze x, # a, je pron > ng
také f(x,) € O(L).

b) Jsou-li {x,} a {y,} dvé posloupnosti splnujici predpoklady, pak je spliiuje také posloupnost
{zn} = {x1, 1, x2, y2,...}. Tedy f(z,) — L. Protoze {f(x,)} a {f(y,)} jsou vybrané
z {f(z,)}, musi obé konvergovatk L.

Necht'neplati xlEBz f(x) = L. Pak existuje okoli &'(L) takové, ze pro kazdé &'(a) 1ze najit
x € O(a) \ {a} tak, ze f(x) ¢ O(L). Je tudiz mozné sestrojit posloupnost {x,}, x, # a,
pronizx, — aa f(x,) ¢ O(L). To je spor s tim, Ze pro takovou posloupnost musi platit
f(xp) — L. O

Disledek D.16 (Heine). Necht'a, L € R*. Pak lim f(x) = L pravé tehdy, kdyz pro kazdou
X—a

posloupnost {x,}, x, % a pro kazdé n € N, takovou, ze lim x, = a, plati lim f(x,) = L.
n—o0 n—oo

Predchozi disledek se casto pouziva k diikazu neexistence limity funkce. Pokud najdeme
dvé rizné posloupnosti {x, }, {z,} konvergujicik bodu a takové, ze lim f(x,) # lim f(z,),
n—oo n—oo

limita lim f(x) neexistuje.
X—a
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Pro posloupnosti jsme v kapitole 2 definovali limitu superior a limitu inferior. Nyni tyto
pojmy zavedeme i pro funkce.

Oznac¢me P5(xg) = Os(xg) ~ {xo} tzv. ryzi §-okoli bodu xg, xg € R* (pro xo = 400
srv. komentar za definici 1.19).

Necht’ pro nékteré §9 > 0 je Ps,(xo) S D(f). Pro funkci f shora omezenou na
Ps,(x0) definujme M 7(8) = sup{f(x) : x € Ps(x0)}, 0 < & < 8. Podobné pro funkci
zdola omezenou na Zs, (xo) definujme m r(8) = inf{ f(x) : x € Ps(x0)}. Funkce M7 () je
neklesajiciprod € (0, 8o), funkce m ¢(8) je nerostouci. Odtud vyplyva, Ze exis‘cujl'(sl_i)r{)l+ My (5)

li 5).
iy ms @

Definice D.17. Ozna¢me

limsup f(x) := lim Mz(5) a liminf f(x) := lim m¢(5).
X— X0 §—0Tt X—>X0 §—0Tt ’
Tyto limity se nazyvaji limita superior a limita inferior funkce f v bodé x.

Pro funkci, ktera neni shora ohrani¢ena na zadném ryzim okoli, klademe lim sup f(x) =
X—X0

= 400 a pro funkci, kterd neni zdola ohranicena na zadném ryzim okoli, klademe
liminf f(x) = —o0.
X—> X0

Analogicky se definuje jednostranna limita superior a limita inferior. V definici funkci
M ¢ (8) am r(8) se pouziji ryzi jednostrannd okoli daného bodu.

Priklad D.18.
a) Najdeéte lim sup x (x) a liminf x (x), xo € R*, kde x (x) je Dirichletova funkce.
xX—>x0 X—Xx0
1 1
b) Najdéte lim sup sin — a lim inf'sin — .
x—0 x—0 X
Reseni.
a) Ztejmé pro libovolné xo € R* je M, (§) = 1 a m,(§) = 0. Tedy limsup x(x) = 1,
X—>X0
liminf y (x) = 0.
X—> X0
b) Ozna¢me f(x) = sin % Pak | f(x)| < I pro kazdé x € R ~ {0}. Bud'§ > 0 libovolné.
Pro dostatecné velké n € N plati 0 < 1/(% + nm) < §. Pritom f(x,) = (—1)". Proto pro
xo =0méme My(8) =1lamy(§) = —1. Tedy limsupsin% = l,liminfsin% =—1. A

x—0 x—0

Lemma D.19. Pro libovolnou funkci f plati liminf f(x) < limsup f(x).
X—>X0

X—Xx0

Duikaz. Pro limsup f(x) = 400 resp. liminf f(x) = —oo je to zfejmé. Ve zbyvajicich
X— X0 xX—X0

piipadech je f ohranicend na Ps;(xo) a m (8) < M (8) pro kazdé § € (0, &o). O
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Véta D.20. Necht xo, L € R*. Pro libovolnou funkci f plati lim f(x) = L pravé tehdy,
X—>X(
kdyz liminf f(x) = limsup f(x) = L.
X—=>X0 X—x0
Diuikaz.

”=>‘G
Necht’ lim f(x) = L, L € R. Pak k libovolnému ¢ > 0 existuje 8o > 0 tak, ze prox € &,
X—>X0

jeL—e < f(x) < L+e.Odtudpro0 <8 <8pje L —e <ms(f) < Ms(f) < L+¢
aprod — 0" je L — e < liminf f(x) < limsup f(x) < L + ¢, a tedy liminf f(x) =
X—>X0 X—X0 X—>X0
= limsup f(x) = L (¢ > 0 bylo libovolné).
X—X0

Pro L = +ooklibovolnémuk € R existuje §o > 0tak, Ze prox € P, je f(x) > k, tedy
pro0 < § < 8gje k < ms(f),atudiz k < liminf f(x). Odtud liminf f(x) = 400 (k bylo
X—>X( X—>X0

libovolné), coz vzhledem k lemmatu D.19 dokazuje tvrzeni. Ptipad L = —oo je obdobny.

13

”¢

Pro L € Rklibovolnémue > 0 existuje §g > 0tak,zepro0 < § < doplati L —e < ms(f) <

<Ms(f) <L+eTedyprox € Ps,je L —e < f(x) < L+ ¢, takze lim f(x)=L.
X—>X(

Pro L = +oo k libovolnému k € R existuje 8o > 0 tak,ze pro0 < § < 8o je k < ms(f).
Tedy prox € P, jek < f(x), takze lim f(x) = 4o00.Pfipad L = —o0 je obdobny. [
xX—X0

U posloupnosti hral diilezitou roli pojem cauchyovské posloupnosti. Ukazuje se, Ze tento
pojem lze zavést i pro funkce a Ze plati obdobny vysledek jako véta 2.43.

Véta D.21 (Cauchyovo-Bolzanovo kritérium pro funkce). Funkce f md v bodé xy € R*
vlastni limitu pravé tehdy, kdyz ma nasledujici vlastnost:

Ke kazdému ¢ > 0 existuje ryzi okoli & (x¢) takové, ze pro libovolnd x,y € & (xo)
plati nerovnost | f(x) — f(y)| < e.

Duikaz.

’,:>‘6

Necht’ lim f(x) = L € R a e > 0 libovolné ¢islo. Pak k ¢islu /2 existuje ryzi okoli
X—> X0

P (x0) takové, ze pro x € P (xg) je | f(x) — L| < ¢/2. Nyni pro x, y € L (xp) dostaneme
If) = fOI=1fx)—L+L—fOI<|fx)—LI+|f(y)—Ll<¢e/2+¢e/2=¢.

=

Necht'e > 0 je libovolné a Z(xp) je jemu odpovidajici okoli z podminky véty. Necht’ {x,},
Xn # Xo, je posloupnost takova, ze x, — xo pro n — oo. Pak existuje ng € N tak, ze
xp € P(xg) pro n > ng, a tudiz pro m,n > ng plati |f(x,) — f(xm)| < &. To ovéem
znamena, ze posloupnost { f (x,)} je cauchyovska a podle véty 2.43 je konvergentni a ma
vlastni limitu. Z véty D.15 dostdvame, ze existuje vlastni limita lim f(x). |

X—>X0

Analogické tvrzeni plati pro jednostranné limity.
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D.3. Dalsi vlastnosti konvexnich funkci

V kapitole 6 jsme zavedli konvexni a konkavni funkce a vysetfovali jsme jejich vlastnosti
zejména za predpokladu, ze funkce mély prvni resp. druhou derivaci. Ukazuje se, ze i bez
téchto predpokladi maji konvexni a konkavni funkce fadu dulezitych vlastnosti. Nékteré
z nich si nyni uvedeme. Protoze funkce f je konkavni pravé tehdy, kdyz funkce — f je
konvexni, omezime se ve formulacich na konvexni funkce.

Necht’ f je definovana na intervalu / s krajnimi body « a B, « < B. Ozname vnitfek
intervalu 7° = («, B) ajeho uzavér I = [, B] (pro @ = —oo resp. B = +oo zlistava I zleva
resp. zprava otevieny). Tedy 1° € D(f) =1 C 1.

Lemma D.22. Je-li f konvexnina I, je f spojitd na I°.

Diikaz. Necht'xy € I? ax; < x2 < x3—vizobr. 6.2 b). Necht'y = pj(x) je rovnice piimky
prochazejici body (x1, f(x1)) a (x2, f(x2)) a y = p3(x) je rovnice piimky prochazejici
body (x2, f(x2)) a (x3f(x3)). Z definice konvexity je f(x) < p3(x), x € [x2, x3]. Necht’
x4 € (x2,x3) a p je primka prochazejici body (x2, £ (x2)) a (x4, f(x4)). Pak L82=/C) -

. X2—X1
< % Odtud vzhledem k rovnostem pi(x3) = p(x2) = f(x2) mame p1(x) < p(x)

pro x > x3. Ale p(x4) = f(xa), odkud pi(x) < f(x), x € [x2, x3]. Celkem jsme dostali,
ze plati p1(x) < f(x) < p3(x), x € [x2, x3]. Protoze lim+ p1(x) = 1im+ p3(x) = f(x2),

X—)XZ X—)Xz
podle véty 4.15 je 1im+ f(x) = f(x2)a f je spojita zprava v xo. Obdobn¢ se ukaze spojitost
zleva. *=% O

V krajnich bodech I (pokud je v nich definovand) konvexni funkce nemusi byt spojita,
jak ukazuje priklad f(x) = 0,x € (0, 1), f(0) = f(1) = 1. Viz téz priklad D.35.

Priklad D.23. Necht funkce f je konvexni na ohraniceném intervalu /. Dokazte, ze f je
zdola ohranicena na /.

Reseni. Zvolime o < x; < x2 < B. Necht'y = p(x) je rovnice piimky prochazejici body
(x1, f(x1)) a (x2, f(x2)). V dikazu lemmatu D.22 byla odvozena nerovnost p(x) < f(x)
pro x € («, x1] U [x2, B). Protoze linearni funkce p je ohrani¢end na ohranicené mnozing,
je i funkce f na této mnozin€ zdola ohranicend. Na intervalu [x1, x3] je f spojita, takze je
zde podle Weierstrassovy véty ohranicena. Celkem je tedy zdola ohranicena na 7° a tudiz
ina D(f). A

Priklad D.24. Necht' funkce f je rostouci a konvexni na intervalu (¢, +00). Dokazte, ze pak
lim f(x) = +o0.

X—>+00

Reseni. Postupujeme analogicky jako v pfedchozim piikladu. Zvolime o < x; < x; a

oznac¢ime y = p(x) rovnici piimky prochazejici body (x1, f(x1)) a (x2, f(x2)). Z dikazu

lemmatu D.22 mame nerovnost p(x) < f(x) pro x € [x2, +00). Protoze f(x1) < f(x2), je

linearni funkce p rostouci, takze XEIEOO p(x) = +o0, atudiz plati i XEIEOO f(x) =40c0. A

Lemma D.25. Funkce f je konvexni (ostre konvexni) na I pravé tehdy, kdyz pro libovolné

xo € I je funkce g(x) = 7_;‘(;2—;‘@0)

0 neklesajici (rostouci) na I ~ {x¢}.
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Diikaz. Plyne piimo z véty 6.25. a lemmatu 6.23. O

Véta D.26. Necht funkce f je definovand na otevieném intervalu I = («, B).

1. Je-li funkce f konvexni na I, pak pro kazdy bod xo € I existuji viastni jednostranné
derivace f! (xo) a f (xo) a plati f’ (xo) < f(xo). Tedy f je zejména spojitd na I.

2. Je-li f konvexni (ostie konvexni) na I a x1,xy € I, x1 < x2, pak plati fjr(xl) < f(x2)

(f1(x1) < fL(x2)).

Diikaz.
1. Ozna¢me g(x) = %}{;XO), x # xo. Funkce g je neklesajici podle lemmatu D.25. Pro

xp < xo < x2 je g(x1) < g(x2), proto plati lim g(x) < g(x2), a tudiz i nasledné

)C*)XO
lim g(x) < 11m g(x) (limity existuji diky monotonii g a jsou vlastni, protoze g je ohra-
X*))CO )C*)XO
ni¢ena v ryzim okoli bodu xp). Ale lim g(x) = f/ (xg) a hm g(x) = fi(x0). Z exis-
X=X x%xo

tence jednostrannych derivaci plyne spojitost zprava a zleva a tedy i spojitost funkce f.
(Spojitost jsme jiz dokazali nezavisle v lemmatu D.22.)

WSO o St o fED/@ L mitnim prechodem
X

2. Pro x; < x < xp plati o o

v levém zlomku pro x — x1+ av pravem prox — x, dostaneme (existence jednostrannych

derivaci plyne z bodu 1), ze f1(x]) < Le)=fx1) < f/(x2). Je-li f ostfe konvexni,

X2—X]
zustanou v predchozich nerovnostech vzhledem k ryzi monotoénnosti pomocné funkce g
ostré nerovnosti. O

Poznamka D.27.

a) V krajnich bodech intervalu, na kterém je funkce f konvexni, (pokud patii do D(f)) také
existuji jednostranné derivace, ale mohou byt nevlastni. Konkrétné plati:
Je-li f konvexnina [a, B), existuje f| (&) a —00 < f1 (xo) < +00. Je-li f konvexnina
(a, B, existuje f’ (B) a —o0 < fi (x0) < +00.

b) I pro ostie konvexni funkci se mize stat, ze pro néjaké xo je f’ (xo) < f1 (xo). Napf. pro
f(x) =|tgx], x € (—m/2, 1/2), ktera je ostfe konvexni, je f' (0) = —1 < 1 = £ (0).

Z véty D.26 dostavame, Ze plati:

Dusledek D.28. Je-li f konvexni (ostie konvexni) na intervalu I = (a, B), pakjsou f. a f
neklesajici (rostouci) na 1. (Je-li I = [a, B), tvrzeni pro f plati na [a, B) a podobné, je-li
I = (a, B, tvrzeni pro [’ plati na (a, B].)

Lemma D.29. Je-li f (ostie) konvexni na (o, B) a spojitd na o, B], je f (ostie) konvexni na

[, B

f)—f () f(x3)—f(x2) +
Diikaz. Pro x; < x3 < x3je ;2 — LU < ;3 — 2 Nyni pro x; — o™ je (f je spojita

zprava v o) LED=S@ o JO)=J(2) g podle véty 6.25 je f konvexni na [e, B). Stejné se

xn-—o = xX3-x0
ukaze, Ze konvexnost se zachova i ptipojenim koncového bod S.
Necht’ f je ostie konvexni na (, 8), ale neni ostie konvexni na [«, 8]. Pak existuji

a<x <y <x<ptak, ze f(x)il):){(y) f(sz) IO protoze M je neklesajici, je
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tato funkce na (x1, x2) . {y} rovna n¢jaké konstanté C. Odtud f(x) = f(y) +C(x — y) je
linearni na (x1, x2) € («, B), cOZ je spor. O

Véta D.30. Necht f je konvexnina I a xo € 1°. Pak plati:

lim_fi(x) = lim_f'(x) = fl(x0),

X—)Xo X—)Xo
lim fL(x) = lim f~(x) = f’(xo).
X—>xq X—>xq

Tedy f'(xo) existuje pravé tehdy, kdyz f (resp. f’) je v xo spojita.

Diikaz. Limity existuji, protoze podle disledku D.28 jsou f’ a f|neklesajici. Dokdzeme

napf. prvni vztah (dikaz druhého je analogicky). Pro x > xq je fi(x0) < f.(x) < fi(x)
a pro x — xo+ je tudiz fl(xo) < lim f/(x) < lim f}(x). Dale pro xo < x < xi

X—)XJ X—)Xa’

je fi(x) < W Funkce f je podle lemmatu D.22 spojita, tedy pro x — xo+ je
lim+ fix) < lim+ f(xil):f(x) - .f(xil):)J(‘O(XO).Nyni pro x; — xé“je 1im+ fi(x) < fi(xo),

x—x, x—x, X=Xy

coz dohromady dokazuje tvrzeni. O

Lemma D.31. Necht f je konvexnina I a x1,x2 € I, x1 < x3.

1) Je-li f(x1) < f(x2) (f(x1) < f(x2)), je f neklesajici (rostouci) pro x > x2, x € 1.
i) Je-li f(x1) > f(x2) (f(x1) > f(x2)), je f nerostouci (klesajici) pro x < x1, x € I.

Je-li f ostre konvexni, je ryze monotonni na prislusném intervalu, i kdyz f(x1) = f(x2).

Diikaz. Necht x| < x2 < x3 < xa a f(x1) < f(x2). Pak 0 < LE2=/01) o Jx)=/lx) o

X2—X] — xX3—X2
< f(x;i:g(n) .Odtud f(x4) > f(x3).Je-li f(x1) < f(x2), bude f(x4) > f(x3). Obdobn¢
f3)—=fx) _ floa)—f(x3)

X3—X2 X4—X3 >

se dokaze piipad ii). Je-li f ostie konvexni, bude v ptipadéi) 0 <
takze f(x4) > f(x3). Pfipad ii) je analogicky.

Véta D.32. Necht' f je konvexnina I a xo € I je bod lokdlniho minima funkce f. Pak je toto
minimum globalni. Je-li f dokonce ostie konvexni, je toto minimum ostré a jediné.

Diikaz. Bod x¢ je vnitini a na jistém &'(xo) C I plati f(xg) < f(x). Necht napt. x; > xo.
Zvolime xo € O(xg), xo < x3 < x1. Podle lemmatu D.31 je f(x1) > f(x2) > f(x0).
Obdobné pro x; < x¢. Minimum je tudiz globalni. Je-li f ostie konvexni, je toto minimum
podle lemmatu D.31 dokonce ostré a protoze je globélni, je jediné. O

Priklad D.33. Muze mit funkce konvexni (ostie konvexni) na / v néjakém bodé lokalni
maximum?

Reseni. Je-li konvexni, mize, ale pak je f konstantni na n&jakém okoli bodu x¢. Je totiz
f(x) < f(xo) prox € O(xp). Podle lemmatu D.31 pak ale v tomto okoli souc¢asné f(x) >
> f(xp). Je-li tedy f ostfe konvexni, nemiize mit lokalni maximum. A
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Véta D.34. Necht' [ je konvexni na otevieném intervalu I = («, B). Pak nastane pravé jedna

z péti moznosti:

(a) f rostenal;

(b) f klesa na I,

(¢) existuje xo € I takové, zZe f je konstantni na («, xo] a je rostouci na [xg, B);

(d) existuje xo € I takové, ze f je klesajici na (a, xo] a je konstantni na [xo, B);

(e) existuje interval (eventuelné degenerovany na bod) J = [xo,x1] C I, @ < x9 < x1 < B,
takovy, ze f je konstantni na J, je klesajici na (o, xo] a je rostouci na [x1, ).

Je-li f ostre konvexni, nemohou nastat pripady (c) a (d) a nastane-li pripad (e), je J jedno-

prvkovda mnozina.

Duikaz. Necht' nenastane ani (a), ani (b). Ukazeme, ze pak ma f globalni minimum. Protoze
f neniklesajici, lze najit x; < xj tak, ze f(x1) < f(x2).Podle lemmatuD.31 je f neklesajici
pro x > x3. Podobné z toho, ze f neni rostouci, plyne existence x3 takového, ze pro x < x3
je f nerostouci. Lze predpokladat, ze x3 < x». Na intervalu [x3, x2] je podle lemmatu D.22
funkce f spojita, takze podle Weierstrassovy véty 4.33 nabyva na tomto intervalu nejmensi
hodnotu v n¢jakém bodé xg, v némz je lokalni minimum f na /. Pro x3 < x¢9 < x2 je to
ziejmé, pro xo = x» resp. xo = x3 to plyne z monotonie f mimo [x3, x2]. Z véty D.32 mame,
ze je toto minimum globalni.

Ozna¢me J mnozinu v$ech bodu globalniho minima. Pak J je jednoprvkova nebo je to
interval. Pro x4 < x5z J ax € (x4, x5) totiz f(x) f4(x4) < f(xS) f(x“) = 0, z ¢choz mame
fx) < f(xs),takze x € J.Tedy f je konstantni na J. Zbytek tvrzenl plyne z lemmatu D.31.

Je-li f ostfe konvexni, nemutize byt na zadném podintervalu linearni. V ptipad¢ (e) je podle
véty D.32 mnozina J jednoprvkova. O

Priklad D.35. Necht’ funkce f je konvexni na ohraniceném otevieném intervalu (o, 8). Kdy
je mozné dodefinovat f tak, aby byla konvexni na [«, B8]? Jaké pak musi byt funkéni hodnoty

fla)a f(B)?

Reseni. Podle piikladu D.23 je f zdola ohrani¢ena na (a, 8). Dale podle véty D.34 existuji
hm f(x) = f(a+) > —c0 a hm f(x) = f(B—) > —o0. Podle lemmatu D.25 bude f

— [Go—f)

X0—X

konvexm na[o, B] prave tehdy, kdyz pro libovolné xo € [, 8] bude funkce g(x)
neklesajici na mnozing [«, 8] \ {x¢}.

Vysetiime napf. levy konec «. Podle predpokladu je funkce g neklesajicina (¢, 8) ~ {xo},
xo € (a,B). Aby se monotonie zachovala po dodefinovani f(«), je nutné a staci, aby
Le)=f@) - iy Lo0=S0) _ Jao)=f@h) T, |z¢ gplnit pravé tehdy, kdyZ plati nerovnost

X0—a ot xX0—X X0—a
f(a+) < +o00. Pak musi byt f(x)?g
libovolné tak, aby f(«) > f(a+).

Musime jesté ovérit, ze pii této volbé bude funkce g neklesajici i pro xo = «. Pro

a<x<x<x<Ppje f(x)il):){(x) < f(x;z)_f(x) coz je ekvivalentni s nerovnosti f(x) >
> f(x1) ;‘22__;‘1 + f(x2) ;‘2 );1 Limitnim piechodem s vyuzitim nerovnosti f(a) > f(a+)

dostaneme, 7e f(a) > f(x1) 2=% 4 f(xy) &=L ¢, LO=S@) o J)=/ (@)

X2 —X] X2 —X] X|—a - X2 —a

Totéz plati pro pravy konec. Musi byt f(8—) < +ooa f(B—) < f(B). A

[@ o [o)= f ©@$) 1ze tedy funkéni hodnotu v o volit

—a xX0—
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Priklad D.36. Necht’jsou funkce f a g konvexnina intervalu /. Dokazte, ze pak také funkce
f+ g, max{f, g} aaf, kde o € (0, +00), jsou konvexni na /. Je-li f ostfe konvexni, jsou
také f + g a of ostre konvexni.

>

Reseni. Vyuzijeme vztah (6.4) z véty 6.25, ktery je ekvivalentni definici konvexity. Necht
xy <xplezivliai; >0,x >0,A1 + Ay = 1.

Plati (f +g)(A1x1+A2x2) = f(A1x1+2A2x2) +g(h1x1 +A2x2) < Ay f(x1)+A2 f(x2)+
+218(x1) + A28(x2) = A1(f + @ (x1) + 22(f + @ (x2).

Podobné plati max{ f, g}(A1x1 + Azx2) = max{f(Ax; + A2x2), g(A1x1 + Aax2)} <
< max{A; f(x1) + A2 f(x2), A1g(x1) + A28(x2)} < Ay max{f, g}(x1) + A2 max{f, g}(x2).

Posledni tvrzeni je trivialni. Je-li f ostfe konvexni, bude pfislusna nerovnost ostra. A

Vysledek predchoziho prikladu lze indukei rozsifit na libovolny konecny pocet funkci.

Priklad D.37. Necht'funkce f mavbodé x¢ inflexia f'(x¢) je vlastni. Ukazte, ze pak existuje
okoli Os(xp) takové, ze plati f(x) < f(xo) + f'(x0)(x — x0) pro kazdé x € (xo — &8, x¢) a
f(x) > f(x0)+f'(x0)(x—x0) prokazdé x € (xg, xo+8), nebo naopak—srv. poznamku 6.32.

Reseni. Podle predpokladu existuje okoli @5 (xo) takové, ze f je ostfe konkavni na intervalu
(x0 — 8, x0) a ostie konvexni na intervalu (xg, xo + §) nebo naopak. Necht'nastane napt. prvni
moznost. Vysetiime pravé okoli (xg, xo + §). Ostatni ptipady jsou analogické.

Oznacme g(x) = f(x) — f(xo) — f'(x0)(x — xp). Protoze f je zde ostie konvexni a
funkce — f (xg) — f/(x0)(x — x0) je linearni, a tedy také konvexni, je podle ptikladu D.36
g ostie konvexni na (xo, xo + 8). Funkce g spojitd na [xo, xo + &) (f'(x0) je vlastni), takze
podle lemmatu D.29 je na tomto intervalu ostie konvexni. Z dusledku D.28 plyne, Ze g/, je
rostouci na [xo, xo + 8). Protoze g’(xo) = 0, je g/, (x) > 0 na (xo, xo + 8).

Ukazeme, ze g je rostouci na (xg, xo + §). Piipustme, Ze v intervalu (xg, xo + §) existuji
X1 < xp tak, ze g(x;) > g(x2). Podle lemmatu D.31 je g klesajici na [xg, x1). Zvolme
x3,x € (x0,x1), x3 < x. Pak %){3():3) < 0 a limitnim pfechodem x — x3+ dostaneme, ze
fi(x3) <0, coz je spor, a g tedy roste. Protoze g(xo) = 0, je g(x) > 0 na (xo,xo + 6) a

odtud plyne tvrzeni. A
Poznamka D.38. Ve formulaci nésledujici véty budeme pracovat s n-ticemi bodud x1, . . ., x,
asn-ticemi ¢isel .1 > 0, ..., A, > 0,n € N, takovymi, ze A; + - - - + A, = 1. Pro takovéto
n-tice oznaéme yi, ..., Yk, k € N, vSechny vzdjemné rizné body x;, tj. {x1,...,x,} =
= {y1,..., y}. Déle oznaéme 1 soucet vSech A;, pronéz y; = x;, j = 1,...,k. Pak

mj=0apy + -+ pp =1

Véta D.39 (Jensenova nerovnost). Necht funkce f je definovand na intervalu I. Pak plati:

(a) Funkce f je konvexni na I prave tehdy, kdyz pro libovolné xy, ..., x, € I a libovolna
Myeoshp, Ai =0,i=1...,n,n e N, A1 +---+ A, = 1, plati nerovnost
SOuxy+ -+ Apxn) S A f(x) + -+ A f (). (D.1)

(b) Funkce f je ostie konvexni na I pravé tehdy, kdyz plati nerovnost (D.1), pricemz tato
nerovnost je splnéna pro néjakd x1, ..., xp a A1, ..., Ay jako ostrd pravé tehdy, kdyz pri
oznaceni z poznamky D.38 je k > 2 a pro alespori jedno j je 0 < p; < 1.
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Diikaz. (a)
Postacitelnost je ziejma. Pro n = 2 ptechdzi nerovnost (D.1) v nerovnost (6.4), takze podle
véty 6.25 je f konvexni.

Dokazeme nutnost. Oznacme o = min{xy, ..., x,}, B = max{xy, ..., x,}. Pak

=+ ) SMX o AgXy < g+ ) = B

takze Ajx1 + -+ Apxp, € 1.

Diukaz provedeme indukci. Pro n = 1 je tvrzeni ziejmé. Necht' nerovnost (D.1) plati pro
vsechny (n — 1)-tice, n > 2. M¢jme n-tice x, ..., X, @Xl,...,Ap, A; > 0,i = 1...,n,
M4+, =1.Necht0 < A; < 1,i = 1...,n (jinak je tvrzeni zfejm¢). Oznacme nyni
o=t ak = x4 2Ly, 1. Je X € I, protoze 2l 4.4 2l — 1 Dile
AMxy 4+ Apxy = ux + (1 — w)x,. S vyuzitim nerovnosti (6.4) a indukéniho predpokladu
dostaneme

JQuaxi+ -+ Apxp) = flpux + A = w)xn) < uf () + (1 = p) fxn) <

A An—1
(ST PO e F o)) o) = AP R f ().
(D.2)
(b)
Postacitelnost je ziejma vzhledem k (6.4) z véty 6.25. Ukazeme nutnost. Necht' v (D.1)
nastane ostra nerovnost. Nemuze byt k = 1, protoze by platilo x; = --- = x, a dostali
bychom rovnost. Kdyby neexistovalo 0 < ; < 1, existovalo by s € {1, ..., k} takové, Ze
ms =1lap;=0proj #s.Pak
FOaxy+ -+ hnxn) = fs) = M f ) + -+ A f (xn),
COZ je Spor.
Necht'nyni k > 2 a pro alespori jedno j je 0 < u; < 1. PakprovSechna j =1,...,kje
nj <1l,atedyii; < 1 provSechnai =1,...,n. Vyberme nejvétsi x;, pronéz A; > 0. Bez

ujmy na obecnosti mizeme piedpokladat, ze je to x,,. Definujme bod x stejné jako v ¢asti (a).
Stejné jako tam se ukaze, ze x lezi mezi témi x;, pro néz je A; > 0, a tedy X < x,,. Pfitom
0 < p < 1. Protoze predpokladame, ze f je ostie konvexni, bude f(ux + (1 — w)x,) <
< uf(x) 4+ (1 — ) f(xy) v(D.2), atudiz v (D.1) nastane ostra nerovnost. O

Podminku tykajici se ostré nerovnosti Ize také vyjadrit tak, ze existuji aspon dva ruzné

body x;, x; takové, ze jim odpovidajici koeficienty A;, A ; jsou kladné.

Disledek D.40. Necht' f je ostie konvexni, plati A; > 0 pro vS§echnai = 1,...,nav(D.1)
nastane rovnost. Pak x1 = --- = x,,.

Priklad D.41. Dokazte, ze pro libovolna nezaporna x1, ..., x, € R, n € N, plati nerovnost
mezi geometrickym a aritmetickym priamérem (tzv. A G-nerovnost)

xl+...+xn
1 .

"_xl....._xn<

Pfitom rovnost nastane prave tehdy, kdyz x; = - -+ = x,,.
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Reseni. Pokud je nékteré x; nulové, tvrzeni ziejmé plati. Pfedpokladejme tedy, ze x; > 0,
i =1,...,n. Funkcee* je ostie konvexnina R, protoze (¢*)” = ¢* > 0. Ozna¢me y; = In x;,
i=1,...,n.NechtA; >0,i =1,...,n,ax; +---+ X, = 1. Pak z Jensenovy nerovnosti
dostaneme

Al

AMy1t+otiny
x] x:lhn —e 1Y1+-+Anyn §K1€y1+"'+kney" =X+ Auxp.

Specialné volbou A; = %, i = 1,...,n, dostaneme AG-nerovnost. Protoze 0 < %, plyne
z dusledku D.40 zbytek tvrzeni. A

AG-nerovnost ma fadu vyznamnych aplikaci a je mimotradné silnym a uzitecnym nastro-
jem. Ukazeme si aspon jedno pouziti.

Priklad D.42. Necht'p € N, p > 2, anecht'a > 0,x¢ > 0. Definujme rekurentné posloupnost

1 a
Syt = — ((p — D+ g ) (D3)
p

Xn
Dokazte, ze pak je posloupnost {x,} konvergentni. Ozna¢ime-li lim x, = w, pak w > 0 a

n—oo
plati ? = a, tj. o = {/a.

Reseni. Ziejmé je x, > 0 pro viechna n € N U {0}. Pouzijeme AG-nerovnost na p Ciniteli:
prvnich p — 1 bude x,, a posledni bude a/x,ffl. Vyjde

p
p—1 a p—1 a »
a = Xxy T < ( Xn + =1 =X,

Xn p PXn

Tedy x/ > a pro kazdé n > 1. Pomoci této nerovnosti ukazeme, ze posloupnost x, je
nerostouci. Plati

p—1 a X a 1 /xt —a
p DPXn P pxp P\ x,

Protoze je tato posloupnost zdola ohranicena, je podle véty 2.20 konvergentni. Kdyby platilo,
7e x, — 0,bylobyix! — 0, coz je spor s tim, ze x! > a > 0.
Zbyva ukazat, ze ” = a. Provedeme v (D.3) limitni pfechod pro n — oco. To mizeme,

protoze jiz vime, ze limita existuje a je kladna. Vyjde

1 —1
w:—((p—l)a)—l- a 1), neboli o? =2 4r4 &
P wP~ P P
a odtud jiz vychdzi w? = a, coz jsme méli dokéazat. A

Predchozi ptiklad ukazuje, ze ke kazdému kladnému c¢islu existuje jeho p-ta odmocnina,
a to pro kazdé p > 2. Jednoznacnost takového ¢isla je zfejma; je-li w1 < wp, je a){7 < a)g .
Tento dikaz je jiny nez ten, ktery byl naznacen v lemmatu 1.14. Zejména ma konstruktivni

charakter — umoznuje pocitat ptiblizné hodnoty odmocniny s libovolnou presnosti.
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D.4. Dalsi vlastnosti funkci na intervalu

V tomto oddilu budeme potiebovat k formulacim a dikazim tvrzeni zékladni poznatky
o mohutnosti mnozin, se kterymi se seznamite v pfednasce z teorie mnozin — viz [9].
Pripomenme zakladni vysledky.

e Mnoziny A a B se nazyvaji ekvipotentni, jestlize existuje bijekce A na B. Piseme A ~ B.
Relace ,,~* je ekvivalence.

e Mnozina se nazyva nekonecnd, je-li ekvipotentni se svou vlastni podmnozinou.
e Mohutnost mnoziny A zna¢ime card A. (Pro kone¢né mnoziny je to pocet prvki A.)

e Mnoziny A a B jsou ekvipotentni pravé tehdy, kdyz maji stejnou mohutnost, tj. kdyz
card A = card B.

e Je-li A ekvipotentnis C, kde C C B, acard A # card B, pisSeme card A < card B.
Definujeme card A < card B, je-li card A = card B nebo card A < card B.
Relace ,,<* je uplnym uspotradanim.

e Je-li A C B,jecard A < card B.
Je-liAC BacardA <cardB,je B~ A # (.
Existuje-li prosté zobrazeni A do B, je card A < card B.

e Mohutnost mnoziny N znacime card N = & (Cte se alef nula). Je to nejmensi nekonecna
mohutnost.
Mnoziny o mohutnosti Rq se nazyvaji spocetné. Pro libovolnou kone¢nou mnozinu A plati
card A < Ny.
Mnozina A se nazyva nejvyse spocetnd, je-li card A < Ry.

e Plati cardN = card Z = card Q = Ry, cardR > RNy,
card R = cardI = card C = card J, kde J C R je libovolny interval.
O mnozinach ekvipotentnich s R fikame, ze maji mohutnost kontinua. Tuto mohutnost
znaéime card R = 2%,

e Je-li I (nejvyse) spocetna mnozina a pro kazdé i € I je A; (nejvyse) spocetnd mnozina, je

sjednoceni | _J;; A; (nejvyse) spocetna mnozina.

e Jsou-li Ay, ..., Ap, n € N (nejvyse) spocetné mnoziny, je kartézsky soucin A; x --- x A,
(nejvyse) spocetna mnozina.

Priklad D.43. Dokazte, ze mnozina algebraickych ¢isel A je spocetna.

Reseni. Algebraickd ¢isla jsou realné koteny nenulovych mnohoélent s celo¢iselnymi koefi-
cienty — viz poznamka 2.28. Protoze Q C A, je card A > Ry.

Pron € N ozna¢me A, mnozinu vsech nenulovych mnohoclent s celo¢iselnymi koefici-
enty ag + aix + - - - + agx* takovych, ze |ag| + |ai| + - - - + |ax| + k < n. Déle oznaéme B,
mnozinu vsech realnych korenti v§ech mnohoclent z A,,. Zfejm¢ vSechny mnoziny A, jsou
koneéné (urité je card A, < (2n + 1)"*1), takze jsou kone¢né i mnoziny B,,. Pfitom plati
A = U, eny B takze card A < Ry. A
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Z predchoziho prikladu plyne, ze mnozina vsech transcendentnich ¢isel R ~ A je ne-
prazdna (je totiz card A = Ry < cardR). Pritom jsme neuvedli jediny konkrétni piiklad
transcendentniho ¢isla (tento diikaz neprazdnosti R \. A pochazejici od Cantora je tzv. exis-
ten¢ni). Ukdzat o konkrétnim ¢isle (napi. e nebo m), ze je transcendentni, je daleko obtizng;jsi.

Analogicky lze uvazovat komplexni algebraicka ¢isla. Vysledek bude stejny.

Nasledujici vysledky jsou tvrzeni fikajici, ze mnozina vSech bodd, v nichz ma funkce
definovana na intervalu jistou vlastnost, neni ,,pfilis velka“. V dikazech vyuzijeme skutecnost,
ze mnozina po dvou disjunktnich otevienych intervali je nejvyse spocetna. Staci vybrat
v kazdém intervalu racionalni ¢islo. Tim dostdvame prosté zobrazeni mnoziny téchto intervalti
do mnoziny Q, ktera je spocetna.

Véta D.44. Necht funkce f je monotonni na intervalu 1. Pak mnozina vsech bodi nespoji-
tosti f na I je nejvyse spocetnd, pricemz vsechny body nespojitosti jsou prvniho druhu.

Diikaz. Z lemmatu4.18 plyne, ze v kazdém bodé xg € I existuji konec¢né jednostranné limity
lim f(x) = f(xo—)a lim+ f(x) = f(xo+) (v pripadnych krajnich bodech vzdy jen jedna

X—)XO X—)XO
z téchto limit). Tedy vSechny body nespojitosti jsou prvniho druhu.

Necht’ f je napt. neklesajici. Pak ve vnitinich bodech je f(xo—) < f(xo+) a funkce je
nespojita v xo prave tehdy, kdyz f(xo—) < f(xo+).Oznac¢me J € [ mnozinu vSech vnitinich
bodt nespojitosti f. Pro kazdé x € J vyberme racionalni ¢islo r(x) € (f(x—), f(x+)). Pro
x1,x2 € J,x1 <xz,je fxi+) = f(x2—), takze (f (x1—), f(x1+H) N (f(x2—), fx2+)) =
= ). To znamena, ze r: J — Q je prosté zobrazeni. Protoze Q je spocetna, je J nejvyse
spocetna. Krajni body intervalu (pokud je v nich f definovana), mohou pridat nejvyse dva
body nespojitosti. O

Véta D.45. Necht' f je funkce definovana na intervalu I. Pak mnozZina vsech jejich bodui
nespojitosti prvniho druhu je nejvyse spocetnd.

Diikaz. Ozna¢me J C I° mnozinu vSech bodu nespojitosti prvniho druhu funkce f lezicich
uvnitt /. Pak xo € J prave tehdy, kdyz lim f(x) = f(xo—) # lim+ f(x) = f(xo+). Je

X*))CO )C*)XO
J=JN1Uh,kdeJj={xeJ: fx—) < fxPlah={xeJ: fx—)> fxH)}
Dokézeme, ze mnozina J; je nejvyse spocetna. Podobné se totéz ukdze pro J. Tim bude
tvrzeni lemmatu dokazano.

Necht’ x € J;. Vyberme racionalni ¢islo ry € (f(x—), f(x+)). Tim je definovano
zobrazeni ¢: J; — Q, které vSak nemusi byt prosté. Polozme A, = {x € J; : ¢(x) = r},
kde r € Q. Pak plati J; = Ure@ A,. Protoze QQ je spocetna, staci ukazat, ze kazda A, je
nejvyse spocetna.

Necht' x € A,. Protoze r < f(x+), existuje pravé 8,-okoli (x,x + &y) takové, zZe
pros € (x,x + &) je f(s) > r. Dokazeme, ze pro libovolna x1,x3 € A,, x| < x2, je
(x1,x1 + 8x;) N (x2, x2 + 8x,) = . Pripustine, ze tomu tak neni. Pak je xo < x1 + 6y, a
f(x) > r na intervalu (x1, x2]. Limitnim ptechodem x — x, dostaneme, ze f(x2—) > r,
coz je spor. Kazdému x € A, jsme tedy priradili jisty otevieny interval (x, x + 8,). Protoze
mnozina téchto intervali je po dvou disjunktni, je nejvyse spocetna a tutéz vlastnost ma tudiz
1 mnozina A,.
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Pokud krajni body intervalu I patii do D(f), mohou pfidat nejvyse dva dalsi body
nespojitosti prvniho druhu. O

Z predchozi véty plyne znovu véta D.44, protoze monotonni funkce ma pouze body
nespojitosti prvniho druhu.

Véta D.46. Necht' f je funkce definovana na intervalu I. Pak mnozina vsech jejich bodui
odstranitelné nespojitosti je nejvyse spocetna.

Diikaz. Oznacme J C [° mnozinu vSech bodl odstranitelné nespojitosti funkce f lezicich
uvnitt 7. V téch bodech x € J, kde neni f definovana, zvolme f(x) libovoln¢ ale tak,
aby lim f(s) # f(x).Je J = J1UJr,kde J1 = {x € J : lim f(s) > f(x)}a J» =
S—>X S—>X
={x e J: lim f(s) < f(x)}. DokdZeme, ze mnozina J; je nejvyse spocetna. Podobn¢ se
S—>X
totéz ukaze pro J>. Tim bude tvrzeni lemmatu dokazano.
Ozna¢me A, = {x € Jy : lim f(s) > f(x)+1/n},kden € N. Pak plati J; = UneN Ay
S—>X
Protoze N je spocetna, staci ukazat, ze kazda A, je nejvyse spocetna.
Necht' x € A, a lim f(s) = a. K ¢islu 1/2n > 0 existuje §y > 0 takové, ze pro
§—>X
s € (x — 8y, x 4+ 6y), s # x plati nerovnostia — 1/2n < f(s) < a + 1/2n. Predpokladejme
nyni, ze pro n¢které y € (x,x + §,) plati y € Ji. Pak existuje lim f(s) = b a musi platit
s—y

a—1/2n<b<a+1/2n.0dtudb — f(y) <a+1/2n—(a—1/2n) =1/n.Tedy y ¢ A,.
Prifadme kazdému x € A, otevieny interval (x,x + 8y). Z predchoziho vyplyva, ze pro
X1,X2 € Ay, X1 < x2,je (x1,x1 + 8x,) N (x2,x2 + 8x,) = . Mnozina téchto intervald je
proto nejvyse spocetna a tutéz vlastnost ma tudiz i mnozina A,,.

Pokud krajni body intervalu [ patii do D(f), mohou pfidat nejvyse dva dalsi body
odstranitelné nespojitosti. O

Véta D.47. Necht f je funkce definovand na intervalu 1. Pak mnoZina vsech bodii, v nichz
ma f ostré lokalni extrémy, je nejvyse spocetnd.

Diikaz. Necht' J C [ je mnozina vSech bodi, v nichz mé funkce f ostré lokalni extrémy.
Pak J = J1 U Jp, kde J; je mnozina téch bodt, v nichz ma f ostra lokalni maxima, a J, je
mnozina téch bodit, v nichz ma f ostra lokalni minima. Dok4zeme, Ze mnozina J; je nejvyse
spocetna. Podobn¢ se totéz ukaze pro J,. Tim bude tvrzeni lemmatu dokazano.

Necht'x € J;.Z definice ostrého lokalniho maxima vyplyva, ze existuje piirozené ¢islo n
takové, ze pros € (x — 1/ny,x + 1/ny), s # x plati nerovnost f(x) > f(s). Oznacme
A, = {x € J1 : ny = n}. Pak plati J| = UneN A;. Protoze N je spocetnd, staci ukdzat, ze
kazda A, je nejvyse spocetna.

Dokazeme, Ze pro x1, x2 € Ay, X1 # x2,je |x1 —x2| > 1/n. V opacném piipad¢ by totiz
bylo f(x1) > f(x2), protoze ny, = n, a soucasné f(x2) > f(x1), protoze ny, = n, coz je
spor. Pfitadme kazdému x € A, otevieny interval (x, x 4+ 1/2n). Z pfedchoziho vyplyva, ze
proxi, xa € Ay, x1 < x2,je (x1, x1 +1/2n) N (x2, x2 + 1/2n) = @. Mnozina téchto intervala
je proto nejvysSe spocetna a tutéz vlastnost ma tudiz i mnozina A,,. |

Predchozi véta neplati pro neostré lokalni extrémy. Funkce konstantni na intervalu ma
lokalni extrém (soucasn¢ neostré maximum i minimum) v kazdém bodé.
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Véta D.48. Necht funkce f je konvexni na intervalu 1. Pak mnozina vsech bodu, v nichz
neexistuje f', je nejvyse spocetnd.

Diikaz. Staci se omezit na vnitiek ¢ intervalu 1. Podle véty D.30 derivace f'(x) neexistuje
pravé tehdy, kdyzje f v bodé x nespojita. Déle z disledku D.28 vime, ze f| je neklesajici,
takze podle véty D.44 ma nejvyse spocetné mnoho bodi nespojitosti. O

Poznamenejme jesté, ze ke vsem predchozim tvrzenim lze najit funkce, které maji sku-
tené spocetné mnoho bodu s piislusnou vlastnosti. Funkce celych casti |x] je neklesajici
a ma body nespojitosti (prvniho druhu) pravé ve vsech celych ¢islech. Riemannova funkce
p(x) ma body odstranitelné nespojitosti pravé v racionalnich ¢islech — viz cviceni 13 ke
kapitole 4. Funkce cosx ma ostré lokalni extrémy pravé v bodech km, k € Z, které tvori
spocetnou mnozinu.

Priklad na konvexni funkci nam da trochu vice prace. Necht'k > 1. Definujme f(x) = x
prox € [0,1], f(x) = 1 +k(x —1) prox € [1,2], f(x) = 1 +k + k*(x — 2) pro
x € [2,3], f(x) = 1 +k + k> + k3(x — 3) pro x € [3,4] atd. Graf je tvofen na sebe
navazujicimi useckami, jejichZz smérnice se neustale zvétSuji. Funkce je ziejmé konvexni.
Piesné to ovéiime takto. Oznaéme fo(x) = x, f(x) = 1 +k+ k> + -+ "V +k"(x —n),
x > 0, n € N. Tyto funkce jsou linedrni, a proto jsou konvexni. Na intervalu [0, n + 1] pak
plati f = max{fy, f1,..., fa}. Podle ptikladu D.36 je f na tomto intervalu konvexni. Pro
libovolné x1,x3 > 0a Xy, Ay > 0, A1 + Ay = 1, nyni zvolime n € N tak, aby x1, xp <n+ 1.
Pak bude platit nerovnost f(A1x; + A2x2) < A1f(x1) + A2 f(x2), coz znamena, ze f je
konvexni na celém intervalu [0, +00). Piitom f’ neexistuje pravé v piirozenych ¢islech.

Mnozina bodl nespojitosti druhého druhu muze byt nespocetna. Napi. Dirichletova
funkce x(x) ma body nespojitosti druhého druhu v kazdém realném cisle — viz str. 81.

Dale si vSimneme vlastnosti, ktera je zesilenim spojitosti na intervalu a ktera ma mimo
jiné dulezitou roli v teorii vlastniho Riemannova integralu.

Definice D.49. Rekneme, 7e funkce f definovand na intervalu J je na tomto intervalu
stejnomérné spojita, jestlize ke kazdému ¢islu ¢ > 0 Ize nalézt ¢islo § > 0 takové, Ze pro
libovolné dva body x, y € J, kterd maji vlastnost |[x — y| < §, plati | f(x) — f(¥)] < &.

Ztejme kazda funkce stejnomérné spojitd na intervalu J je na tomto intervalu i spojita.
Opak ale neplati. Napf. funkce 1/x je spojita na intervalu (0, 1). Neni ale stejnomérné spojita.
K ¢islu e = 1 by totiz muselo existovat § > 0 tak, ze pro x, y € (0, 1), |x — y| < 8 by platilo
[1/x —1/y| < 1. To vSak neni pravda, protoze v sebemensim pravém okoli nuly Ize najit x, y
tak, ze rozdil |1/x — 1/y| bude vétsi nez 1. Zcela analogicky se overi, ze také funkce sin 1 /x
neni stejnomérné spojita na tomtéz intervalu.

Jind situace je, pokud je interval kompaktni. Plati totiz nasledujici tvrzeni.

Véta D.50 (Heineho-Cantorova véta). Necht funkce f je spojitd na ohraniceném uzavieném
intervalu [a, b]. Pak je funkce f na tomto intervalu spojita stejnomeérné.
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Diikaz. Zvolme libovolné ¢ > 0. Podle definice spojitosti (v krajnich bodech jednostranné)
Ize ke kazdému x € [a, b] naléztokoli &'(x) = (x—3x, x+38y) takové, zeproy € O(x)Nla, b]
plati | f(x) — f(y)] < &/2. Systém okoli ﬁ(x) = (x — 8,/2,x + 8,/2) je otevienym
pokrytim kompaktniho intervalu [, b]. Podle Borelovy véty D.3 existuje koneéné podpokryti
o~ -~ n —~
{O(x1), ..., O(xp)} takové, ze | ) O(x;) 2 [a, b]. Polozme § = min{dy, /2, ..., 8x,/2}.
i=1

Necht' x, y € [a, b], |x — y| < §. Pak existuje i € {I,...,n} takové, ze x € O(x;) =
= (x; — 8y, /2, xi + 8x;/2). Vzhledem k volbé ¢isla § plati y € O'(x;) = (x; — 8x;, xi + bx,)-
Plati | f(x) = fOD)| = 1f(x) = fxi) + fxi) = fFOI = 1) = FGl+ 1 () — fxa)l <

<e¢e/2+¢/2 =e.Kdanému ¢ > 0 jsme tedy nasli ¢islo § > 0 s pozadovanou vlastnosti. [

Srovnejme definice spojitosti na intervalu a stejnomérné spojitosti na intervalu. Spojitost
na intervalu J znamena:

Ve >0VxeJAS>0VyeJ: |lx—yl<d = |f(x)— f(y)| <e.
Stejnomeérna spojitost na intervalu J znamena:
Ve >038 >0Vx,yeJ:|x—y| <8 = |f(x)— f()| <s.

Rozdil je tedy jen v poradi kvantifikatori. Zatimco u spojitosti ¢islo § zavisi na volb¢ ¢ ale
také na vybéru x (piSeme § = (e, x)), us stejnomeérné spojitosti zavisi jen na volbe & (pisSeme
8 = §(¢g)), je tedy pro vSechna x univerzalni.

Véta D.51. Necht funkce f je spojita na intervalu (a, b), a, b € R. Pak [ lze spojité rozsirit
nainterval [a, b] (1. existuji vlastni jednostranné lzmlly hm f(x)a 11m f(x)) prave tehdy,
kdyz je f na (a, b) stejnomeérné spojitd. —at

Diikaz. Nutnost je zfejma. Lze-1i f spojité rozsifit na [a, b], je podle Heineho-Cantorovy
véty f na[a, b] atudiz ina (a, b) stejnomérné spojita.

Ukazeme postacitelnost. Necht’tedy f je stejnomérné spojita na (a, b). K libovolnému
e > Oexistuje § > 0tak, zeprox, y € (a,b), |x —y| < §,plati | f(x) — f(y)| < €. Zejména
tato nerovnost plati na intervalu (a, a 4 & resp. (b — 8, b). To vsak podle véty D.21 znamena,
ze v bodech a a b existuji jednostranné limity funkce f. O

Tvrzeni neplati na neohrani¢eném intervalu. Napf. funkce sin x (a podobn¢ kazda spojita
periodicka funkce) je stejnomérné spojitda na R a pfitom limity pro x — =00 neexistuji.
Srovnejte rovnéz predchozi lemma s priklady za definici D.49.

Na zavér si vSimneme vlastnosti, kterou maji uréité dilezité mnoziny realnych funkei.

Definice D.52. Funkce f definovand na intervalu J se nazyva darbouxovska na J, ma-li
nasledujici vlastnost: Pro kazdé dva body x1, x» € J takové, ze f(x1) < f(x2),a pro kazdé
¢islo ¢ € ( fx, f (xz)) existuje bod & lezici uvnitf otevieného intervalu s krajnimi body
X1 axp, vnémzplati f(§) =c.

Darbouxovska funkce musi tedy s libovolnou dvojici hodnot f(x1) < f(x2) ze svého
defini¢niho oboru nabyvat na intervalu s koncovymi body x1 a x> i vS§ech mezilehlych hodnot.
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Z Bolzanovy véty 4.35 vyplyva, Ze tuto vlastnost maji spojité funkce. Nasledujici véta udava
dalsi tridu funkci s touto vlastnosti.

Véta D.53 (Darbouxova véta). Necht funkce f ma viastni derivaci na intervalu J. Pak je
funkce f' na J darbouxovska.

Diikaz. Necht' xi,x; € J, f'(x1) < f'(x2) (pokud jde o krajni body, jsou derivace jedno-
stranné) a ¢ € (f'(x1), f'(x2)). Necht'napf. x| < x2. Polozme g(x) = f(x) — cx. Pak g ma
vlastni derivaci a plati g’(x) = f'(x) — c. Tedy g je spojita na intervalu [xy, x3] a podle
Weierstrassovy véty nabyva na tomto intervalu své nejmensi hodnoty v bodé & € [x1, x2].
Ukazeme, Ze & je vnitini bod. Je totiz g’ (x1) < 0 a g’(x2) > 0. Podle lemmatu 5.22 je g kle-
sajici v bod¢ x; a rostouci v bod¢ x» (uvazujeme jednostranna okoli). Proto je & € (x1, x2).
Podle véty 6.8 plati g’(§) = 0, atedy f'(§) = c. O

Véta plati i v pripadé nevlastni derivace, pokud predpokladame, ze f je spojita.
Prikladem funkce, ktera je darbouxovska, ale neni spojitd, je funkce f(x) = sin 1/x pro
x #0, f(0) =a,kdea € [—1, 1]. Pro |a|] > 1 uz darbouxovska neni!

D.5. Obecna Taylorova véta

V kapitole 7 jsme zavedli Tayloriv mnoho¢len a uvedli jsme odhad chyby, které se dopus-
time pfi nahradé funkce jejim Taylorovym mnohoc¢lenem. Véta 7.8 je specidlnim piipadem
nasledujiciho vysledku.

Véta D.54 (Taylorova véta). Necht funkce f ma na otevieném intervalu I viastni derivace
az do radu n + 1 pro nekteré n € N U {0}. Necht' xo,x € I, xo # x a necht' J je interval
s koncovymi body xo a x. Necht ¢ je funkce, ktera je spojita na intervalu J a kterda ma
nenulovou derivaci uvniti J.

Pak existuje cislo & lezZici uvnitr J takové, Ze pro zbytek v Taylorové vzorci se stiedem
v xgo plati:

fUE) 9 — ex0)

Rn(x) = —1 @) (x—8)". (D4)
Diikaz. Prot € J polozme
! " (n)
gt) = £ — f(0) — fl(f) (= 1) — fzf’) worp e L0

Funkce g je spojita na J a plati g(x) = 0, g(xg) = R, (x). Uvniti J ma g derivaci, pficemz

g’(r)=—f’(r)—(f—f”<x—t)—fm)—(f o <x—t>2—2%(x—r>)—

(I 0

n
n! n! n! x =1

Funkce g a ¢ spliuji na intervalu J piedpoklady Cauchyovy véty 5.24. Tedy uvnitt J existuje

Cislo & tak, ze plati [g(xo) — g(x)]¢ (&) = [p(x0) — ¢(x)]1g’(§). Podle piedpokladu je
¢'(€) # 0. Po osamostatnéni g(xo) a dosazeni za g dostaneme vztah (D.4). O
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Disledek D.55 (Lagrangeuv tvar zbytku). Necht jsou splnény predpoklady o funkci f
z véty D.54. Pak existuje cislo & lezici uvniti J takové, Ze plati

I AARG) ntl
R, (x) = m(X—XO) .
Diikaz. V predchozi vété polozime ¢(t) = (x — 1)*+1. O

Disledek D.56 (Cauchytuv tvar zbytku). Necht jsou splneny predpoklady o funkci f
z véty D.54. Pak existuje cislo & lezici uvniti J takové, Ze plati

(n+1)
Rmm=i7éﬁu—@”u—m»

Diikaz. V predchozi vété polozime ¢(t) = t. O

Cauchyuv tvar byva nékdy vhodnéjsi pro odhad velikosti zbytku nez Lagrangetv tvar. Je
tomu tak napt. u Maclaurinova vzorce mocninné funkce (1 + x)“.

%

Kdysi jsem zaSel s jednim pritelem matematikem do cinské restaurace. Na
Jjidelnicku bylo vytisténo: Veskeré sluzby navic jsou uctovany zvlast. Pritel
podotkl: ,, Treti i posledni slovo mohli klidne vynechat.

*

Urcita auta hrkaji. Moje auto je zcela urcité. Neni tedy divu, Ze hrka!
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Historicka poznamka

Pocatky diferencialniho poctu jsou spjaty s pojmem nekonecéné malé veliciny. Tento
pojem se v naznaku objevuje jiz v antickém Recku, kde byl uzivan predevsim k vypo-
¢tu ploch a objemtl. Matematikové se k tomuto terminu vraceji opét ve stfedoveku, kde
byl Galileem poprvé pouzit v souvislosti s diferencialnim poctem k popisu voln¢ho
padu.

Vznik diferencidlniho poctu Ize datovat do 17. stoleti. Toto stoleti je obdobim za-
moiskych objevi a také vSeobecného rozvoje vzdélanosti, ktery se promitl rovnéz do
matematiky. Matematika je postupné obohacovana o nové discipliny, jako analyticka
geometrie nebo teorie pravdépodobnosti. Celé usili vrcholi zavedenim ustfedniho
pojmu matematiky — funkce — a vytvotrenim tzv. infinitesimalniho poctu, coz je
souhrnné oznaceni pro diferencialni a integralni pocet.

Pocatky diferencialniho poctu souvisi s potrebou fesit nékteré geometrické pro-
blémy. Mezi nejznaméjsi patfi uloha nalézt extrémy funkce, kterou fesil Fermat, a
problém hledani tecny ke kfivce, ktery uvadeji ve svych pracich Fermat, Barrow, ale i
matematikové, ktefi jsou povazovani za vlastni autory diferencialniho a integralniho
poctu — Newton a Leibniz.

Diferencidlni pocet si ziskal popularitu nejen pro nesmirmnou dulezitost svych
aplikaci, ale také diky nékolika historickym okolnostem spjatym s jeho vznikem a
rozvojem. Nejznamgjsi je bezesporu spor o autorstvi, ktery vzplal mezi Newtonem a
Leibnizem a ktery nebyl béhem celého jejich zivota roziesen. Podatilo se to az historii
samé, ktera spravedlivé odmeénila oba muze. V chapani podstaty derivace se totiz ujal
Newtontv geometricky pfistup, pro jeji formalni vyjadfeni je vSak pouzivan aparat
Leibnizav.

O tom, Ze mnozi matematikové byli jesitni, svéd¢ii ptiklad dalSiho znich, Johanna
Bernoulliho. Ten se proslavil zejména ptihodou s L’Hopitalem, ktery jej pozadal, aby
mu osvétlil metody kalkulu. Na zakladé téchto lekei sestavil L’Hopital prvni ucebnici
analyzy, z niz nejznamg;jsi se stalo L’Hopitalovo pravidlo, uzivané i dnes pod timto
nazvem. Ptestoze se v knize objevilo podékovani Bernoullimu, citil se Johann byt
podveden.
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Zahy po vybudovani diferencialniho poctu se objevily pochybnosti o jeho ko-
rektnosti. Byl totiz vystavén na pojmu nekone¢né malé veli¢iny, jehoz podstata byla
chdpana pouze intuitivné. Piesné nebyla definovana ani pravidla pro pocitani s neko-
nec¢né malymi veli¢inami.

Chatrné zéaklady této discipliny vedly k silici kritice nejen ze strany matematika.
Situace se stala tak vaznou, ze vstoupila do d¢jin jako druhd krize matematiky. Bylo
tedy nutno vystavbu diferencialniho poctu zpiesnit a polozit na rozumné zaklady. To
se podafilo o témet 130 let pozd¢ji Cauchymu, ktery roku 1820 zavedl pojem limity.
Proces zptesinovani zakladi matematické analyzy posléze dokoncil Weierstrass, ktery
vybudoval dodnes uzivany ,,& — § jazyk moderni analyzy.

Jak tedy mizeme vidét, historicky vyvoj postupoval zcela opacné, nez postupuji
studenti pfi studiu analyzy dnes. Nejprve byly polozeny zéklady integralniho poctu,
poté zaklady diferencialniho poctu a jesté o vice nez 130 let pozdéji se objevil pojem
limity, dnes ustfedni pojem analyzy.

V nasledujicim piehledu jsou uvedeni matematikové, jejichz jména jsou zminéna
v n¢jake souvislosti v tomto skriptu.

Isaac Barrrow (1630—1677), anglicky matematik

Jacob Bernoulli (1654—1705), Svycarsky matematik

Johann Bernoulli (1667—1748), Svycarsky matematik

Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano (1781—1848), ¢esky matematik, filosof a teolog
Félix Edouard Justin Emile Borel (1871—1956), francouzsky matematik

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845—1918), némecky matematik
Constantin Carathéodory (1873—1950), fecky matematik

Augustin Louis Cauchy (1789—1857), francouzsky matematik

Jean Gaston Darboux (1842—1917), francouzsky matematik

Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805—1859), némecky matematik
Leonhard Euler (1707—1783), Svycarsky matematik, fyzik, mechanik a astronom
Pierre de Fermat (1601—1665), francouzsky matematik

Galileo Galilei (1564—1642), italsky matematik a fyzik

Heinrich Eduard Heine (1821-1881), némecky matematik
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Guillaume Frangois Antoine Marquis de L’Hopital (1661—1704), francouzsky matematik
Johann Ludwig William Valdemar Jensen (1859—1925), dansky matematik
Joseph-Louis Lagrange (1736—1813), francouzsky matematik a mechanik
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646—1716), némecky matematik, pravnik a diplomat
Colin Maclaurin (1698—1746), skotsky matematik

Isaac Newton (1643—1727), anglicky matematik a fyzik

Giuseppe Peano (1858—1932), italsky matematik

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826—1866), némecky matematik

Michel Rolle (1652—1719), francouzsky matematik

Bertrand Arthur William Russell (1872—1970), britsky matematik, logik a filosof
Brook Taylor (1685—1731), anglicky matematik

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815—-1897), némecky matematik

Radu zajimavych udajii o vzniku zékladnich pojmi diferencidlniho poétu a dalsi
informace z historie této matematické discipliny lze nalézt v [21].

Na zavér upozornéme na nejednoznacnost ve psani jména L’Hopital. Podle né-
kterych historickych prament se piSe tak, jak jsme pravé uvedli. Podle jinych se
pise L’Hospital resp. I’Hospital. V ceskych ucebnicich (ale ne jen v nich) se ustalila
posledni uvedena podoba, kterou jsme v textu uzivali i my.
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Kapitola 1. Pojem funkce

10.

2’ \\U
y 2
a) 1 X b) 2 INX c) 1 =
.a) (—1/2,3/2), b) (—1,5), c) (—00,0)U (2, +00).
y
1 /
a) —1 1 2% Je periodicka s nejmensi periodou 1.
b) x(x(x)) =1,x € R, grafje pfimka. Je periodicka a nema nejmensi periodu.
a) ano, b) ne, napf. |[ =3 || # [[=3[J-

Je f(x) = fi(x) 4+ fi(x), kde f;(x) = (f(x) + f(—x))/2 je suda funkce a
fix) = (f(x) — f(—x))/2 je licha funkce.

Kdyby wy > 0 byla nejmensi perioda a w; > @ byla perioda, kterd neni jejim
celociselnym nasobkem, pak by cislo w; — LZ—(‘)J - wo byla perioda mensi nez w,
COZ je Spor.

Pokud 0 € D(f), pak f(0) = — f(0) a odtud pfimo f(0) = 0.
Existuje: f(x) = 0 pro vSechna x € R.

a) ani suda ani licha, b) licha, c¢) anisudd ani licha, d) sudd, e) licha.




194

Vysledky cviceni

Kapitola 2. Posloupnosti

1.a) Napi.a, =b, =1/n, b) Napt.a, = 1/n,b, = 1/n?.

2.a) 1/(2ya), b) -1, ) —1.

3.a) 1, b) 1, c) 0, d) 3/4, e) o, ) 2.

4.a) 2,-2, b) 2,0, c) 0,00, d -2,2,
e) 0,1, f) —o0, 400, g) —o0, 400, h) 0,2.

5. a) Limita existuje a rovna se 1/3.
b) Limita neexistuje, posloupnost ma hromadné body 0 a +1/2.

6. Kdyby ¢ G/, existovala by klesajici posloupnost {w,} € G f takova, ze w, — @
pro n — oo. Konvergentni posloupnost je ale cauchyovska, takze rozdil w,, — w,,
n > m, je pro velka m, n mens$i nez w. Avsak w,, — w, je perioda, coz je spor.

Kapitola 3. Elementarni funkce

1.

P = (2D + Dx —2)

a) P(x) =(x — D(x + D2+ x + D2 —x + 1) (‘°°+"” I @D I (lf’)

b) P(x) = 2+ D2 —VBx+ D2 ++/3x+1), P(x) > 0prokazdé x € R,

(=00, =) | (=1.1) | (1,00
+ | - | +

) P(x) =(x—Dx+ DHE*+1)

(o0, =) | (=1,2) | 2,00)
+ | - ] +

a) R()C) - 2)63 + 3x2 — 2x — 13 _|_ —19x+53

x2-2x+4">
_ 43 1 2 5 _ 23—2x
b) R(x) =x* — 33 + § + 5553 - ¢) R(x) =—4+ 7555,
62 _ 2_
d) R =307 43+ =555 e) R(x) =207 =3+ At

ca) x € R {=3, =2, —+/2,1/3,4/2, 5}

(=0,-3) | (=3.-2) | (2-VD) | (=v2.0 | 0. | G.vD | V2.5 | G.9) | .00)
+ -1+« -1+ -1+ -1+

(=00,=3) | (=3,-2) | (=2,0) | (0, 1) | (I, 400)
e

b) xeR~{-3,0}

¢) xeR~{=1,0,3)

(—00,=3) | (=3,=D | (<L0) | 0. D | (1.,2) | 2.3) | 3.40)
N e e e B e B
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d) xeR~{2)

(=00, =3) | (=3,=D | (=1,2) | 2,400)
E T

©) xeR~{-1} 29 | (=3.-D | (<10 | (0.2) | 2. +0)

L
B (—00,=3) | (=3,-2) | (=2,-D) | (<1, D | (I, +00)
f) xeR~{=21) > A R Rt
5. a) 2 n 3 1 b) 1 2+ 2x — 3
'a' - 9 5 T 7’
x—2 x+2 x+3 x2 x  x2—=x+4+2
) X 2 d) 3 n 2 1+4
¢ x24+1 (x—=D2%’ x—1 x+1 x2 x’
3 —x+3 X 1
9 - +_
I S | D i T

(=00,0) | (0, +00)
-

8. D =R~ {n/2+km, k € Z}, je suda a periodicka s nejmensi periodou 7.

6. P(x) = —2x° + 8x* — 26x3

9. D(f) = R~ {m/2 + km, k € Z}, funkce je periodickd s nejmensi periodou m a
f(x)=xprox € (—m/2, /2).

10. Ve vsech pripadech je f(x) = x, lisi se jen defini¢ni obory:
a) [_1’ 1]’ b) [_1’ 1]’ C) Ra d) R.

11. a) neni periodicka, b) m, <c¢) neniperiodicka, d) neni periodicka.

12. a) 4m, b) 2m, c) 6om, d 2=, e) 6Om.

13. a) [1/3,1], b) [-3/2,5/2], c¢) (—o0,0]U[l,4+00), d) [—1,3],
e) (1,2], f) (1,5], g) (3/2,11], h) [2,3],
1) [-9/2,3/2], ) [—1/3,1], k) [—1, 1], ) [3,4].

14.a) [521], Fliy= 3(1—arccos ). D(f~ )— [-2,2],
(— 4

¢ [0,1], fTliy=1 1+cos—) D(f~ 1)_[3 3 +4m),

d R, fliy=2+cotg2—x), D(fH=Q2-m2),

e) l—%,%—i—%], i y_3(1—|—arcsmx D(f~hH =[-1,1],
1
3

5
H R fhy=3(@4+tg-D), DfH=0-31+%)
g) [—%,n—%,f : y = 3(—1 +arccos2x — 3)), D(f~H =11,3],
(—00,2/3), fhiy=Q2—¢), D(fTH=R
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i) R, f—1~ y = 1m/x2 —2x =2, D(f1 = (1 + /3, +00),
DR fliy =it D(f ) = (=00, =) U (1, +00),

k) (—00,5/2), ffliy=5%, D(fH)=R

) (—oc,In3], f: yzln(3—x2>, D(f™) =10,4/3),

m) R, fTry=InZ, DY =, 400),

n) [3,32] 'y =1arccos(x +3)+ 2, D(fh) =[—4, 2],
o) [-2,2], f':y=2cos%, D(f~" =10, 3n],

p) (—00,0], f7'iy=—Vx, D(f1) =10, +00).

) X
15.a) 1—x2, b A=

16. Navod: Polozte u = arctgx, v = arccotg% a upravujte podobné jako v pii-
kladu 3.19.

17. a) licha, b) licha, c) suda, d) suda.

18. a) D(sinh) = D(cosh) = D(tgh) = R, D(cotgh) = R ~ {0},
b) cosh je suda, ostatni jsou liché,
c) argsinhx = In(x + Vx> + 1), x € R,
argcoshx = ln(x + /x2 - ) x € [1, +00),
argtghx = 1In 1 x € (=1, 1),
argcotgh x = 1 ln ”1 x € (—oo, —1) U (1, +00),

x—1"
d) Funkce argcosh neni ani suda, ani lichd, ostatni jsou liché.

Kapitola 4. Limita a spojitost funkce

1.a) 1/3, b) 2/3.

2. ¢

3.a) 6, b) 4, c) —1/12.

4. a) —oo, +00, by —1,1

5.a) 0, b) 0, c) 1/2, d) (a+b)/2,
e) +2/2, f) 2/3, g) 1, h) 2.

6. f(1) =2/3.

7. Pouze v bodé x = 0.
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8.

9.

10.
11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

Pouzitim véty 4.11 vyjde, ze 1in7(1) f(x)=0.
x—
a) Odstranitelna nespojitost, b) nespojitost druhého druhu,
¢) nespojitost prvniho druhu, d) nespojitost prvniho druhu (jedno-

stranné limity jsou 1 a —1).
Plyne z rovnosti || f(x)| — 0| = | f(x)| = | f(x) — O]
a) arctgx, H(f) =10, t/2), b) sinx-arctgx, H(f) = (—m/2, t/2).

Necht’ xo, x; € D(f), napt. x; < xo, f je spojita v xg a f(x9) # f(x1). Je-
-li inf Gy = 0, existuji libovolné¢ malé kladné periody. Pak je mozné sestrojit
posloupnost period {w,} tak, ze w; < wy < -+ — X9 — X1, §j. X; + W, = Xg, @
proto podle véty D.15 dodatku f(x; + w,) = f(x9). Ale f(x; + w,) = f(x1)
je konstantni posloupnost, takze f(x¢) = f(x1), coz je spor.

Plati xli_)nxl p(x) = 0prokazdé xy € R. Tedy p(x) je spojitd v iracionalnich ¢islech
ama odsiranitelné nespojitosti v raciondlnich ¢islech. Limita se urci nasledovné:
Pro 0 < & < 1 oznaéme M, mnozinu vSech x € (xg — 1,x9 + 1) N Q, pro
néz p(x) > . Tato mnozina je konecna (hodnota 1 se nabyva nejvyse dvakrat,
hodnota 1/2 nejvyse tiikrat atd.) Oznaéme § = min{|xo — x| : x € M., x # Xo}.
Pak § > Oaprox € (xg — 8, xo + 8), x # xg,je |[p(x)] < &.

tghx

a) lim ¥ = Jjm b=l — i B = ]
x—0 x—0 x—>0 ¥
b) lim sinhx = +o0, lim coshx = 400,
x—=+o0 x—=+o00
lim tghx = +£1, lim cotghx = +£1, lim cotghx = *+o0.
x—Fo0 x—=to00 x—0*

f(x) =xcos+,x #0, f(0)=0,x € [—m, 7.

Ve vsech pripadech je to mozné.
a) x=0, f=sgn g=0, by x=0, f=0, g =sgn,
c) x=0, f(0)=0, f(x)=1jinak, g(0) = g(1) =0, g(y) = 1 jinak.

Plati max{f, g} = 1/2(f + g+ |f — gD amin{f, g} = 1/2(f + g — | f — gD.
Tvrzeni plyne z vét 4.21 a 4.22.
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Kapitola 5. Derivace funkce

1.

10.

b) y=1,x=0,

a) y=—%x+1 y=2x— %,
x—l—%—l—Z d x=1, y=1.

) y=2x—3+2, y=—

.y=—%x,y=2x.
xIn10logx — (1 + x?) arctg x b) e (1 +x —x>+x3%)
(x +x3)In101log® x ’ (14 x2)? ’
0 x(2x arctgx + 1) Inx — (x? +1)arctgx d) e’
xln X /T+e2x

/ «/1
e) 1 , +x’ h) xarctgx,

. xe* e*
VT )<x+1><x2+1>2’ R e B e =t

.a) 241 —x2, D(f)=[-1,11, D(f) = (—1,1),
b 2y D(f) =[-1,2], D(f) = (—1,2)
2V2—x  3+2x —x2 T .
1
.a) coshx, x e R, b) sinhx, x € R, c) 5 x eR,
cosh
d) ! #0 ) ! eR f) ! 1
, X 9 (S — , X 9 —_—, X > 1,
sinh? x x2 41 x2—1
1 1
g) m’ |X| < 13 h) l_xz’ |X| >1
_2
.a) e T, b) %, c) é, d) % e) O,
) 0, g) 1, h) 1, i) ¢, i) 0

.a) 1, b) 0, ¢) 4oo, d) e

. Duikaz se provede uplnou indukei.

. Pro x z daného ryziho pravého okoli je podle Lagrangeovy véty (predpoklady
jsou splnény) %}{;"0) = f'(c),kde ¢c = c¢(x) axy < c(x) < x. Prox — xa’

tedy c(x) — x;, takze plati M = f'(c) > K.

a) Podle predchoziho cvi¢eni nemiize mit vlastni derivace bod nespojitosti prv-
niho druhu.

b) f(x) =x*sin< prox # 0, f(0) =0.
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Kapitola 6. Prubéh funkce

Oznac¢me M (x, y) resp. m(x, y) lokalni maximum resp. minimum v bod¢ (x, y).

1.

2.

2a.
Smax = % .
. Rozméry trojuhelnika: a = r+/3, v = 32—’, kde a je zakladna a v vyska.

.a) m(=2,1), b) m(2, —22), M(-2,10), ¢) nejsou,
d)y M(1,1), m(0,0), m(2,0), e) M(0,1), m(—1,0), m(1,0),
f) M(0,3), g) m(l,e).

.a) M(1,2), m(=2,—151), b) Mce, ), m(1,0).

. a) konvexni na R, inflexe neni,

b) konkavni na (—o00, 2/3), konvexni na (2/3, +00), inflexe v.x = 2/3,

¢) konvexni na (—oo, —1/3+/3) a (1/3+/3, +00), konkavni na
(—1/3+4/3,0) a (0, 1/3+/3), inflexe vx = —1/3v/3 ax = 1/3/3,

d) konvexni na (—+/3, 0) a (+/3, +00), konkavni na (—oo, —/3) a (0, /3),
inflexe vy = —/3, x=0ax = /3,

e) konvexni na (—+/3, 0) a (+/3, +00), konkavni na (—oo, —/3) a (0, v/3),
inflexe vx = —\/§,x =0ax =+/3.

. a) D =R, licha, asymptota y = 0, graf viz obr. 1.4 a).

~ >

y: ;'L y/: : + "
0 -1 1
min max
M O/ M O/
v -+ , - . *F
V3 0 V3
inf inf inf
b) D =R, suda, asymptota y = —1, graf viz obr. 1.4 b).
y: =t = , { ~ Y k‘i‘j , O : k‘i‘/
-1 1 Yooy —1//3 1/V3
max inf inf
c) D = R, asymptota y = 0, graf viz obr. 1.4 c).
. 7 .
— + , — + —
y — y' : :
-1 -1-v2 —1+2

min max
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M U/ MU
A ¥ - ¥
-2-43 —2+43 1
inf inf inf
d) D =R ~ {0}, asymptota y = 7.
7 M
+ - 4+ : + T+ , ¥ F -
y y —o— -
0 1 0 0 !
inf
y
x —1

T
X

y + - + A
-3 -1 ' -3 -2 -1
max
% M /
y//. + — +
' -3 -1
y
_ 1
Y 2 ax+3
~3 N
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8.a) x=2,y=3x, b)x=—-1,x=1,y=x, ¢c) x=—-1,x=1, y=0,

d x=0,y=x, e) y=x+4/3, f) x=—1/e, y=x+1/e.
9. a) D = R, licha, graf obr. V.1 a).
7 M
fioe et fr
0
inf
b) D =R ~ {1}, asymptoty x = 1, y = 1, graf obr. V.1 b).
NN NN
I +6_i+ f ;i; V& . S
1
inf
c) D = (-2,2), suda, asymptoty x = —2, x = 2, graf obr. V.1 ¢).
-4 A ™ a
fi o } } o £l OL.;O f"n o—m
-2 -3 V3 2 -2 0 2 -2 2
max
d) D =R, licha, asymptota y = 0, graf obr. V.1 d).
N 7N S N O NN/
f: — Tt 1 P - -+ - . *F
0 -1 1 -2 0 V2
min max inf  inf inf
e) D = (—1, 1), licha, asymptoty x = —1, x = 1, graf obr. V.1 e).
7 M
f: — 0 + f/: O——(j)_—o f”: O;OLO
0
inf
f) D = R, asymptota y = —x + 2/3, f1(0) = oo, f'(2) = —oo, graf
obr. V.1 1).
NN NN
P . frome e o = F
0 2 0 4/3 2 0 2
min max inf

10. Funkce je licha, takze sta¢i ovéfit pro x > 0. Protoze 1/x je klesajici, je f(x)
monotonni na (0, §), § > 0 prave tehdy, kdyz g(x) = f(1/x) je monotonni na
(1/8, +00). Je

1 24 cosx , —xsinx —2 —cosx
sw=f(1)=""" = dw= ; :
X X X
O znaménku derivace rozhoduje spojita funkce h(x) = —xsinx — 2 — cosx.
Ozna¢me x,, = /2 + 2mn, y, = —7/2 + 2nn, n € N. Po dosazeni dostaneme,

7ze h(x,) = —2mn —2 — —o0 a h(y,) = 27tin — 2 — 400 pro n — oo. Tedy
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+ 3x

y=x

a)

y

y =In4 — x?)

—

—2!

d)

<)

e)

Obr. V.1
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pro libovoln¢ velka x nabyva g’(x) jak kladné tak zaporné hodnoty, a tudiz g neni
monotonni na zadném intervalu (1/68, +00).

Kapitola 7. Priblizné vyjadieni funkce

1.

2.

4.

10.

11.

a) cos61°=0,4849, b) e!? =e-1,2=3,26194, ¢) sin32° = 0,53022.

a) I —0,005, b) 5.3, c) 9.2.
a) M@+ D=x—% 4+ (=D)L LR, (),
_1\n+2 n+1
kde  Ryi1(x) = S (1i;"+‘ ’
2 3 n
b) In(l-x)=-x—%—%—- == —R,11(x),
n+l
kde R,H_](X) = W % .

- In2=0,693134 (x =), In3=1,096586 (x = 3).

ca) ) =1l—(x—-D+@—1)2—x-1)7,

b) T3(X)=(x—1)_@+@,
x— x__z
¢) Thx)=1-—x2, d) Tz(x):§<1_< 22> ( 8))‘

ca) [ =@ =D 30— D+ (x = 1) +4,

b)) f(x) =@ —2)*+8x —2)3 +21(x —2)> +10(x —2) — 5.

. a) T3(x)=1+2x+2x2+%x3, b) T3(X)=2x+%x3

—% . Ndapovéda: Ptevedte na spolecného jmenovatele, jmenovatele ,,nahradte*
funkei ekvivalentni (uvazte, ze sinx ~ x, x — O0Oae* " —1 ~x,x — 0)a
v cCitateli pouzijte Maclaurinovy rozvoje funkci sinx a e*.

Uhly uréené podle tabulky hodnot tg jsou uréené piesnéji nez pomoci hodnot sin.
Napoveda: Pro diferencial funkce o = o, = arctgz plati |da; | = cos® « |dz|, pro
funkci ¢ = oy = arcsin y plati |dey| = |cosot| |dy|. ProtoZe cos’a < Toosal , je

|do; | < [dexs].
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