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Faktory ovliviujici pouziti vahoveé funkce
v exponencialnim regresnim model

Bohumil Maros, FSI VUT Brno

Marie Budikova, P¥F MU Brno

Finanéni matematika v praxi Il, Podlesi, 11. — 13.9.2012



Motivace: Mnozeni bakterii v tekutém prostedi

Byl sledovan poet baktérii (zavisle proémna velEina y, v tisicich
v krychlovém centimetru) v zavislosti dase (nezavisle proinna veltina x,
v hodinach):
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Je znamo, ze zavislostdio bakteérii natase lze popsat modelem
y = expo + B1X).

a) Odhadneme parametry modelu.

b) Zjistime, za jak dlouho dojde ke zdvojnasobeaxdiy baktérii.

ReSeni:

Model linearizujeme: In y 8y + f1X. Metodou nejmensSicttveral ziskame
odhady h=1,273 a b= 0,205 regresnich paramefly, f1. Rezidualni sotet
ctveral je § = 1272.

Odhad potu bakterii v okamzikux= 0 je N, = exp(k) = exp(1,273).

Ke zdvojnasobeni @tu bakterii dojde v okamzikuxtedy

_In2_In2 _ 334 = 3023min
b, 0205

2N, = N, explb,x,)=In2=bx, = x,



Grafické znazoréni vysledk:
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Otazka: Jdou dosazene vysledky zlepsit?

Odpowvd’: ANO, pouzitim vahove funkc




Struéna teorie:

Pouzili jsme model y = expf + B1x), ktery jsme linearizovali In y ¢ + p1X.
Pritom vSak dojde k poruSeni normality nahodnych gtilh a homogenity
jejich rozptyl.

Proto pro odhad regresnich pararhetisto obyejné MNC pouzijeme
vazenou MNC s vahovou funkci w(y) =%

Ziskame rezidualni sgatétveral S;.



Mnohdy zjistime, ze hodnota rezidualniho &awtverai s pouzitim vahové
funkce poklesla, tzrS, <S,. Itera&nim zpisobem budeme pokfavat a i r-té
iteraci ziskdame rezidualni st c¢tveral S. Nejmensi dosazenou hodnotu

ozn&ime S.
Vliv vahové funkce posuzujeme pomoci podilu

RI = 100%

0

r=0,1, 2, ...,t, ktery nazvemelativni zlepSeni rezidualniho sdu ¢tvera.



Vratme se k motivénimu @ikladu.

Prvni pouziti vahové funkce:
bo=2,123, h = 0,135, $= 346,375,

RI, = %1003/0 - 346375

> 10Q%0 =2723%

Grafickeé znazoréni vysledk pri 1. pouziti vahove funkce:
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Druhé pouziti vahové funkce:
bo=1,874 a b=0,152
S, = 352,708

RI, = 22100 = 222708
S 1272

0

1000 =27,/4%

Treti pouziti vahoveé funkce:
bp=1,946 a b= 0,147

S; = 340,55
RI, = 221006 = 2021 009 = 26 78%
S, 1272 :

Pfi dalSich iteracich uz dochazi keét®ovani rezidualniho soétw détveraa.
Tteti iteraci budeme tedy povazovat za kanau.



Ke zdvojnasobeni @tu baktérii dojde v okamziku

x,=M2_ N2 _ 4200 = anasmin
b, 0147

Grafickeé znazoréni vysledKi: bez pouziti vahove funkcerifd. a 3. pouziti
vahoveé funkce
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Pro porovnani: Odhad parameirLevenbergovou - Marquardtovou metodou

(pocateni aproximace o= b, = 0,1, 10 iteraci):
bo=2,020 a b= 0,143, $= 335,08

33508

Rl =X 100% =
S

Ke zdvojnasobeni @tu baktérii dojde v okamzikdz = b, 0143

> 100% = 26,34%

In2 _ In2

Srovnani vysledk pri 3. pouziti vahové funkce &igd.-M metock:
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Shrnuti vysledk:

Model Y =exdB, +B,x) |Bezvahy | 1.vaha| 2.vaha| 3.vdha] L-M metoda
Odhad B 1,273 2,123 1,874 1,946 2,020

Odhad b 0,205 0,135 0,152 0,147 0,143
Rezidualni sotet ¢tverai | 1272 346,38 352,71 340,55 335,08
Relativni zlepSeni (%) 100 27,24 27,74 26,78 26,34
Odhad N 3,57 8,36 6,51 7 7,54

Cas % 3h23min5h8min4h 34 min4h 43 min 4 h 51 min




Jake faktory mohou ovlivnit pouziti vahove funkcexponencialnim modelu
y = expo + P1x), kde a< x < b?

Ovlivnujici faktory jsou nap:

1. minimalni teoreticka hodnota zavisle pgamé veltiny Y
2. maximalni teoreticka hodnota zavisle péome velginy Y
3. stedni hodnotaikvosti exponencialy naa, b),

d?f (x)

§. K= [K(x)dx, kdeK(x)=—d¥

b-as (“(d;(;))j

kolisani narkienych hodnot

paiet opakovani nadétenych hodnot na kazdé Urovni pozorovani
paiet Urovni ngreni

rozEti hodnot na x-ové ose, tj. rozdil b — a.

No oA

Zametili jsme na faktory 1 — 5 a jejich vliv jsme studdvpomoci simulaci.



Popis simulaci

Predpokladejme, Ze jisty procesi$ei presrt modelem y = exfp + B1x), kde a< x < b, gicemz vime, ze

prox=ajey=minaprox=bjey=ma téchto dvou podminek se daji jednozmaurcit parametry

modelu:B, = In(min)--—2 |n(m‘?‘xj, g =1 |n(m‘?"‘j.
b-a \ min b-a \min

Budeme nyni pro jednoduchost uvazovat stale hodactyl, b = 71 a min = 100, 200, ..., 500 (5 hodnot)

postupr pro max = 1200, 1300, ..., 21 (10 hodnot), takze mame 5iznych modal.

Pro ilustraci zvolime min = 100. Dostaneme 10 exgnmmlnich moddl, jejichz grafy se nachazeji mezi

dvéma krajnimi moznostmi pro max = 1200 a max = 2]&l0yidime na obrazku.




Simul&ni studie spéiva v tom, ze k fesnym hodnotam modelu

y, =exp(B, +B,x,) pro x, =5*i-4,i=1, 2, ..., 15,

se fficte nahodna slozka = N(0, 0?).

Hodnoty smrodatné odchylkyo jsou ve vSechifpadech zvoleny postupw = 25, 50, 75, ..., 500
(20 hodnot).

To znamena, Ze obdrzime simulované &@amé hodnoty z 5*10*20 = 100@anych modsi.

Tento zfisob simuléni studie pedpoklada, ze pro kazdou hodnotyi =1, ..., 15 obdrzime jedinou
hodnotuY, =y, +& .. Abychom mohli porovnat, jaky vliv budou mit opalama ndreni, provedeme simule
meteni pro vSechny hodnoty jest€ dvakrat aitkrat, tzn.

Y, =expB, +B.x,)+¢€,, X, =5*i-4, i=1,2,..,15,j=1,2

Y, =expB, +B.x,)+¢€,, X, =5%i-4,i=1,2, ..., 15,j =1, 2, 3.

Kazda z &chto 3000 simulaci se opakuje 10 000 krat a vzdyypecte prtimérna hodnota rezidualniho

soutu ¢tveral z 10 000 opakovanych regresi.



Zkoumani vlivu vybranych faktor @ na relativni zlepseni
pomoci mnohonasobneé regrese

Vliv jednotlivych faktoii na relativni zlepSeniiieme zjistit pomoci mnohonasobneé regrese:
Rl =a, +a, Imin+a, [max+a, [krivost+ a, [sigma+ o, [mer,

kdemin, resp.max je minimalni, resp. maximalni hodnota vychozi@agncialni funkce,
krivost je stedni hodnotaikvosti,
sigmaje snerodatna odchylka ndhodné slozky

merje paet opakovanych simulovanych pozorovani pro kazaoudi.



Vysledek regresni analyzy se zavisle proénnou RI:

Regression Analysis: procento versus max; min; krivost; sigma; mer

The regression equation is
Rl =92,5 - 0,0146 nmax + 0,0759 nmin - 56,4 krivost - 0,0755 sigma + 4, 38 ner

Pr edi ct or Coef SE Coef T P VI F
Const ant 92, 453 1,421 65, 05 0, 000

max -0, 0145916 0, 0004710 -30,98 0,000 1, 257
nn 0, 075940 0, 001680 45,21 0,000 3,875
kri vost - 56, 364 1,892 -29,80 0,000 4,132
si gma -0, 0754817 0,0008372 -90,16 0,000 1,000
nmer 4, 3838 0, 1478 29,66 0,000 1,000

S =6,60999 RSq=90,9% RSq(adj) = 90, 8%

Anal ysi s of Variance

Sour ce DF SS MS F P
Regr essi on 5 1299676 259935 5949,27 0,000
Resi dual Error 2994 130814 44

Tot al 2999 1430490

Z tohoto vystupu je vi#t, ze relativni zlepSeni Rl vyznaghaovliviuji vSechny vybrané faktory, ale nejvice
je ovlivnéno snérodatnou odchylkc sigma, pak hodnotounin a faktorymax, kfivost amer maji @iblizné
stejre velky vliv. Hodnoty VIF (Variance inflation facter) ukazuji, ze mezi zvolenymi faktory neni vysoka
multikolinearita



Vliv faktoru sigma

Na obrazku je znazogn vliv smerodatné odchylky na pmeérnou hodnott

relativniho zlepseni rezidualniho stwctveral pro pevid zvolené hodnoty
vSech ostatnich faktor
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Vliv faktoru min

Druhym dominantnim faktorem z mnohonasobné reggesekazal faktor min.

Main Effects Plot for RI
Data Means
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VIiv faktoru max

Na tomto obrazku dreme sledovat vliv faktoru max naipsernou hodnott
RI.

Main Effects Plot for RI
Data Means
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Vliv faktoru mer

Main Effects Plot for RI
Data Means
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Porovnani vlivu faktoru sigma, min, max, mer
Kazdy z €chtoctyt faktori ma fiznou silu fisobeni na zlepSeni rezidualniho &autverai pii pouZiti vahové funkce, jak
je vidét na obrazk.
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Obr. 14

Vidime, ze

- s rostouci hodnotou min a s rostoucinitpm opakovanych &teni klesa vyznam pouziti vAhové funkce posuzovany
pomaoci relativniho zlepSeni rezidualniho &awtverai, pricemz vliv minima je vyrazgSi nez vliv p&tu opakovanych
meérent;

- s rostouci hodnotou max a rostoucim sigma naopstk vyznam pouziti vahové funkcéigemz vliv sigma je mnohem
vyrazrgjSi nez vliv maxima



Vliv faktoru k rivost

Tento faktor je nejvice problematicky, n€lxmle existuje interakce s faktory
min, max a sigma. Jestlize tyto faktory @p€rujeme, pak izeme obdrzet
nahled na vliv kvosti na Rl z nasledujiciho obrazku.
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Je vidkt, ze s rostouciikvosti klesa pkmérna hodnota RI, tudiz roste vyznam
pouziti vahoveé funkc



Shrnuti vlivu jednotlivych faktor @ na relativni zlepSeni RI

Z provedenych simulaci vyplyva, zé gonstantnich hodnotach vsech ostatnich faiktor

» S rostoucinsigmaklesa hodnota RI (roste vyznam vahové funkce).

» S rostoucimmin roste ptimérna hodnota RI (klesa vyznam vahoveé funkce).

» S rostoucimmaxfaktoni klesa pémérna hodnota RI (roste vyznam vahove funkce).

» S rostoucimmerroste pamérna hodnota RI (klesa vyznam vahoveé funkce).

» S rostouckiivostiklesa pamérna hodnota RI, tudiz roste vyznam pouziti vahavkce.
Vyznam vahové funkce tedy roste s rostoucim signa a Kivost, @iicemz vliv sigma je vyrazijSi nez
vliv. max ¢i vliv ktivosti.

Naopak,yvyznam vahove funkce klesaastoucim min a mer. Faktor min ma riatrhodnot RI ¥tSi vliv nez
faktor mer
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