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Úvod

Typy cenzorování:
Cenzorování zprava
Cenzorování zleva
Intervalové cenzorování

Intervalově cenzorovaná data
T ∈ (L,R]

Current status data, {C , δ}, kde δ = I (T ≤ C )

Obecně intervalově cenzorovaná data,
{U,V , δ1 = I (T ≤ U), δ2 = I (U < T ≤ V ), δ3 = 1− δ1 − δ2}
Dvojitě cenzorovaná data
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HIV-1 infekce

Studie 368 pacientů s hemofilií z 80. let

Obrázek: Bez faktoru VIII, 236
pacientů

Obrázek: S nízkou dávkou faktoru
VIII, 132 pacientů
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NPMLE funkce přežití

Čas přežití . . .Ti (funkce přežití S(t))
Pozorujeme

O = {(Li ,Ri ] ; i = 1, . . . , n}

Označení:
sj , j = 0, . . . ,m . . . různé seřazené prvky množiny
{0, Li ,Ri ; i = 1, . . . , n}
αij = I (sj ∈ (Li ,Ri ] ), i = 1, . . . , n; j = 1, . . . ,m
pj = S(sj−1)− S(sj), j = 1, . . . ,m
Věrohodnostní funkce

LS(p) =
n∏

i=1

[S(Li )− S(Ri )] =
n∏

i=1

m∑
j=1

αijpj ,

kde p = (p1, . . . , pm)
′.
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NPMLE funkce přežití

NPMLE funkce přežití S určíme maximalizací LS(p) vzhledem k p
s omezením

m∑
j=1

pj = 1

pj ≥ 0 (j = 1, . . . ,m)

Definujme

dj(p) =
n∑

i=1

αij∑m
l=1 αilpl

Z Lagrangeova multiplikativního kritéria získáme, že p̂ je NPMLE,
jestliže dj(p̂) = n pro všechna j = 1, . . . ,m.
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Turnbullovy intervaly

Množina disjunktních intervalů, jejichž levé koncové body jsou
v L = {L1, L2, . . . , Ln} a pravé koncové body jsou
v R = {R1,R2, . . . ,Rn}, ale neobsahují jiné členy L nebo R kromě
koncových bodů.
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Turnbullovy intervaly

s0 s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 s9 s10 s11 s12

1 0 7
2 0 8
3 6 10
4 7 16
5 7 14
6 17 ∞
7 37 44
8 45 ∞
9 46 ∞
10 46 ∞

(6 7] (7 8] (37 44] (46 ∞]
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Algoritmy pro NPMLE

Turnbullův algoritmus

E-krok Výpočet střední hodnoty logaritmické věrohodnostní
funkce podmíněné pozorovanými daty a odhadem p̂
z předchozí iterace

M-krok Maximalizace Lagrangeovou metodou přes

Cp =

p ∈ [0, 1]m;
m∑

j=1

pj = 1, pj ≥ 0


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Algoritmy pro NPMLE

Turnbullův algoritmus

1.krok Zvolíme počáteční odhad p̂0.
2.krok V l -té iteraci definujeme odhad p̂ jako

p̂(l)
j =

dj(p̂)(l−1)p̂(l−1)
j

n
=

1
n

n∑
i=1

αij p̂
(l−1)
j∑m

k=1 αik p̂(l−1)
k

3.krok Opakujeme krok 2 dokud nedosáhneme požadované
přesnosti.

m−1∑
j=1

|p̂(l)
j − p̂(l−1)

j | < ε
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Algoritmy pro NPMLE

ICM algoritmus
Transformace maximalizace věrohodnostní funkce na

maximalizaci kvadratické funkce.
EM-ICM algoritmus
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Odhad funkce přežití pro HIV-1 infekci
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Srovnání algoritmů (přesnost 10−8)

Turnbullův alg. ICM alg. EM-ICM
počet iterací 339 227 11

čas (s) 0,27 0,56 0,25

Tabulka: Bez faktoru VIII

Turnbullův alg. ICM alg. EM-ICM
počet iterací 2602 308 14

čas (s) 1,02 0,79 0,28

Tabulka: S nízkou dávkou faktoru VIII
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Odhad funkce přežití pro HIV-1 infekci
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Faktor=0 using midpoints
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Porovnávání funkcí přežití

Nulová hypotéza: S1(x) = S2(x) ∀x
Alternativní hypotéza: S1(x) 6= S2(x) ∀x

zobecněný log-rank test
zobecněný Wilcoxonův test

Test pro data HIV-1 infekce
zobecněný log-rank test: p-hodnota 2, 2 · 10−16

zobecněný Wilcoxonův test: p-hodnota 2, 2 · 10−16
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Jádrový odhad rizikové funkce

Riziková funkce λ(t) - pravděpodobnost, že událost nastane v čase
t, za předpokladu, že do času t nenastala
Odhad rizikové funkce v čase sj :
Pro pravostranně cenzorovaná data λ̂(sj) =

dj
rj

Pro intervalově cenzorovaná data

λ̂(sj) = λ̂j =
dj(p̂)p̂j∑m

u=j du(p̂)p̂u

Jádrový odhad:

λ̂(t) =
m∑

j=1

1
hK
(

t−sj
h

)
∑m

u=1
1
hK
( t−su

h

) λ̂j
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Jádrový odhad rizikové funkce pro HIV-1 infekci
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